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Samandrag

Tidlegare forsking tyder pa at elevar i Noreg har utfordringar tilknytt algebra (Grgnmo,
Hole, et al., 2017; Mullis et al., 2016a, 2016b). Til dgmes viser resultat fra TIMSS
Advanced at elevar i matematikk R2 skarar darlegare i fagomradet algebra enn i andre
matematiske omrader (Mullis et al., 2016b). Resultata seier mindre om Kkorleis
algebrakompetansen paverkar elevane i utvikling av matematikkforstaing. Med
bakgrunn i dette har eg i denne studien studert fglgjande problemstilling: «Korleis kan
algebrakompetansen til elevar i matematikk R2 paverka deira mogelegheiter til a
utvikla matematisk forstding?». Problemstilinga vert svara pa gjennom tre
forskingsspgrsmal som omhandlar 1) elevane si forstaing for algebraisk symbolbruk,
2) elevane si forstding for transformativ algebra og 3) felgjer av elevane si

algebraforstaing i mate med bevis.

Tilneerminga til studien er kvalitativ, og datamaterialet bestod av eit skrifteleg
elevarbeid og djupneintervju med artefaktar. Det skriftelege elevarbeidet var svar pa
eit oppgavesett, og 16 elevar i matematikk R2 svara pa dette. Djupneintervjua vart
giennomfart med 4 av desse elevane, der oppgavesettet og svaret pa det var brukt

som artefaktar.

| denne studien fann eg fleire indikasjonar pa at informantane hadde mangelfull
forstaing for bruken av variablar, parameterar og konstantar. | tillegg fann eg fleire
indikasjonar pa mangelfull og instrumentell forstaing for transformativ algebra. Vidare
kunne det sja ut som at forskingsdeltakarane si mangelfulle forstaing kunne hindra dei
i & forstd bevis. Ut frd de nemnde funna, teori og tidlegare forsking svara eg pa
problemstillinga. Resultata tyda pa at mangelfull algebrakompetanse kan hindra
elevar til & utvikla forstaing for matematiske tema i matematikk R2. Vidare kan desse
resultata ha ein overfgringsverdi, men fordi utvalet ikkje er representativt kan ikkje
funna generaliserast (Gleiss & Saether, 2021, s. 207; Thagaard, 2018, s. 181-182).
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1 Innleiing

Saman med tal og talrekning, kan algebra verta sett pa som matematikken sin motor,
da desse fagomrada vert rekna som dei mest fundamentale innanfor matematikk i
skulesamanheng (Grgnmo, 2017, s. 54). Grunnleggande kunnskapar om tal,
talrekning og algebra kan difor vera naudsynt for & laera andre matematiske fagomrade
(Grgnmo, 2017, s. 52-54). Vidare kan algebra verta sett pa som matematikken sitt
sprak, og pa same mate som at ein treng grunnleggande kunnskapar i eit visst sprak
for & lukkast i eit land, treng ein grunnleggjande kunnskapar i algebra for & lukkast i
matematikk (Grgnmo, 2017, s. 54).

Fag i Kunnskapslaftet (LK06) er strukturert rundt ulike hovudomrade, og ut frA desse
er kompetansemala formulert (Utdanningsdirektoratet, 2006b, s. 2). | LKO6 er algebra
inkludert som ein del av hovudomrada i alle matematiske fellesfag fra og med
mellomtrinnet og opp til vidaregdande, og i tillegg i 2P, S1, S2, R1 og R2, dgmevis
«Tall og algebra» og «algebra» (Utdanningsdirektoratet, 2006a, s. 2; 2006b, s. 3;
2006¢, s. 2; 20064, s. 2). Dette indikerer at algebra har spelt og spelar ei sentral rolle
i LKO6, og da og det norske utdanningssystemet. Likevel viser forsking at norske elevar
skarar lagt i algebra pa bade ungdomsskulen og vidaregaande (Mullis et al., 2016a;
Mullis et al., 2016b).

1.1 Tidlegare forsking og grunngjeving for studien

| den internasjonale undersgkinga TIMSS Advanced 2015 vert fagomrada algebra,
kalkulus og geometri testa (Mullis et al., 2016b). Av dei tre fagomrada, viser studien at
elevar som tek matematikk R2 i Noreg skarar darlegast i algebra (Mullis et al., 2016b).
| tillegg viser resultata at dersom ein samanliknar det generelle prestasjonsnivaet i
landa i undersgkinga med algebraprestasjonane i landa, har Norge det stgrste
negative avviket (Mullis et al., 2016b). Norske R2-elevar gjer det med andre ord
darlegare i algebra enn matematikk generelt. Vidare legg Stedgy et al. (2017, s. 202)
fram at resultat frd TIMSS Advanced tyder pa at elevar i Noreg har utfordringar tilknytt
lesing, forstding og bruk av abstrakte symbol, og at dei slit med & skilja mellom

variablar og parameterar.



Ogsa pa andre klassetrinn presterer elevar i Noreg svakt. Resultat i over 20 ar viser at
samanlikna med andre land, presterer norske elevar svakare i algebra (Grgnmo, Hole,
etal., 2017, s. 258). Til demes viser resultat fra TIMSS 2015 at dersom ein samanliknar
det generelle prestasjonsnivaet med prestasjonsnivaet i dei forskjellige matematiske
fagomrada i dei ulike landa, kan ein sja at den stgrste skilnaden i heile undersgkinga
er norske elevar pa 8. trinn sitt avvik pA emneomradet algebra, og dette er i disfaver
av algebra (Grgnmo, Hole, et al., 2017, s. 259; Mullis et al., 2016a). Forsking viser
altsd at Noreg presterer darleg i algebra pa fleire klassetrinn, og at «det store
problemet man har i norsk skolematematikk, er at elevene, pa alle nivaer, presterer

svakt i algebra» (Grgnmo, Hole, et al., 2017, s. 267).

Vidare kan studentar, i starten av matematikkurs pa hggare utdanning, ha utfordringar
tilknytt grunnleggande algebra. Til demes hevdar Nortvedt og Sigveland (2019, s. 327-
339) at begynnarstudentar, pa ingenigr- og kalkulusprogram, kan mangla
grunnleggjande algebrakunnskapar. Dei skriv at dersom elevar har mangelfull
forstading og darleg flyt ved bruk av det algebraiske spraket, kan det truleg vera eit
hinder for studentar ved hggare utdanning. Med andre ord kan studentar med lage
algebrakunnskapar antakeleg oppleva overgangen mellom vidaregdande og hggare
utdanning som utfordrande. Hole et al. (2020, s. 1-2) har undersgkt utfordringar for
studentar med karakteren F (lkkje greidd) pa begynnarkurset MAT1100 pa
Universitetet i Oslo. Resultat i studien viser at studentane skara betre pa nye tema i
kurset, enn pa grunnleggjande algebra, som er dekt av leereplanen det fyrste aret i

norsk vidaregaande skule.

| fleire studiar kjem det med andre ord tydeleg fram at norske elevar slit med algebra.
| forlenging av dette og dei f@rre avsnitta kan det vera interessant a undersgkja korleis
R2-elevar sin algebrakompetanse paverkar deira forstaingsutvikling. Seerleg da
grunnleggande kunnskapar i matematikk kan vera naudsynt for & leera andre

matematiske fagomrade (Grgnmo, 2017, s. 52-54).

For & seie noko om elevane sin algebrakompetanse, slik den kjem til uttrykk i
datamaterialet, vil eg i denne studien sja pa algebraforstainga deira. Dette gjer eg da
algebraforstaing kan bli sett pa som ein del av algebrakompetanse (Niss & Hgjgaard,

2019, s. 20-21). Vidare, fordi elevar kan oppna forstaing gjennom arbeid med bevis,



og ettersom matematiske bevis har ei sentral rolle i skulematematikken (Dickerson &
Doerr, 2014; Hanna, 2000; Rav, 1999), kan moglegheitene elevane har til & forsta

bevis vera bade hensiktsmessig og interessant & undersakja.

For & sjd pa korleis algebrakompetansen paverkar elevar, vil eg i denne studien
studere R2-elevar. Som tidlegare skrive finnes det forsking pa at norske R2-elevar gjer
det darleg i algebra (Mullis et al., 2016b), men resultata seier mindre om korleis
algebrakompetansen til elevane paverkar utvikling av matematisk forstaing. | tillegg
har elevar i matematikk R2 truleg fatt algebraundervisning lengre enn elevar pa lagare
trinn (Utdanningsdirektoratet, 2006c¢), og det kan tenkjast at resultata i denne studien
vert meir slaande av denne grunn. Det kan difor vera interessant & forska pa dette

gjennom R2-elevar.

Vidare hevdar Skaalvik og Skaalvik (2018, s. 81) at djupneleering kan fremja forstaing.
| den nye leereplanen (LK20) vert djupnelaering vektlagt, og fokuset pa dette er starre
i LK20 enn LKO6 (Kunnskapsdepartementet, 2018; Meld. St. 28 (2015-2016), s. 16).
Deltakarane i denne studien fglgjer LKO6, og det treng ikkje & vera ein ulempe. Dette
er fordi eg ikkje er ute etter a evaluera LK20, men er interessert i a studera korleis
elevar sin algebrakompetanse paverkar deira forstaingsutvikling. Tvert i mot kan
forsking pa dette interesseomradet, gjennom elevar som fglgjer ein laereplan med
mindre fokus pa djupneleering, verta sett pa som interessant, da djupneleering kan
fremja forstding (Skaalvik & Skaalvik, 2018, s. 81). | tillegg vert matematikk R2
undervist med utgangspunkt i LKO6 for siste gong i skulearet 2021/2022, og dette vil
difor avgrensa mogelegheitene for seinare forsking pa denne gruppa. Det er av denne

grunn seerleg interessant a gjennomfgra denne studien akkurat no.

1.2 Problemstilling og avgrensingar

| denne studien ynskjer eg & undersgkja korleis algebrakompetansen til elevar som tek
matematikk R2 (MAT3-01) paverkar forstaingsutviklinga deira. Eg har difor formulert
folgjande problemstilling:

Korleis kan algebrakompetansen til elevar i matematikk R2 paverka deira

mogelegheiter til & utvikla matematisk forstaing?



For & undersgkja problemstillinga har eg valt ei kvalitativ tiinaerming. Det innsamla
datamaterialet er elevsvar fra eit oppgavesett som elevar i ein R2-klasse svara pa, og
i tillegg fire djupneintervju. For & avgrensa og svara pa problemstillinga, har eg valt &

formulera tre forskingsspgrsmal:

1) Kva slags forstaing for bruken av variablar, parameterar og konstantar tyder
datamaterialet pa at R2-elevane i denne studien har?

2) Kva slags forstaing for transformativ algebra tyder datamaterialet pa at R2-
elevane i denne studien har?

3) Korleis kan eit utval R2-elevar si forstaing for bruken av variablar, parameterar,
konstantar, og forstaing for transformativ algebra, paverke deira moglegheiter

til & forstd matematiske bevis i skulesamanheng?

| denne oppgava brukar eg Hiebert og Carpenter (1992, s. 67) sin definisjon av
forstaing (sja kapittel 2). For & avgrense og undersgkja det fyrste forskingsspgrsmalet
ser eg pa om elevane viser teikn til konseptuell eller mangelfull konseptuell kunnskap
for bruken av symbolklassane variablar, parametrar og konstantar. For & undersgkja
det andre forskingsspgrsmalet ser eg pa om elevane viser teikn til relasjonell,
instrumentell eller mangelfull forstaing for transformativ algebra. Vidare undersgkjer
eg korleis forstdinga for symbolbruken og transformativ algebra paverkar deira

mogelegheiter til a forstd matematiske bevis i skulesamanheng.

Hensikta med denne masteravhandlinga er ikkje & finna eit fullstendig svar pa
problemstillinga, men a adressera den. Vidare er malet med dei to fyrste
forskingsspgrsmala & fa informasjon om elevane si algebraforstaing. Fordi
problemstillinga spar om R2-elevar sin algebrakompetanse, og algebraforstaing kan
bli sett pa som ein del av algebrakompetanse (Niss & Hgjgaard, 2019, s. 20-21), kan
desse to forskingsspgrsmala relaterast til kompetansedelen i problemstillinga.
Utvikling av matematisk forstaing kan relaterast til det siste forskingsspgrsmalet, da
det omhandlar korleis forstaing, og da kompetanse (Niss & Hgjgaard, 2019, s. 20-21),
paverkar forstding av bevis, som vidare kan ha betydning for forstaingsutvikling
(Dickerson & Doerr, 2014; Hanna, 2000; Rav, 1999). Eg vil difor argumentere for at
dei tre forskingsspgrsmala kan adressera problemstillinga. Vidare kan resultata i

denne studien ha ein mogeleg overfgringsverdi, men ein kan ikkje generalisere funna



da utvalet ikkje er representativt (Gleiss & Seether, 2021, s. 207; Thagaard, 2018, s.
181-182).

1.3  Oppbygginga til oppgava

Denne masteravhandlinga inneheld seks kapittel. Etter innleiinga i dette kapittelet har
eg i kapittel 2 lagt fram teori og tidlegare forsking som er relevant for problemstillinga.
Kapittel 3 tek for seg metoden som vart brukt i studien. Kapittel 4 omfattar analysen av
datamaterialet, diskutert i lys av tidlegare forsking og teori. | kapittel 5 vert hovudfunna
drefta. Avslutningsvis vil eg i kapittel 6 summera opp hovudfunna, og leggja fram

didaktiske implikasjonar, studien sine avgrensingar og forslag til vidare forsking.



2 Teori og tidlegare forsking

| dette kapittelet vil eg presentera relevant teori for & svara pa problemstillinga.

Undervegs vil eg 0g inkludera tidlegare forsking.

2.1 Kva er algebra?

Star og Rittle-Johnson (2009) legg fram at ulike forskingsmiljg kan sja pa algebra pa
forskjellege matar. Nokre forskarar kan meina at det mest fundamentale er a
manipulera symbolske uttrykk og likningar, og a fa ein flyt i arbeid med symbolske
prosedyrar. Dei ser med andre ord pa algebra fra eit nytteperspektiv, som eit reiskap.
Star og Rittle-Johnson (2009) legg vidare fram at andre meiner at det sentrale er a
utforska og representera funksjonar, og at algebra i hovudsak omhandlar forholdet
mellom variablar. Eit tredje syn betraktar algebraisk resonnering som det viktigaste i

algebra.

Fordi det finnes ulike syn, kan det vera vanskeleg & lage ein dekkjande definisjon av
algebra. Dette er noko Wheeler (1996, s. 319) bekreftar, ved & skriva at det som regel
vil finnast nokon som meiner at ein definisjon pa algebra har manglar, og dermed ikkje
er komplett. | forlenging av dette hevdar han at algebra kan verta sett pa som eit
symbolsystem, d& nokre kan meina at i det eit symbol eller fleire er til stades for a
representera eit objekt eller ein situasjon, vil det vera algebra. Han er ikkje einig i dette,
og skriv at algebra er meir enn eit symbolsystem. Vidare skriv Wheeler (1996, s. 319)
at algebra er kalkulus, da algebra sine elementaere bruksomrade omhandlar berekning
av numeriske lgysingar, men at algebra er meir enn kalkulus. Han skriv ogsa at algebra
er eit representasjonssystem, da algebra normalt har ei stor rolle i matematisering av
ulike situasjonar, men at algebra likevel er meir enn eit representasjonssystem. Som

det kiem fram her, kan ein sja pa algebra som eit relativt vidt omgrep.

Sjalv om algebra kan vera vanskeleg & definera, har Sfard (1995, s. 18) likevel funne
ein likskap mellom korleis ulike forfattarar, med forskjellige syn pa algebra, skildra
algebra. Ut fra det ho fann, kan det sja ut til at alle forfattarane er einige om at algebra
er vitskapen om generaliserte berekningar. Ho argumenterer vidare med at grunna
denne einigheita, vil skilnadane liggja i midlane som vert brukt for & implementera

algebraiske metodar. Til demes meiner nokre at algebra i hovudsak omhandlar



symbolbruk, medan andre kan bruka algebra utan & kjenne til den symbolske

notasjonen.

| samsvar med Sfard (1995, s. 18), vil algebra i denne oppgava vera definert som
vitskapen om generaliserte berekningar, der definisjonen ikkje eksklusivt gjeld
symbolbruk. Vidare vil denne definisjonen av algebra vera i samsvar med at eit objekt
eller ein situasjon ikkje treng & vera algebra sjglv om symbol representerer det
(Wheeler, 1996, s. 319). Til demes kan ein i typologi representera omrade med symbol
utan & utfgre berekningar. Dette vil ikkje bli rekna som algebra, da det ikkje omhandlar

berekningar.

2.2 Algebra i skulen

Det er skilnad pa korleis algebra har blitt brukt og utvikla av matematikarar, og korleis
algebra har blitt undervist i skulen (Drijvers et al., 2011, s. 8). Drijvers et al. (2011, s.
8) legg fram at algebra i skulesituasjonar omhandlar arbeid med formlar som inneheld
bokstaver, men at skulealgebra ogsa kan relaterast til meir enn dette. Dei skriv at
algebra i skulen kan relaterast til verb som lgysa, abstrahera, formalisera, manipulera,
strukturera, og generalisera. Dei skriv at fokuset i skulealgebra ofte ligg pa aktiviteten,
og at algebraisk aktivitet vert karakterisert som arbeid med tal eller talstrukturar. Dette
kan relaterast til algebraisk tenking. Kort fortalt definerer Kieran (2004, s. 149) dette
som tenking innanfor aktivitetar der ein kan bruka symbolsk algebra som verktgy.
Algebraisk tenking inkluderer difor det algebra inneheld, men o0g tankeprosessar som
ikkje omhandlar symbolsk algebra. Algebraiske aktivitetar i skulen treng med andre
ord ikkje & involvera algebraiske symbol. Eg vil difor inkludera algebraisk tenking i

definisjonen av algebra.
2.2.1 Transformativ algebra

Kieran (2007, s. 713-714) viser til GTG-modellen ho sjglv utvikla i 1996. Modellen
forklarar kva ein algebraisk aktivitet er i skulen, og i modellen vert aktivitetar som
inneheld skulealgebra inndelt i tre typar: genererande, transformerande og aktivitetar
pa globalt/meta-niva (generational, transformational and global/meta-level, eigen
omsetjing). Eg vil fyrst skildra den fyrstnemnde og sistnemnde aktiviteten kort, for eg

gar litt nsermare inn pa transformerande aktivitetar, da eit av fokusomrada i denne



masteravhandlinga ligg pa denne aktiviteten. Kieran (2007, s. 713-714) legg fram at
genererande aktivitetar omhandlar forming av uttrykk og likningar, og representasjon
av blant anna mgnster, relasjonar og situasjonar. | aktivitetar pa globalt/meta-niva vert
algebra brukt som eit verktgy, men aktiviteten trenger likevel ikkje krevja bruk av

algebra.
Transformerande aktivitetar, eller transformativ algebra kan bli skildra som:

the Transformational activities (referred to, by some, as the rule-based
activities) - includes for instance, collecting like terms, factoring, expanding,
substituting one expression for another, adding and multiplying polynomial
expressions, exponentiation with polynomials, solving equations and
inequalities, simplifying expressions, substituting numerical values into
expressions, working with equivalent expressions and equations, and so on. A
great deal of thes type of activity is concerned with changing the symbolic from
of an expression or equation in order to maintain equivalence. (Kieran, 2007, s.
714)

| transformerande aktivitetar vert difor uttrykk eller likningar ofte manipulert eller endra
til ein ekvivalent form, ved til dgmes faktorisering og substitusjon, og slike aktivitetar
kan bli gjort med bruk av reglar. Vidare kan forstaing for algebraiske symbol/objekt
spela ei sentral rolle i transformerande aktivitetar (Lagrange, 2002, s. 163, sitert og
omset i Kieran, 2007, s. 714).

Pedersen (2014) studerte i sin doktorgradsavhandling algebrakompetansen til norske
R2-elevar. Resultat i hennar studie tyder pa at elevane presterte svakt dersom det vart
stilt hage krav til symbolmanipulering (Pedersen, 2014, s. 66-67). Ifglgje Kieran (2007,
s. 714) vil dette omhandla transformerande aktivitetar, og tidlegare forsking tyder difor

pa at R2-elevar kan ha utfordringar tilknytt transformativ algebra.
2.2.2 AlgebraiR2

| den nye laereplanen, LK20, er ikkje kompetansemal strukturert ut frd hovudomrade,
slik som i LK06, som er leereplanen som vart brukt i R2 da mitt datamateriale vart

innsamla (Utdanningsdirektoratet, 2006¢, 2020). | R2 er desse hovudomrada



geometri, algebra, funksjonar og differensial-likningar (Utdanningsdirektoratet, 2006c,
s. 2). Det kan pa grunnlag av dette sja ut til at algebra har ei sentral rolle i
skulematematikken, og vidare R2. Bade ettersom algebra er eit av hovudomrada, men
og fordi grunnleggjande kunnskapar i algebra kan vera naudsynt for at elevar skal

utvikla kompetanse i andre matematiske omrade (Grgnmo, 2017, s. 52-54).

| leereplanen for matematikk R2 handlar hovudomradet algebra om & «analysere og
regne pa tallmgnstre og pa endelige og uendelige summer av tall. Grunnleggende
teknikker i hovedomradet er rekursjon og induksjon. Videre dreier det seg om rekker,
konvergens og induksjonsbevis» (Utdanningsdirektoratet, 2006c, s. 7). Det kan sja ut
til at transformativ algebra er ngdvendig i R2, til demes da elevar kan trenge
transformativ algebra i arbeid med talmgnster, rekker, konvergens og induksjonsbevis
(Kieran, 2007, s. 714).

Som tidlegare skrive vert algebrakunnskapane til R2-elevar testa i TIMSS Advanced
(Mullis et al., 2016b). Ifalgje TIMSS Advanced sitt rammeverk, som har tatt
utgangspunkt i kunnskap og ferdigheiter utvikla pa lagare klassetrinn enn det som vert
testa i undersgkinga, omhandlar algebradomenet: uttrykk, operasjonar, likningar,
ulikheiter og funksjonar (Grgnmo et al., 2014, s. 10). Arbeid med desse domena er
ifglgje Kieran (2007, s. 714) transformativ algebra. | forlenging av dette, og fordi eg
ville testa forstainga elevane hadde for transformativ algebra, valte eg & bruka to
oppgaver fra TIMSS Advanced i oppgavesettet elevane skulle gjennomfgra (sja
kapittel 3).

Derivasjonsoppgaver er og eit deme pa kvar elevar kan bruka algebra. Mange
funksjonar som skal deriverast kan innehalda bokstavar i form av algebraiske symbol,
som variablar, parameterar og konstantar. Det er forskjell p& korleis ein skal betrakta
variablar og parameterar i derivasjonsoppgaver, og det kan difor vera naudsynt a forsta
skilnaden mellom symbola for a derivera riktig. Derivasjonsoppgaver kan difor truleg
krevja forstaing for algebraisk symbolbruk. Kompetansemal i R1 dreiar seg blant anna
om derivasjon, og i R2 er bade integrasjon og derivasjon tema (Utdanningsdirektoratet,
2006c, s. 4-6). Ettersom elevar i matematikk R2 skal ha vore innom derivasjon i R1,

og fordi integrasjon spelar pa derivasjon, vil eg teste algebrakompetansen til



deltakarane i studien gjennom derivasjon, d& derivasjonsoppgaver kan krevja

algebrakunnskapar.
2.2.3 Algebraisk sprak og symbolbruk i skulen

Generelt kan eit sprak skildrast som forskjellege system av teikn eller symbol, og slik
engelsk og fransk kan definerast som sprak, kan ogsa algebra bli definert som sprak,
da algebra kan bli sett p& som eit system av symbol (Drouhard & Teppo, 2004, s. 230-
232). For a skildra det algebraiske spraket kan ein blant anna bruka syntaks og
semantikk (Drouhard & Teppo, 2004, s. 231). Ein generell definisjon av syntaks og
semantikk kan finnast i bgker om matematisk logikk (sja til demes Shoenfield, 1967).
Kort fortalt omhandlar syntaks oppbygginga av spraket, og syntaktiske element i det
algebraiske spraket er til dgmes variablar, relasjonssymbol og hjelpesymbol.
Semantikk dreiar seg om tolkinga, eller meininga av syntaksen. Omgrep som sant og

usant er ein del av semantikken.

Niss og Jensen (2002) utvikla eit rammeverk som skildra matematisk kompetanse. Dei
hevdar at matematisk kompetanse bestar av atte ngkkelkompetansar, og ein av
ngkkelkompetansane kallar dei for Symbol- og formalismekompetanse («Symbol- og
formalismekompetence», eigen omsetjing) (Niss & Jensen, 2002, s. 44-46). Niss og
Jensen (2002, s. 58) uttrykkjer at denne ngkkelkompetansen omhandlar evna til &
omsetja mellom det naturlege spraket og det matematiske symbolspraket, & bruka og
arbeide med symbolske uttrykk og utsegn, og & fa innsikt i formelle matematiske

system.

Ein generell definisjon pa konstantar, variablar og parameterar i matematisk sprak kan
og finnast i Shoenfield (1967). Kort forklart er konstantar, variablar og parameterar
syntaktiske einingar. Ein konstant er eit symbol med bestemte verdiar som 1, 5, =, e.
Variablar varierer over ulike typar mengder, som mengder av funksjonar, mengder av
matriser og mengder av reelle tal. Parameterar er og variablar. Forskjellen pa variablar
og parametrar skildrar Gray et al. (2007, s. 5) gjennom eit dgme. Dei skriv at i
funksjonen y = mx + b, der x er argumentet, vil y og x vera variablar som varierer
avhengig av kvarandre. Vidare er m og b parameterar som representerer spesifikke

ukjente. Den matematiske definisjonen for ulike algebraiske symbol kan vera relativt
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vanskeleg & forstad med tanke pa R2-niva. | denne studien vil eg difor berre undersgkja
forstainga for den algebraiske symbolbruken, da dette, som tidlegare skrive, kan vera
nagdvendig kunnskap pa R2-niva. For a gjera dette vil eg bade sja pa korleis elevane
brukar algebraiske symbol, og pa korleis dei forstar andre sin bruk av algebraiske

symbol.

Dei algebraiske symbola og spraket gjev mogelegheit til & behandla og uttrykkja det
generelle (Mason et al., 2005/2011, s. 15). Osterholm (2006, s. 343) peikar pa at ein
av dei starste styrkane med matematikken er bruken av symbolspraket, men om elevar
ikkje skjgnar symbolbruken kan det hindra dei fra & utnytte denne potensielle styrken.
Vidare hevdar Naalsund (2012, s. 33), Hiebert og Lefevre (1986, s. 10) og English og
Warren (1998, s. 166) at forstaing for bokstavar, i form av algebraiske objekt, er
avgjerande for algebraisk kompetanse. At elevar har forstaing for bruken av

algebraiske symbol, kan difor bli sett pa som viktig for utvikling av algebrakompetanse.

Hgines (2020, s. 122-134) legg fram at sprak kan vera av 1. og 2. orden. Ho skriv at
ein elev pa barneskulen kan danna eit automatisk bilete og/eller assosiasjon av talet
sju om ein held opp sju fingrar. Dette kan da vera kategorisert som sprak av 1. orden,
da sprak av 1. orden inneberer direkte kontakt med meiningsinnhaldet. Pa den andre
sida skriv ho at det kan tenkjast at eleven ikkje har direkte kontakt med
meiningsinnhaldet for teiknet 7, teiknet ma difor omsetjast, og dette vil da vera
kategorisert som sprak av 2. orden. Sju fingrar er noko konkret som eleven kan relatere

seg til, medan teiknet 7 kan vera vanskelegare & ha ein konkret assosiasjon til.

Sjglv om Hgines (2020, 126) skildrar sprak av 1. orden ved & bruka dgme fra
barneskulen, meiner ho at dette ogsa kan vera viktig nar elevar skal laere matematikk
pa eit seinare tidspunkt. | tilknyting til denne oppgava kan det difor tenkjast at R2-
elevar 0g kan ha sprak av 1. og 2. orden. Vidare legg Hagines (2020, s. 127-128) fram
at omsetjing av sprdk av 2. orden ofte krevjar sprak av 1. orden, og som eit
tenkjereiskap vil eit sprak av 2. orden fungere darleg. Vidare legg ho fram at & «tenkja
vanskeleg» fgreset at spraket som vert brukt er godt & tenkja med, og at det fungerer

som eit sprak av 1. orden.
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Sfard (1995, s. 25-26) uttrykkjer at ein ma ha forstaing for stgrre talfamiliar for a forsta
kva ein variabel er, og & oppna ei slik forstaing kan vera tidkrevjande. Hole et al. (2020,
s. 5-7) skriv at den omfattande bruken av variablar er ein stor del av det matematiske
spraket, seerleg pa vidaregaande og universitetsniva, men at studentar ved hggare
utdanning i Noreg kan ha utfordringar tilknytt parameterar og variablar. Dei hevdar at
sjglv om det kan vera teknisk enklare & rekna med koeffisientar representert med
variablar, kan studentar oppleva oppgaver som enklare om koeffisientane er bestemte.
Hole et al. (2020, s. 7) legg 0g fram at begynnarstudentar i Noreg kan synast det er
lettare & integrera [ xe®*dx om a er byta ut med eit bestemt tal som 3 eller 7, enn om
a er ein parameter. Dei hevdar at dette kan vera tilfelle fordi studentane kan ha
utfordringar tilknytt syntaktisk abstraksjonsniva. | tillegg hevdar Osterholm (2006) i sin
studie at elevar pa vidaregdande og studentar pa universitet kan oppleva tekstar utan
matematiske symbol som lettare a forsta enn tekstar med matematiske symbol, sjalv
om tekstane har same innhald. Med andre ord indikerer forsking at symbolbruken i

algebra kan vera ein utfordring for studentar.
2.2.4 Bevis i skulen

| denne oppgava vert bevis i skulen, i samsvar med Stylianides (2007, s. 291) sett pa
som eit matematisk argument, i form av ein samanhengande sekvens av pastandar
for eller mot ein matematisk pastand, og som har fglgjande tre eigenskapar: 1) alle
utsegn vert akseptert som sanne og tilgjengelege for elevane, 2) resonnement som
vert brukt er kjent og gyldige, eller mogeleg a forsta for elevane, og 3) uttrykksformane

som vert brukt skal vera kjente eller mogeleg a forsta for elevane.

Ifglgje Niss og Jensen (2002, s. 44-54) er det & forsta bevis ein del av det dei kallar
resonneringskompetanse (reesonnementskompetence, eigen omsetjing). Dei legg
fram at resonneringskompetanse er ein av dei atte ngkkelkompetansane omtala over,
og omhandlar & falgja og dgme matematiske resonnement, som vil seie ei kjede av
argument uttala av andre for a statte opp ein pastand. Dei skriv at denne kompetansen
innebere & vite og forsta kva tid eit resonnement vert eit bevis, og i tillegg inneberer
den & tenkja ut og gjennomfagra resonnement, og konstruera gyldige bevis ut fra

heuristiske resonnement. Vidare indikerer forsking pa barn at ein elev ikkje kan vise
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resonneringsevne om eleven ikkje har tilstrekkeleg kunnskap (Alexander et al., 1997,
s. 124). Kilpatrick et al. (2001, s. 130, 146) hevdar at det er grunn til & tru at dette
resultatet ogsa gjeld meir generelt. | forlenging av dette kan tilstrekkeleg kunnskap

truleg vera ngdvendig for & kunna resonnera og vidare forsta bevis.

Vidare kan det tyda pa at bevis i skulen kan vera eit verktgy som fremjar forstaing. Rav
(1999) uttrykkjer at bevis bar fara til forstding. Han hevdar at hjarta i mattematikk er
bevis, da bevis er viktig for a fremja vekst og fordi det er eit viktig analytisk verktay.
Hanna (2000, s. 5-6) hevdar at ngkkelrolla til bevis i klasserommet er a fremja
forstaing, og Dickerson og Doerr (2014) uttrykkjer at fleire er einige om at a fremja
forstaing er eit viktig formal med bruken av bevis i skulesamanheng. Vidare legg Hanna
(2000, s. 7) fram at eit bevis, som er leid ut pa ein gyldig formell mate, berre kan vera
overtydande og legitimt for ein matematikar om det farer til forstaing. Men det a utvikla
forstaing kan vera vanskeleg om ein manglar grunnleggande kompetanse, da det a
utvikla forstaing for mange matematiske konsept kan krevja eit visst ferdigheitsniva
(Kilpatrick et al., 2001, s. 122).

Litteratur indikerer med andre ord at bevis har ei sentral rolle i skulematematikken, og
i denne oppgava vil eg difor sja pa korleis algebraforstainga paverkar dei. Over lang
tid har det veert forskjellege meiningar om kva som kan godkjennast som eit
akseptabelt bevis (Hanna, 2000, s. 6). Det kan vera forskjell pa kva som vert godtatt
som eit matematisk bevis i skulesamanheng og for matematikarar. Vidare er det ogsa
ulike oppfatningar om kva som vert akseptert som eit gyldig bevis i skulesamanheng
(Dickerson & Doerr, 2014). | denne oppgava vil eg undersgkja bevis i
skulesamanheng, og bevisa treng da ikkje & vera godkjent som eit gyldig matematisk

bevis, men likevel bli sett pad som eit gyldig bevis i skulen.

2.3 Matematisk kompetanse

Niss og Jensen (2002, s. 43) legg fram at matematisk kompetanse omhandlar & ha
innsikt, kunna forstd, utgva, anvenda og ta stilling til matematikk og
matematikkverksemd i ein rekke samanhengar der matematikk inngar, eller kan innga.
Ifelgje Kilpatrick et al. (2001, s. 116) kan matematisk kompetanse (mathematical

proficiency) delast inn i fem komponentar (eigen omsetjing): konseptuell forstaing
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(conceptual understanding), prosedyreflyt (procedural fluency), strategisk kompetanse
(strategic competence), fleksibel resonnering (adaptive reasoning) og produktiv
haldning (productive disposition). Det kan nemnast at «mathematical proficiency» o0g
kan omsetjast til matematisk dugleik, men eg har i denne masteravhandlinga valt a

bruka omgrepet matematisk kompetanse.

Kort fortalt legg Kilpatrick et al. (2001, s. 116) fram at konseptuell forstaing omhandlar
matematisk forstaing av konsept, operasjonar og relasjonar. Dei skildrar prosedyreflyt
som evna til & gjennomfara prosedyrar fleksibelt, effektivt, ngyaktig og hensiktsmessig.
Strategisk kompetanse omtalar dei som det & formulera, representera og lgysa
matematiske problem. Dei skildrar fleksibel resonnering som evne til a reflektera,
grunngje, forklara og tenkja logisk. Den siste komponenten, produktiv haldning,
omhandlar evna til & sja nytten, verdien og fornufta i matematikken, og a ha tru pa
eigen effektivitet og arbeid. Dei legg fram at desse fem komponentane representerer
forskjellege delar, og at dei til saman utgjer matematisk kompetanse. Komponentane
er veva saman og avhengige av kvarandre, og for & utvikla matematisk kompetanse
vil det difor vera viktig at ein ikkje berre fokuserer pa ein eller to av komponentane
(Kilpatrick et al., 2001, s. 116).

2.3.1 Algebraisk kompetanse

| samsvar med definisjonen av algebra for denne studien og kva matematisk
kompetanse kan vera definert som, vil eg i denne oppgéava sja pa algebrakompetanse
som ein del av matematisk kompetanse, der generaliserte berekningar inngar eller kan
innga, anten med eller utan symbolsk algebra (Kilpatrick et al., 2001, s. 116; Niss &
Jensen, 2002, s. 43; Sfard, 1995, s. 18).

Ludvigsenutvalet har vurdert faga i grunnskuleoppleeringa i Noreg opp mot krav til
kompetanse i samfunns- og arbeidslivet i framtida (NOU 2015: 8). For & skildra
matematisk kompetanse brukar utvalet Kilpatrick et al. (2001) sitt rammeverk. Meir
spesifikt ser dei pa korleis engasjement (produktiv haldning) kan verta uttrykt i temaet
algebra (NOU 2015: 8, s. 57). For a vidare skildra viktige sider ved algebrakompetanse
vil eg no, pa tilsvarande mate som ludvigsenutvalet, kopla Kilpatrick et al. (2001) sitt

rammeverk saman med algebra.
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Alle dei fem komponentane kan vera viktige for & oppna algebraisk kompetanse. Til
deomes kan konseptuell forstding vera viktig for algebraisk forstding av omgrep,
operasjonar og relasjonar, og prosedyreflyt kan vera viktig i mgte med transformativ
algebra (Kieran, 2007, s. 714; Kilpatrick et al., 2001, s. 116). Strategisk kompetanse
kan vera viktig for & formulera, representera og lgysa algebraiske problem (Kilpatrick
et al.,, 2001, s. 116). Produktiv haldning kan blant anna vera viktig fordi fleire
undersgkingar tyder pa at elevar kan verta meir motiverte og yta meir innsats om dei
ser verdien av skulematematikk (Kilpatrick et al., 2001, s. 116; Skaalvik & Skaalvik,
2018, s. 187-188). Vidare legg Kieran (2007, s. 714) fram at i aktivitetar pa
globalt/meta-niva vert algebra brukt som eit verktgy. Algebra i skulen inneber blant
anna a manipulera, strukturera, og generalisera, og det kan tenkjast at dette kan verta
brukt som verktgy i fleksibel resonnering, for & reflektera, grunngje, forklara og tenkja
logisk (Drijvers et al., 2011, s. 8; Kilpatrick et al., 2001, s. 116).

Niss og Hgjgaard (2019) har skrive ein artikkel om rammeverket sitt (Niss & Jensen,
2002), der dei reviderte og oppdaterte rammene og terminologien til dagens farestilling
om matematisk kompetanse. | denne artikkelen peikar Niss og Hgjgaard (2019, s. 20-
21) pa at dei oppfattar matematikkforstding som ein delmengde av matematisk
kompetanse. Eg vil difor i denne avhandlinga betrakta matematisk forstaing som ein
del av matematisk kompetanse, og i forlenging av dette vil er 0g betrakta

algebraforstaing som ein del av algebrekompetanse.

2.4 Forstaing

Matematisk forstaing kan bli definert pa denne maten:

[...] the mathematics is understood if its mental representation is part of a
network of representations. The degree of understanding is determined by the
number and the strength of the connections. A mathematical idea, procedure,
or fact is understood thoroughly if it is linked to existing network with stronger or

more numerous connections. (Hiebert & Carpenter, 1992, s. 67)

Ifglgje dette vil matematikkforstaing vera matematisk kunnskap som er strukturert i
nettverk, og jo fleire og sterkare forbindingar det er, altsa jo rikare nettverket er, desto

stgrre forstding har ein. For a utvikla forstding ma ein ifalgje Hiebert og Carpenter
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(1992, s. 69) anten kopla ny kunnskap til gamal, eller konstruera nye relasjonar mellom

etablert kunnskap, som ikkje allereie er forbunde.

Vidare peikar Hiebert og Carpenter (1992, s. 74-77) pa fleire fordelar med forstaing.
For det fyrste legg dei fram at forstding kan generere meir forstaing. Dei skriv at nar
elevar lzerer, tek dei ikkje direkte opp forstainga til leeraren eller leereboka. Elevane
konstruerer si eiga forstaing, og dei kan konstruera ukorrekt forstaing. Dei legg fram at
dersom elevar har kunnskapen forbunde i rike nettverk, vil det redusera sjansen for
mangelfull eller ukorrekt kunnskap, samanlikna med om eleven har isolerte
kunnskapsbitar og dermed ikkje forstaing. | tillegg hevdar dei at sjansen for a utvikla
forstaing vil vera starre, desto rikare nettverket er. For elevar med rike nettverk vil det
vera fleire mogelege forbindelsar mellom ny og gamal kunnskap, og dei meiner difor

at det vil vera lettare a kopla ny kunnskap til gamal.

For det andre hevdar Hiebert og Carpenter (1992, s. 74-75) at ein hugsar betre med
forstaing. Dei skriv at det er vanskelegare a hugsa eit heilt nettverk feil, enn ein isolert
kunnskapsbit. | tillegg legg dei fram at det ogsa er lettare & henta opp kunnskap fra eit

rikt nettverk, da det er fleire vegar a henta informasjonen fra.

For det tredje uttrykkjer Hiebert og Carpenter (1992, s. 75) at mengda ein ma hugsa
vert redusert med forstaing. Dei forklarar dette med at jo fleire relasjonar eller
tilkoplingar eit kunnskapsnettverk har, jo faerre deler av nettverket treng ein & hugsa
separat. Om ein har forstaing og hugsar ein del av eit nettverk, vil ein automatisk hugsa
resten av nettverket, og talet pa delar som ma hugsast vert da redusert. | tillegg legg
dei fram at med forstaing kan ein bruka ein hovudprosedyre og tilpassa den til fleire
situasjonar, medan utan forstaing vil ein ofte berre bruka ein leert prosedyre for tilfelle
som er lik situasjonen prosedyren vart innleert i. Ein treng difor feerre prosedyrar om

ein har forstaing for prosedyrane, enn utan forstaing.

For det fierde hevdar Hiebert og Carpenter (1992, s. 75-76) at forstding aukar sjansen
for overfgring. Dei skriv at dette er viktig da det stadig oppstar nye problem i
matematikken, og da det vil vera umogeleg a bli kompetent om ein treng ein ny strategi

for kvart problem. Det kan difor sja ut til at matematisk forstaing kan vera fordelaktig.
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2.4.1 Konseptuell og prosedural kunnskap

For a undersgkje algebraforstainga til elevane i denne masteravhandlinga, vil eg blant
anna ha fokus pa konseptuell kunnskap, som kan koplast til det eg tidlegare omtala
som konseptuell forstaing. Hiebert og Carpenter (1992, s. 77-79) skil mellom det dei
kallar konseptuell og prosedural kunnskap (conceptual and procedural knowledge,
eigen omsetjing). Konseptuell kunnskap kan identifiserast med slik matematisk
forstding vart definert over, og kan difor ha dei tilsvarande fordelane (Hiebert &
Carpenter, 1992, s. 67-78). Konseptuell kunnskap omhandlar kunnskap som har
tilkoplingar, som er forbunde i nettverk og der kunnskapen difor ikkje er isolerte bitar
(Hiebert & Lefevre, 1986, s. 3-4). P& den andre sida kan prosedural kunnskap vera
isolerte kunnskapsbitar, der kunnskapen ikkje har tilkoplingar (Hiebert & Lefevre, 1986,
s. 8). Prosedural kunnskap kan bli sett pa som ein sekvens av handlingar, og bestar
av kunnskap om det formelle matematiske spraket, og kunnskap om algoritmar eller
reglar for & lgysa matematiske oppgaver (Hiebert & Carpenter, 1992, s. 78; Hiebert &
Lefevre, 1986, s. 6).

Sjglv. om denne oppgava fokuserer pa konseptuell kunnskap eller mangelfull
konseptuell kunnskap, vil eg 0g peika pa at prosedural kunnskap er viktig. Bade
konseptuell og prosedural kunnskap er ngdvendig for matematisk kompetanse, og
matematisk kompetanse inkluderer relasjon mellom desse (Hiebert & Carpenter, 1992,
s. 78; Hiebert & Lefevre, 1986, s. 9). Vidare er det ogsa fordelar med prosedural
kunnskap. Prosedyrar kan fremja ein effektiv gjennomfgring av matematiske
oppgaver, og memorerte prosedyrar kan bli giennomfart raskt og med lite mental
kapasitet (Hiebert & Carpenter, 1992, s. 78). Automatiserte prosedyrar, som
memorerte algoritmar, kan frigjera belastninga pa arbeidsminnet (Merriénboer &
Sweller, 2005, s. 149). Arbeidsminnet omhandlar evna til & arbeide med informasjon
samtidig, og kapasiteten pa dette minnet er avgrensa (Romberg, 1992, s. 62). Nar ein
til demes skal behandla fleire idear samtidig i problemlgysing, kan den avgrensa
arbeidsminnekapasiteten vera problematisk (Schoenfeld, 1992, s. 351). Ved a bruka
automatiserte prosedyrar, kan prosedural kunnskap difor potensielt redusera den
kognitive belastninga pa arbeidsminnet, og ein kan da bruka arbeidsminnet til meir

avansert problemlgysing (Merriénboer & Sweller, 2005, s. 149).
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Verda i dag vert meir og meir teknologisk og digitalisert, og matematikken vert i
aukande grad gjort i samband med maskinar (Gravemeijer et al., 2017, s. 105-106). |
forlenging av dette peikar Gravemeijer et al. (2017) pa viktigheita av at elevar utviklar
kunnskap som er nyttig i utdanning og arbeid, og at fokuset i skulematematikken ligg
pa kompetanse som kompletterer i staden for & konkurrere med teknologien. Med
komplementeer kompetanse meiner dei kompetanse ein treng sjglv om verda vert meir
teknologisk. Dei hevdar vidare at for & utvikla komplementaer kompetanse bgar ein blant
anna fokusera pa matematisk forstaing, slik at ein kan sja matematikken i maskinane.
Gravemeijer et al. (2017, s. 114) legg i forlenging av dette fram at noko prosedural
kunnskap vil vera viktig i skulen, men at fokuset likevel bar liggja pa utvikling av

konseptuell kunnskap.
2.4.2 Relasjonell og instrumentell forstaing

Skemp (1976, s. 20) hevdar at forstaing kan nyttast i to ulike tydingar: instrumentell
forstaing og relasjonell forstaing. Han skriv at elevar har relasjonell forstaing om dei
bade veit kva ein skal gjera og kvifor ein skal gjera det, medan instrumentell forstaing
inneber & kunna bruka ein regel utan a forsta kvifor ein brukar den. Denne inndelinga
vart Skemp fyrst merksam pa i samtale med Mellin-Olsen. Mellin-Olsen (1981, s. 351)
hevdar at relasjonell og instrumentell forstaing er motsetningar. Han legg 0g fram at
relasjonell forstaing og matematisk forstaing normalt vert assosiert med kvarandre i

matematikkundervisninga.

Fordelane og ulempene med relasjonell og instrumentell forstaing kan likna pa
fordelane og ulempene med konseptuell og prosedural kunnskap. Skemp (1976, s. 23-
24) skriv at relasjonell forstaing er lettare a tilpassa til nye oppgaver. Da ein elev med
relasjonell forstaing kan relatera ein metode til eit problem, og tilpassa metoden til nye
problem. Med instrumentell forstding m& ein memorera kva problem ein metode
fungerer for, og i tillegg laere ein annan metode for kvar problemklasse som er annleis.
Vidare peikar han pa at relasjonell forstaing kan vera meir varig i eit langtidsperspektiv,
da det kan vera lettare & hugsa slik forstaing. Skemp hevdar med andre ord at
relasjonell forstaing har tydelege fordelar, men viser og til fordelar for instrumentell

forstaing.
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Skemp (1976, s. 23) legg fram at instrumentell forstding kan vera lettare & leere, og at
ein kan fa raskare riktige svar. Ein annan fordel han trekk fram er at lgna av
instrumentell forstaing er tydelegare og meir augeblikkeleg. Til demes kan ei side med
riktige svar gje elevane sjglvtillit, og dette kan skje raskare enn ved relasjonell
forstaing. | forlenging av dette kan det sja ut til at bade instrumentell og relasjonell
forstaing har fordelar, men at relasjonell forstaing kan verke meir hensiktsmessig i eit

langtidsperspektiv.
2.4.3 Algebraforstaing

Sidan eg i denne oppgava brukar Hiebert og Carpenter (1992, s. 67) sin definisjon av
forstaing, vil eg og definera algebraforstaing pa tilsvarande mate: algebraforstaing er
algebrakunnskap som er strukturert i nettverk, og jo fleire og sterkare forbindingar det

er, desto starre forstaing har ein.

Det finnes tallaust mange algebraoppgaver som kan lgysast med prosedyrar, og for a
lzysa oppgavene riktig og pa ein rask mate, kan prosedural kunnskap og instrumentell
forstaing vera hensiktsmessig (Hiebert & Carpenter, 1992, s. 78; Skemp, 1976, s. 23).
Pa den andre sida, kan ein formulera aktivitetar eller oppgaver pa ein ukonvensjonell
mate, som gjer at ein kanskje ma arbeide utanfor den «vanlege prosedyren». Det kan
da vera viktig med konseptuell kunnskap eller relasjonell forstaing, da dette kan vera
ngdvendig for & skjgna korleis ein kan tilpassa ein regel til ein ny situasjon (Hiebert &
Carpenter, 1992, s. 75; Skemp, 1976, s. 23). Fordi det finnes tallaust mange
algebraoppgaver, kan det 0g vera nyttig med relasjonell forstding og konseptuell
kunnskap, da det kan gjera at ein hugsar betre og treng & hugsa mindre (Hiebert &
Carpenter, 1992, s. 74-75; Skemp, 1976, s. 23-24). | tillegg kan det tenkjast at nar
elevar ikkje har forstaing for kvifor ein kan bruka ein regel, kan eleven ha lettare for a
overgeneralisera, som vil seie at ein brukar spesifikk kunnskap péa ein situasjon der
kunnskapen ikkje lenger gjeld (Brekke, 2002, s. 10). Dette kan hindra eleven, da
overgeneralisering ofte kan resultera i misoppfatningar, som vil seie at eleven dannar

ein ukorrekt, bestemt og noko konsekvent tankegang (Brekke, 2002, s. 10).

Pa grunnlag av dette kan det sja ut til at forstding er saerleg viktig i algebraisk

samanheng, da det finnes svaert mange forskjellege algebraoppgaver. Vidare vil det
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antakeleg vera viktig & ha forstaing for transformerande aktivitetar, da det kan tenkjast
at kunnskap om transformerande aktivitetar kan vera viktig for & lgysa mange
oppgaver (Kieran, 2007, s. 714). | forlenging av dette kan forstaing for transformerande

aktivitetar truleg bli sett pa som ein viktig del av algebraisk kompetanse.

2.5 Djupnelaering og overflateleaering

Ein kan skilja mellom djupneleering og overflateleering. Skaalvik og Skaalvik (2018, s.
78-80) legg fram at djupneleering fremjar djupnekunnskap, og at overflateleering
fremjar overflatekunnskap. Dei definerer djupnekunnskap som kunnskap organisert i
strukturar, der kunnskapsstrukturane er bunde i nettverk, og skriv at djupnelaering kan
fremja forstaing. Overflatekunnskap skildrar dei pa den andre sida som spesifikk

kunnskap, der forskjellege kunnskapsbitar ikkje vert sett i samanheng.

Vidare er eit av mala med fagfornyinga at den faglege forstainga til elevane skal
styrkjast, og at ein skal leggja til rette for djupneleering (Kunnskapsdepartementet,
2018; Meld. St. 28 (2015-2016), s. 16). For a fremja elevar si utvikling av forstaing for
sentrale samanhengar og element, skal skulen difor fremja djupneleering

(Kunnskapsdepartementet, 2017, s. 11).
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3 Metode

| dette kapittelet vil eg gjera greie for metodiske val og vurderingar som er gjort i
farebuinga, gjennomfaringa, etterarbeidet og analysen av datamaterialet. 1 tillegg vil
eg skildra min vitskaplege tilneermingsmate, og ga inn pa truverda i studien og etiske
retningslinjer. | kapittelet kastar eg lys over delar av forskinga som eg ser pa som gode,
men o0g delar som kunne blitt gjort pa ein betre mate. Med ei slik framstilling hapar eg

a gje eit heilskapleg bilete av forskingsprosessen.

3.1 Forskingsdesign

Aubert (1965/1985, s. 196) legg fram at ein metode kan skildrast som ein
framgangsmate for & utvikla ny kunnskap eller lgysa problem. Metoden eg brukar skal
difor vera til hjelp for & svara pa problemstillinga. Vidare star ein forskar ovanfor ei
rekkje metodiske val, og desse vala vil paverka forskingsprosessen og
kunnskapsutviklinga (Gleiss & Saether, 2021, s. 194). Dei metodiske vala eg har gjort

vil med andre ord ha tyding for korleis eg belyser problemstillinga.

For & svara pa problemstillinga treng eg informasjon om algebraforstainga og
algebrakompetansen til R2-elevar, og korleis dette paverkar mogelegheitene deira til
a utvikla forstaing. Fordi kvalitative metodar kan brukast til & innhenta informasjon om
fenomen tilknytt enkeltpersonar (Dalen, 2011, s. 15), har eg valt ein kvalitativ

tiineerming i denne studien.

Datainnsamlinga vart gjennomfgrt i oktober 2021, og bestod av blant anna 16 elevsvar
pa eit oppgavesett, sja vedlegg 3. Gjennom desse svara kunne eg innhenta
informasjon om elevane sine kunnskapar og eventuelt mangelfulle kunnskapar
(Kleven, 2011, s. 45), og det kan tenkjast at dette kunne gje innblikk i elevane si
forstaing. Vidare vart oppgavesettet og elevane sine svar pa dette brukt som artefaktar
i djupneintervju som faregjekk dagen etter. Intervju som metode i kvalitativ forsking
kan gje informasjon om livsverda til informanten, om korleis tema vert forstatt ut fra
informantane sine perspektiv (Kvale & Brinkmann, 2014/2015, s. 46). | djupneintervju
ynskjer ein & skaffa slik informasjon i ein relativt fri samtale, der informanten bar fa
mogelegheit til & ga i djupna (Tjora, 2021, s. 127-128). Vidare kan samtale om

oppgaver gje informasjon om den eksisterande kunnskapen til informantar (Maher &
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Sigley, 2020, s. 821). | forlenging av dette er det rimeleg a tru at djupneintervju kan gje
innsikt i algebraforstainga, og dermed algebrakompetansen til elevane.

3.2 Vitskapleg tilneerming og refleksivitet

Forskarar har ei linsa som ein ser gjennom nar ein forskar, og denne linsa kan prega
datamaterialet, bruken av materialet og korleis ein ser pa truverda i studien (Creswell
& Miller, 2000, s. 125; Patton, 1999, s. 1199). Ein kan skilja mellom ulike paradigme,
der dei forskjellege paradigma kan ha ulike oppfatningar om korleis kunnskap vert
skapt og korleis alt heng saman (Postholm, 2010, s. 20-21). | denne
masteravhandlinga vil eg ha ein konstruktivistisk tilneerming. | det konstruktivistiske
paradigme eller tradisjonen, vert kunnskap oppfatta som ein konstruksjon av meining
og forstaing, skapt av menneske i sosiale og kulturelle samanhengar (Postholm, 2010,
s. 21; Postholm & Moen, 2009, s. 21). Kunnskap i dette paradigmet er difor i stadig
fornying og endring (Postholm, 2010, s. 21). Fordi forskarar innanfor dette paradigmet
har ein oppfatning om at forskaren sin subjektivitet vil paverka forskinga (Postholm,

2010, s. 22), vil eg ikkje streva etter objektivitet i denne studien.

Sidan denne studien er skrive med ein oppfatning om at kunnskap vert paverka av
forskaren, kan det vera naudsynt a peika pa mine eigne oppfatningar og hypotesar
tilknytt problemstillinga. Dette peikar Creswell og Miller (2000, s. 127) pa som viktig.
Dei legg fram av forskaren sin refleksivitet handlar om at forskaren fortel om eigne
verdiar, oppfatningar og faresetnadar som mogeleg kan forme undersgkinga, og at ein

kan fremja truverda i studiar ved & vera open om dette.

Ideen for problemstillinga er laga med bakgrunn i ei oppfatning eller hypotese eg har
hatt om at mange elevar slit med algebra, seerleg pa grunn av mangelfull forstaing, og
at elevar kan bli hindra av dette. Det kan tenkjast at denne oppfatninga kan ha paverka
studien. Vidare har eg lese teori tilknytt problemstillinga, og dette kan 0g ha paverka

studien.
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3.3 Farebuing til datainnsamling

| dette delkapittelet vil eg leggja fram fgrebuingar eg gjorde fagr datainnsamlinga.
3.3.1 Rekruttering og utval

For & svara pa problemstillinga som omhandlar R2-elevar, sag eg pa eit utval av R2-
elevar som naturleg. Utvalet kan karakteriserast som strategisk, da eg valte det basert
pa eit kriterium som var relevant for problemstillinga (Thagaard, 2018, s. 54). Grunna
kjennskap til ein vidaregaande skule valte eg ein klasse pa denne skulen. Utvalet kan
difor ogséa karakteriserast som eit tilgjengelegheitsutval, da utvalet vart valt ettersom
det var enklast og mest tilgjengeleg (Gleiss & Seether, 2021, s. 40-41).

Ofte vert kvalitative studiar kjenneteikna ved eit avgrensa tal pa personar i utvalet
(Thagaard, 2018, s. 54). Klassen eg fekk mogelegheit til & bruka bestod av 16 elevar.
Fordi eg sag det som overkomeleg a analysera 16 elevsvar, og for & fa eit
datamateriale som best mogeleg kunne svara pa problemstillinga, ynskja eg at alle
elevane i klassen skulle svara pa oppgavesettet. Alle elevane samtykka, og dei 16 R2-
elevane er difor utvalet som gjennomfgrte oppgavesettet. For & skilja desse elevane
fra elevane som vart intervjua, vil eg vidare i denne avhandlinga meina alle elevane
som svara pa oppgavesettet nar eg skriv oppgavesettdeltakarane, og meina elevane

som vart intervjua nar eg skriv informantane.

Med tanke pa omfanget av masteravhandlinga, valte eg & intervjua fire elevar, da det
er rimeleg a tru at fire informantar og svara pa oppgavesetta er nok til a belysa
problemstillinga (Everett & Furseth, 2012, s. 134). | studiar med fa deltakarar er det
spesielt viktig at utveljingsprosessen er hensiktsmessig med tanke pa problemstillinga,
slik at analysen kan gje ei forstaing for de studerte fenomena (Thagaard, 2018, s. 54).
Alle informantane i studien gjekk i same R2-klasse, og dei kan difor bli sett pa som ei
homogen gruppe (Johannessen et al., 2016, s. 118). Likevel var det ein viss grad av
variasjon i gruppa, og fordi eg ville innhenta eit datamaterialet som best mogeleg
kunne spegla den faktiske situasjonen, ynskja eg & fa fram nokre av desse

variasjonane.
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| forlenging av dette ville eg bruka to av dei elevsvara som indikerte mest teikn til
algebraforstaing, og to av dei elevsvara som indikerte minst teikn til algebraforstaing.
Som ein kan sja i Tabell 4.1 var to av dei elevane som gav samtykke til intervju og som
fekk minst riktig pa oppgavesettet elev 1 og 2, medan elev 6 og 14 var dei som fekk
mest riktig. Ettersom oppgavesettet truleg kan gje informasjon om elevane sine
kunnskapar, eventuelt mangelfulle kunnskapar (Kleven, 2011, s. 45), og da det kan
tenkjast at dette mogeleg kan gje informasjon om elevane si algebraforstaing, sag eg
pa dette som ein indikasjon pa kven som hadde mest og minst algebraforstaing. Verdt
a merkja kan ein ikkje konstatere at det var desse elevane som faktisk hadde mest og
minst forstaing, men fordi eg berre hadde ein ettermiddag pa & velja informantar til

intervjuet brukte eg denne indikasjonen som eit mal pa dette.

Alle dei fire informantane eg intervjua var gutar. Dette handlar om at det berre var ei
jente som gav samtykke til intervju, og ho fekk verken mest eller minst rett pa
oppgavesettet. Vidare i avhandlinga har eg valt & gje informantane fiktive namn: Isak
(elev 1), Kjetil (elev 2), Karl (elev 6) og Tom (elev 14).

3.3.2 Pilotintervju

Pilotintervju skjer pa tilsvarande mate som vanlege intervju, men med andre
intervjuobjekt enn informantane for det faktiske prosjektet (Krumsvik, 2019, s. 167).
Krumsvik (2019, s. 167-169) uttrykkjer at det kan vera fordelaktig & gjennomfara
pilotintervju, da dei kan gje informasjon om gjennomfgringa av intervjusituasjonen,
som om intervjuspgrsmala fungerte og om tempoet i intervjuet var passe. Han legg

fram at dette 0g kan gje intervjuaren mogelegheit til & teste intervjuferdighetane sine.

Pilotintervjua vart gjennomfart med to lektorstudentar i realfag. Som uerfaren forskar
opplevde eg pilotintervjua som ei nyttig trening. Dei gav innsikt i korleis eg betre kunne
gijennomfgra intervjua. Til demes fekk eg tilbakemelding om at den eine
pilotinformanten kunne fgla seg usikker nar eg stilte mange spgrsmal om nokre
oppgaver, og ingen om andre. Larsen (2017, s. 102) hevdar at det er viktig at
informanten kjennar seg trygg i intervjusituasjonen. | forsgk pa a tryggja informantane,
forklarte eg far dei faktiske intervjua at fordi noko er meir interessant for forskinga enn

anna, kom eg til a stilla mange spgrsmal om nokre oppgaver, medan ingen om andre.

24



3.4 Kvalitativ metode

| dette delkapittelet vil eg leggja fram korleis eg innsamla datamaterialet for studien.
3.4.1 Oppgavesettet

Som tidlegare skrive bestar datamaterialet i denne studien delvis av 16 elevsvar pa eit
oppgavesett. Oppgavesettet utforma eg basert pd mine oppfatningar om temaet og
faglitteratur. | oppgavesettet brukte eg to oppgaver fra TIMSS Advanced 2015, oppgitt
av Grgnmo, Stedgy, et al. (2017), da oppgaver fra TIMSS Advanced er
giennomarbeida, og blant anna laga med eit formal om & mala trendar i blant anna
algebra (Martin et al., 2016). Eg brukte ogsa tidlegare etablerte oppgaver framstilt i ulik
faglitteratur (Krauss et al., 2008, s. 235; Kiichemann, 1981, s. 111), og inspirasjon fra
laereboka forskingsdeltakarane brukte da dei gjekk i R1 til & utvikla nye oppgaver
(Oldervoll et al., 2013).

Grunna praktiske arsaker, som lengda péa skuletimen, skulle oppgavesettdeltakarane
arbeida med oppgavesettet i 45 minutt. Alle deltakarane arbeida individuelt med det
same oppgavesettet og skreiv pa papir. Etter at oppgavesettet vart utgitt fekk elevane
verken hjelp fra meg eller leeraren, og med unntak av tre derivasjonsreglar som var

oppgitt i settet, var ingen hjelpemiddel tillat.

For & nytta tida eg hadde til radigheit, hadde eg ikkje eit ynskje om at
oppgavesettdeltakarane skulle verta ferdige med oppgavene lenge fer tida. Eg laga
difor litt fleire oppgaver enn det eg trudde dei fleste elevane kom til & rekkje. For at
elevane skulle rekkje & gjer dei viktigaste oppgavene, plasserte eg desse oppgavene
fyrst, medan dei mindre viktige pa slutten. Elevane fekk difor informasjon om at det var
viktigast a pregve a lgysa dei fyrste oppgavene.

For arbeidet med oppgavesettet informerte eg 0g elevane om at dei ikkje skulle skunde
seg gjennom oppgavene, og at det ikkje var negativt om dei svara pa fa oppgaver.
Dette vart gjort for a fierne tidspress. Om elevar har lite tid pa a tenkja, vil svara dei gir
truleg ikkje vera ein reell refleksjon av deira noverande forstaing (Lee, 2006, s. 30).
Hensikten med a fjerne tidspress var difor & fremja ein reell refleksjon av deira

forstaing.
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Arbeidet med oppgavesettet kan likna pa ein prgvesituasjon der elevane kan vera
karakterfokuserte, og ha eit mal om a klara flest mogeleg oppgaver i staden for a bruka
mykje tid pa nokre av oppgavene (Black & Wiliam, 2010, s. 85). Dette var kanskje
tilfelle for nokre av oppgavesettdeltakarane, og det kan tenkjast at dei difor kunne
skunda seg gjennom oppgavene, sjglv om eg presiserte at dei ikkje skulle gjera det. |
tillegg opplevde eg at dei siste oppgavene i mindre grad gav relevant informasjon med
tanke pa problemstillinga for studien, og som eg seinare peikar pa valte eg a8 ha mest
fokus pa dei fyrste oppgavene i analysen. Det kan difor henda at metoden hadde blitt
styrkja med faerre oppgaver i oppgavesettet. P4 den andre sida intervjua eg nokre av
elevane om oppgavesettet dagen etter, og dei fekk da mogelegheit til a rette opp i feil
dei gjorde eller utdjupe tankar fra oppgavesettet. Dette kan ha redusert den mogelege

negative paverkinga av mange oppgaver.
Oppgavene

Som tidlegare skrive, kan konseptuell kunnskap eller relasjonell forstaing vera
ngdvendig for at ein elev skal skjgna korleis ein regel kan tilpassast til nye situasjonar
(Hiebert & Carpenter, 1992, s. 75; Skemp, 1976, s. 23). For a fa innblikk i
algebraforstainga til elevane forsgkte eg difor a laga fleire av oppgavene med ein vri,
da dette kunne fare til at elevane matte tenkja pa ein annleis mate enn det dei
vanlegvis gjorde, og dermed tilpassa kunnskap til nye situasjonar. Til dgmes brukte eg
ikkje alltid dei mest konvensjonelle symbola i skulematematikken. Det er eit kjent
problem at elevar har utfordringar tilknytt algebraiske symbol (Hole et al., 2020, s. 7;
Steday et al., 2017, s. 202; Osterholm, 2006), og med andre ord forsgkte eg & fa
innblikk i elevane si algebraforstaing ved a trykkja pa nokre amme punkter.

Oppgave 1

Oppgave 1 handlar om & finna nullpunkta til andregradspolynomet

f(a) = 2a? — 3ab + b?. Svaret pd oppgavaera=hbVa = %b.

For at oppgava ikkje berre skulle vera ei rutineoppgave, og for a fa innblikk i elevane
si forstaing for bruken av variablar og parameterar, formulerte eg polynomet pa ein

noko ukonvensjonell mate. Andregradspolynom i skulematematikken kan ofte bruka x
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som variabel i polynom (sja dgmevis kapittel 1, 7 og 8 i Oldervoll et al., 2013). Eg ville
difor sjd om elevane var avhengige av x som variabel for a klara oppgava, og brukte
difor variabelen a i staden for x. Eg la 0g til ein parameter b i polynomet. Det var blant
anna for & sja om elevane forstod at a var variabelen og at b var ein parameter. Vidare
kan abc-formelen brukast for & finna nullpunkta i denne oppgava. Fordi bade
polynomet og abc-formelen inneheld symbola a og b, ynskja eg & finna ut om

symbolbruken forvirra elevane.

For & finna nullpunkta, med til demes abc-formelen, kan transformativ algebra bli brukt.
| denne oppgava ynska eg difor & innhenta informasjon om forstainga for
transformerande rekneoperasjonar. Vidare kan det merkjast at i LKO6 vert det & finna

nullpunkt dekt av kompetansemal i 1T (Utdanningsdirektoratet, 2006b, s. 9-10).
Oppgave 2 og 3

| oppgave 2 og 3 skulle elevane derivera uttrykk. Som eg skreiv i kapittel 2 kan forstaing
for algebraisk symbolbruk vera naudsynt for a klara ulike derivasjonsoppgaver. Malet
med desse oppgavene var difor & undersgkja korleis elevane brukte og forstod
variablar, parameterar og konstantar. Vidare kan transformativ algebra bli brukt i
derivasjonsoppgaver, som i forenkling av uttrykk, og generelt sett ville eg i desse

oppgavene 0g innhenta informasjon om elevane si forstaing for desse operasjonane.

Oppgave 2a og 2b var kontrolloppgaver for & testa elevane sine
derivasjonskunnskapar. | oppgave 2c, 2d, 3a og 3b var malet a testa variabel-,
parameter- og konstantforstainga til elevane. Til demes ville eg sja om elevane skjgnte
at dei skulle derivera med omsyn pa variabelen 1 i oppgave 3a, og sja om elevane

klarte & bruka dei ulike symbola riktig i oppgave 3b.

Som tidlegare skrive var to ulike bevis brukt for & undersgkja det tredje
forskingsspgrsmalet i denne avhandlinga. | begge desse bevisa vart premiss fgresett,
til demes vart dette gjort i beviset for produktregelen ved a skriva at «Vi forutsetter na
at f = u-v, der u og v er deriverbare funksjoner» (Oldervoll et al., 2013, s. 329). For

a forsta bevis kan det difor tenkjast at det er ngdvendig a skjgne det ein har lagt til
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fgresetjing. | oppgave 2d og 3a ville eg 0g sja om elevane vart forvirra av

faresetnadane a + 0 og 6 # 0.

| oppgavesettet var og tre derivasjonsformlar oppgitt. Formlane var uttrykt algebraisk,
og inneheldt ulike symbol. Eit anna mal med oppgave 2 og 3 var difor a sja om elevane

klarte & forstd og bruka desse reglane riktig.
Oppgave 4

Oppgave 4 er henta frd Grgnmo, Stedgy, et al. (2017, s. 142-143). | oppgava skulle
elevane finna dei to x-verdiane der to grafar skjeerer kvarandre, og for & finna begge
lgysningane, x = 0 og x = 10'?a, matte elevane kunna manipulera algebraiske
uttrykk, og ha tilstrekkeleg abstrakt algebraisk forstaing (Grenmo, Stedgy, et al., 2017,
s. 142-143). Malet med denne oppgava var difor & fa innblikk i elevane si forstaing for
transformativ algebra, som i manipulasjon av uttrykka, men 0g a fa innformasjon om
forstdinga for bruken av parameterar og variablar. Grganmo, Steday, et al. (2017, s.
142-143) legg fram at TIMSS Advanced 2015 ikkje har informasjon om
lzysingsmetodane elevane brukte i denne oppgava, men at dei likevel trur at lgysinga
x = 0 fall ut fordi elevane mogeleg glaymde at ein mistar ei lgysinga nar ein delar pa
x. Ettersom eg innhenta informasjon om lgysingsmetoden, hadde eg 6g som mal

undersgkja dette.
Oppgave 5

Oppgave 5 er henta frd Granmo, Stedgy, et al. (2017, s. 136-137). Dei legg fram at
oppgava kan lgysast ved abstrakt resonnering og manstergjenkjenning i den
alternerande algebraiske fglga x — 2x + 3x — 4x+...4+99x — 100x. | tillegg skriv dei at
dei ikkje har tilgang til korleis elevane lgyste oppgava. Det er difor igjen interessant a
innhenta informasjon om dette. Oppgava kan lgysast med & skriva ut uttrykket og
vidare addera, eller subtrahera, eit etter eit ledd, men dette er ein lite effektiv mate &
laysa oppgava pa. Det kan difor tenkjast at elevane berre lgyser oppgava slik om dei
ikkje klarar a lgysa oppgava pa ein meir effektiv mate, som ved a finna eit mgnster i
fglga. Gjennom denne oppgava ynskja eg difor & innhenta informasjon om elevane

kunne bruka kompetanse om algebraiske symbol som ein ressurs.
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Oppgave 6

Oppgave 6 er laga med bakgrunn i Krauss et al. (2008, s. 235), og er inkludert i
oppgavesettet for & fa informasjon om elevane klarte & bruka algebra som verktgy for
a lgysa oppgava, da dette mogeleg kunne gje informasjon om korleis elevane forstod

variablar.
Oppgave 7

Oppgave 7 er henta og oversett fra Kichemann (1981, s. 111). | samsvar med
Kichemann (1981, s. 111) sitt poeng med denne oppgava, var malet med & bruka
denne oppgava a fa innblikk i om elevane sag at den relative stgrrelsen pa uttrykka 2n
og n + 2 varierte med n. Denne oppgava kunne kanskje blitt gitt pa eit lagare niva,
noko Kiuchemann (1981, s. 111) gjer, men fordi eg ville undersgkja korleis elevane
forstod algebraisk symbolbruk, kunne det mogeleg vera interessant & sja om elevane

mangla grunnleggjande algebrakompetanse.
3.4.2 Intervjuet

Som tidlegare skrive, brukte eg 0g djupneintervju som metode, da slike intervju truleg
kan gje informasjon om elevane si livsverd, og vidare forstaing og kompetanse (Kvale
& Brinkmann, 2014/2015, s. 46; Tjora, 2021, s. 127-128). Intervjua vart gjennomfart
pa eit stille og lite grupperom pa skulen til elevane. Det var berre eg og intervjuobjektet
til stades under intervjusituasjonen, og ingen av intervjua vart avbrote. Intervjua varte

mellom 33 og 35 minutt.

| intervjua brukte eg oppgavearket og informanten sitt svar pa dette som artefaktar, da
artefaktar kan fremja ein meir naturleg samtale og gjera intervju meir konkret (Bahn &
Barratt-Pugh, 2011, s. 189, 194). Sidan eg intervjua elevane om eit relativt abstrakt
tema, altsa algebraforstaing, sdg eg pa bruken av artefaktar som eit godt metodisk
grep, da det kan tenkjast at dette bidrog til at datamaterialet var relevant for

problemstillinga.

Intervjuguidar kan vera til hjelp for a innhenta informasjon om dei sentrale temaa for

studien (Thagaard, 2018, s. 95). Eg nytta difor ein intervjuguide, sja vedlegg 6, i forsgk
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pa & innhenta relevant informasjon for problemstillinga. Likevel var eg open for
innvendingar, og dermed open for & avvike fra strukturen og spgrsmala i
intervjuguiden. Retninga pa intervjuet kunne difor bli paverka av meg som intervjuar
og tema informantane tok opp. Pa bakgrunn av dette kan intervjua kategoriserast som
delvis strukturerte (Thagaard, 2018, s. 91).

Ein fordel med delvis strukturerte intervju er at ein kan stilla oppfalgingssparsmal og
byggja vidare pa& tema som ikkje star i intervjuguiden. Dette kan fa informantane til &
konkretisera, utdjupa og utfylla svar (Larsen, 2017, s. 29, 99), som vidare kan gje ei
betre forstaing for datamaterialet. Fordi retninga av semistrukturerte intervju kan bli
paverka, kan ein ulempe med denne metoden vera at samtalen vert styrt i ei retning
som ikkje er hensiktsmessig med tanke pa problemstillinga. Eg hadde maksimalt 35
minutt til radigheit per intervju, og det var difor saerleg viktig a styra samtalen pa ein
mate som sikra at eg fekk innhenta den informasjonen eg trong for a svara pa
problemstillinga (Larsen, 2017, s. 99-100).

Vidare ynskja eg eit kort tidsintervall mellom arbeidet med oppgavesettet og
gjennomfgringa av intervjua. Eg ville at informantane skulle hugsa godt kva dei tenkte
i arbeidet med oppgavesettet, og i denne samanhengen kan eit kort tidsintervall vera
nyttig (Grenmo, 2016, s. 199). Vidare bad eg elevane om a ikkje snakka om eller
arbeide med oppgavesettet i tida mellom dei svara pa oppgavesettet og til alle intervjua
var ferdige. Som eg seinare vil peika pa, kan det vera vanskeleg & skilja mellom
forstding og memorert kunnskap, og eg ville difor ikkje at dei skulle memorera
kunnskap far intervjua. Fordi det kan krevja mindre av elevane a ikkje snakka eller

jobba med oppgéavesettet om perioden er kort, ynskja eg eit kort tidsintervall.

I tillegg til & innhenta informasjon om elevane si algebraforstaing, ynskja eg & innhenta
informasjon om korleis algebraforstainga til elevane paverka mogelegheitene deira til

a forsta bevis i skulesamanheng. Eg intervjua elevane difor 6g om to bevis.

Det fyrste beviset, beviset for produktregelen, vart henta fra pensumboka informantane
brukte i R1 (Oldervoll et al., 2013, s. 329), sja vedlegg 4. Dette beviset vart brukt for &
innhenta informasjon om korleis algebraforstainga prega elevane nar beviset inneheldt

relativt mange symbol. Til dgmes vert det same lagt til og trekt fra i beviset:
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—u(x) - v(x + Ax) + u(x) - v(x + Ax). Far eg gjennomfgrte datainnsamlinga undra eg
difor over om elevane klarte & sja dette. Det andre beviset, beviset for avstanden
mellom punkt og plan, var henta fra elevane si R2-bok (Oldervoll et al., 2015, s. 212-
213), sja vedlegg 5. Dei hadde hatt prgve om dette kapittelet veka far datainnsamlinga,
og temaet i kapittelet var truleg friskt i elevane sitt minne. Om elevane hugsa reglar fra
kapittelet, kan det tenkjast at det ville gjera det lettare for elevane & snakke om beviset,

da det mogeleg frigjorde arbeidsminnekapasitet (Merriénboer & Sweller, 2005, s. 149).

I den delen av intervjua som omhandla beviset for produktregelen, skulle informantane
starta gvst i beviset, og prgve a forklare kva som skjedde nedover. For beviset for
avstanden mellom punkt og plan vart tre delar valt ut, grunna tidsramma i intervjua.
Likevel opplevde eg tidspress da eg skulle intervjua elevane om dette beviset, og av
dei to bevisa eg brukte, vart difor minst tid brukt pa beviset for avstanden mellom punkt
og plan. Av denne grunn er det mindre fokus pa dette beviset i masteravhandlinga. |
tillegg farte det til at eg fekk lite informasjon om den siste delen av dette beviset, og eg
valte difor & ikkje bruka denne delen i analysen. For & forbetre metoden, kunne eg difor

planlagt tidsbruken i intervjua betre.

Far datainnsamlinga vurderte eg 0g om intervjua skulle gjennomfgrast med diktafon
eller videoopptak. Fordelen med videoopptak er at ein bade far inn lyd, kroppssprak
og rgrsle, medan ein berre tek opp lyd med diktafon (Johannessen et al., 2016, s. 141,
155). Eg valte a bruke diktafon i intervjua, da videoopptak kan verke meir skremmande
for informantane enn berre opptak av lyd (Johannessen et al., 2016, s. 141, 157), og
da eg ikkje sag pa nytten av videoopptak som essensiell for & kunna svara pa
problemstillinga. Opptaka gjorde det mogeleg a ivareta svara og utsegna i intervjua
(Dalen, 2011, s. 28), og det var dette som eg sdg pa som viktigast med tanke pa
ivaretaking av datamaterialet. | tillegg gav opptaka meg mogelegheit til & vera meir til
stades under sjglve intervjusituasjonen (Kvale & Brinkmann, 2014/2015, s. 205-206),
og dette kan truleg ha trygga informantane (Larsen, 2017, s. 102).

3.4.3 Intervjuguide

Sparsmala i intervjuguiden er basert pd litteratur om fagfeltet, intervju og

intervjuguidar, og eigne oppfatningar om temaet. Til dgmes er intervjuguiden basert
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pa «traktprinsippet» (Dalen, 2011, s. 26-27). | dette prinsippet er det viktig at
innleiingssparsmal fremjar informanten sin tryggleik. Innleiingsspgrsmalet var difor eit
relativt generelt spgrsmal om kva informanten syntest om oppgavesettet. Spgrsmala
vidare har fokus pa dei mest sentrale temaa for intervjuet (Dalen, 2011, s. 27-27), og
desse spgrsmala omhandla difor elevane si forstding for algebra og bevis.
Avrundingsspgrsmalet skulle vera generelt, da dette star sentralt i dette prinsippet
(Dalen, 2011, s. 26-27). Sidan eg forsgkte a fa informasjon om elevane si forstaing i
intervjua, og sidan elevar kan oppleva ubehag om lage prestasjonar vert avslart
(Skaalvik & Skaalvik, 2018, s. 172-173), ser eg pa dette prinsippet som godt eigna for
dette forskingsprosjektet, da det har fokus pa informantane sin tryggleik (Dalen, 2011,
S. 26-27).

3.4.4 Transkripsjon

Transkripsjon av bandopptak handlar om a gjera lyd om til tekst, og denne prosedyren
gjer at samtalane i intervju vert betre eigna for analyse (Kvale & Brinkmann,
2014/2015, s. 206). Eg transkriberte alle opptaka sjglv, da Tjora (2021, s. 186) hevdar

at dette kan fremja gode transkripsjonsnotat.

Det munnlege spraket er ulikt fra skriftspraket (Tjora, 2021, s. 186), men for a behalda
anonymitet i best mogeleg grad valte eg & omsetja alle opptaka til det nynorske
skriftspraket, sjglv om det var visse dialektskilnadar. For a gjera avhandlinga meir

oversiktleg skreiv eg 0g den munnlege formuleringa av matematiske uttrykk med det
algebraiske symbolspraket. Til demes skreiv eg v6x om informanten sa «kvadratrota

av seks x».

Likevel var malet & halde transkripsjonane neert opptaket, da transkripsjonar bgr verta
gjort ngyaktig, og om mogeleg ordrett (Larsen, 2017, s. 110). Eg var difor observant
pa dialektord som kunne ha spesielle tydingar, da Tjora (2021, s. 186) peikar pa dette
som eit godt metodisk grep. Eg forsgkte difor & skriva transkripsjonen med
informantane sine setningsoppbyggingar, og inkluderte onomatopoetikon som «ehx».
Vidare skreiv eg «eh» sjglv om lydane kunne vera noko ulike, som «hmx» eller «xehm»,
da eg ikkje vurderte forskjellane pa lydane som viktige for analysen av datamaterialet.

Eg inkluderte ogsa tenkjepausar i transkripsjonen, (...) illustrerte tenkjepause pa
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mindre enn 10 sekund i transkripsjonen og (... ... ) illustrerte tenkjepause pa meir enn
10 sekund. Vidare tyda [tekst] tilfart kontekst.

Vidare kan det merkjast at det var eit visst sprakproblem i intervjuet med Tom. Eg
forstod ikkje alt denne informanten sa, og for a ikkje transkribere ukorrekt, valte eg a
sja vekk frd sma delar av intervjuet. Eg valte likevel & bruka intervjuet vidare i studien,
da eg skjgna mesteparten av det han sa, og da eg berre brukte dei delane eg opplevde

som ngyaktige transkripsjonar.

3.5 Analyse

Kvalitativ analyse kan skildrast som «the processing of data in order to answer the
reseach questions» (Boeije, 2009, s. 75). Grgnmo (2016, s. 266) legg fram at analyse
i kvalitative studiar inneberer & oppdaga typiske eller generelle mganster i
datamaterialet. | analysen har eg difor funne mgnster som kan gje informasjon om
korleis eit utval elevar i matematikk R2 vert prega av deira algebrakompetanse i
utvikling av forstaing. Eg vil vidare i dette kapittelet ga naerare inn pa analyseprosessen

i studien.

Med bakgrunn i Hiebert og Carpenter (1992), Hiebert og Lefevre (1986) og Skemp
(1976) undersgkte eg forskingsdeltakarane sin algebraforstaing ved a identifisere teikn
til konseptuell og mangelfull konseptuell kunnskap, og relasjonell, instrumentell og
mangelfull forstaing. Teikn til konseptuell kunnskap vart, i samsvar med Hiebert og
Carpenter (1992, s. 67-78) og Hiebert og Lefevre (1986, s. 3-4) identifisert dersom det
sag ut til at elevane klarte a kople kunnskapen til anna kunnskap. Dgmevis vart ei slik
kopling identifisert om elevane klarte a forklara eit konsept ut fra anna kunnskap, eller
a tilpassa ein metode til ein ny situasjon. Motsett vart teikn til mangelfull konseptuell
kunnskap identifisert om eleven ikkje sag ut til & kunne forklara eit konsept med anna
kunnskap eller tilpassa ein metode. | samsvar med Skemp (1976, s. 20) vart teikn til
relasjonell forstaing identifisert dersom informantane klarte & bruka ein regel, og i
tillegg klarte a forklara kvifor den fungerte. Fordi reglar kan brukast i transformativ
algebra, kan dette i visse tilfelle bli sett pa som relasjonell forstaing for transformativ
algebra (Kieran, 2007, s. 714). Dette er til dgmes tilfelle om ein brukar ein regel til &

gjera om eit uttrykk til ein ekvivalent form. Vidare vart instrumentell forstaing identifisert
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om elevane klarte & bruka ein regel, og da 6g mogeleg transformativ algebra, men
ikkje klarte a forklara den. Mangelfull forstaing vart identifisert om elevane verken klarte

a bruka eller forklara ein regel eller transformativ algebra.

Vidare kan det merkjast at sjglv om eit teikn til ein av forstaingstypane vart identifisert,
vart berre eit teikn identifisert, og det vil difor ikkje skildra den fullstendige forstainga til
eleven. Eg vil ogsa papeika at elevane ikkje trong & gje ei fullverdig matematisk
forklaring for at noko skulle verta kategorisert som relasjonell forstaing eller konseptuell
kunnskap. Til demes trong dei ikkje & gje ein matematisk riktig definisjon av ein
variabel, parameter og konstant, men dei matte kunne forklara forskjell i bruken pa R2-

niva.
3.5.1 Vurdering av det skriftelege elevarbeidet

| vurderinga av det skriftelege elevarbeidet retta eg svara pa oppgavesetta, som vil
seie at eg sag pa lgysingsmetodane som var brukt i dei ulike oppgavene, og om dei
var lgyst riktig, delvis riktig eller gale. Eg vurderte alle lgysingsmetodane som
likeverdige, gitt at dei var matematisk korrekte. | korte trekk vart ei oppgave
kategorisert som «riktig», dersom utrekninga og svaret var korrekt. Oppgaver vart
kategorisert som «noko riktig» dersom mesteparten av lgysinga var riktig, men likevel
hadde manglar. Oppgaver vart kategorisert som «riktig svar, men ingen eller feil
utrekning» dersom det endelege svaret var riktig, men utrekninga eller
laysingsmetoden vart sett pd som stort sett feil, uhensiktsmessig eller mangla.
Oppgaver vart kategorisert som «blankt» dersom lgysinga verken inneheldt utrekning
eller svar. Oppgaver som var kategorisert som «gale», hadde ikkje riktig svar, og
mesteparten av lgysinga var feil. Oppgave 4 vart kategorisert med «ein av to riktige»
dersom eleven fann ein av to lgysingar. Vidare i oppgava vil eg skrive «delvis riktig»
som ei fellesnemning for «noko riktig», «riktig, men ingen eller feil utrekning» og «ein

av to riktige».

Etter rettinga ville eg fa oversikt over oppgavene, og eg laga da ein tabell der delar av

laysingsmetodane vart tematisert. For a fa innblikk i dette arbeidet, sja Tabell 3.1.
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Tabell 3.1: Utsnitt av ein tabell som vart laga for & fa oversikt over svara pa oppgave 2. Fargekoding er ei tolking.

«Oransje» tyder ukorrekt algebraisk rekneoperasjon. «Gul» tyder overgeneralisering. «Lilla» tyder

ukorrekt/manglande bruk av regel fra regelboksen. «R» tyder riktig svar. «G» tyder gale svar.

Oppgave 2
Kommentar og tolking

Elev

Rett (R) eller galt (G) svar
b d

c

a) Deriver funksjonen

b) Deriver funksjonen

c) Deriver funksjonen

d) Deriver funksjonen

Fx) = Vex gx) =2x (x+3)1° h(x) = e** i(x) = (x® +5)™°
1 G G G G Brukar ikkje kjerneregelen Brukar produktregelen feil R'(x) = ax - e®1 Brukar kjerneregelen feil
1 1 d =2-10 3)? i’ = —qg(2x)™%"1
FiGx) = 5(6x) z g'(x) (x+3) i'(x) a(2x)
2 G G G G Brukar kjerneregelen feil Deriverte inni og utanpa. h'(x) = ae* i'(x) = (2x)™%° 1
fx)=69 Brukar kjerneregelen og Deriverer feil Brukar kjerneregelen feil

produktregelen feil
g'(x)=2(x"1’°

Flytta 6 ut fra kvadratrota a1
1
fx) = Véx = 6x2

1 1 -1
f'(x) =£61 Z2=3x"2

i'(x) = —a (x% +5) 2!
Brukar ikkje kjerneregelen

t K h'(x)=ax-e
gx) =2x-(x+3)*°

= 22?0 4 6x10
Deriverer feil: g'(x) =
10+ 2x2° 4+ 10 - 6x°
= 20x2° + 60x°

3.5.2 Analyse av intervjua

Ein fenomenologisk analyse kan gje gkt forstding og innsikt i informantar si livsverd,
fokuset ligg pd meiningsinnhaldet i datamaterialet, og forskaren fortolkar og ynskjer a
avdekkja ei djupare meining med informantane sine erfaringar (Johannessen et al.,
2016, s. 173). Fordi forskingsspgrsmala i denne studien spgr om informantane si
forstding, og korleis deira forstding paverkar deira mogelegheiter, vurderte eg

fenomenologisk analyse som godt eigna.

Johannessen et al. (2016, s. 173-176) har skildra fire fasar som kan brukast for &
gjennomfgra ein fenomenologisk analyse. | analysen av intervjua har eg tatt
utgangspunkt i desse. Eg vil vidare gje eit overordna bilete av fasane, og skildra korleis
datamaterialet vart analysert i min studie. Johannessen et al. (2016, s. 173) skriv at i
den fyrste fasen praver forskaren & oppna eit heilskapleg inntrykk av
meiningsinnhaldet ved & ga gjennom heile materialet, og vidare prgve a identifisere
sentrale og interessante tema. Dei skriv at denne prosessen kan paverka den
endelege tolkinga. | min studie vart denne fasen gjennomfgart rett etter at kvart intervju
hadde blitt transkribert. Dette vart gjort fordi eg i transkripsjonen hadde gatt naye
gjennom materialet, og eg opplevde det som eit godt grunnlag for a trekkja ut sentrale

tema. Eit dgme pa tema eg fann i denne fasen er «elevar har ulike forstaingstypar».
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Johannessen et al. (2016, s. 173-176) forklarar at den andre fasen handlar om & finna
meiningsberande og relevante element for problemstillinga. Dei skriv at denne fasen
inneber systematisk gjennomgang av datamaterialet, der ein gjennomfgrer koding og
kategorisering. Den tredje fasen gar ifglgje Johannessen et al. (2016, s. 176) ut pa a
finna meiningsinnhaldet i dei etablerte kodane, som vil seie at forskaren trekk ut delane
av teksten som er koda og finn meininga. Materialet er no redusert, og ein skal ordne
det reduserte materialet etter kodane, i til demes tabellar. Johannessen et al. (2016,
s. 176) legg fram at forskaren skal i den siste fasen vurdere om inntrykket stemmer
overeins med det som kom fram i materialet forskaren starta med. Dei skriv at dersom
det ikkje er samsvar ma forskaren ga tilbake i materialet, finna ut kva som gjekk gale

og ordne dette.

| fase to tok eg for meg eit og eit intervju. Eg koda heile transkripsjonsmaterialet, og
dei delane av materialet eg ikkje sag pa som relevante for problemstillinga koda eg
som «anna». | denne fasen brukte eg 0g vurderinga av det skriftelege elevarbeidet
aktivt. Gjennom a bruka bade data fr4 oppgavesettet og intervjua fekk eg informasjon
fra to ulike metodar, og pa grunn av prinsippet om triangulering kan det tenkjast at
dette var til hjelp for & danna kodar og kategoriar som danna eit bilete som i starst
mogeleg grad likna den faktiske situasjonen (Patton, 1999, s. 1192-1193). Vidare kan
kodinga kategoriserast som abduktiv, dad eg veksla mellom ei tilnserming som var
induktiv og deduktiv (Thagaard, 2018, s. 184). Nokre kodar laga eg difor ut fra
datamaterialet, som «mangel pa forstaing for variablar som representerer funksjonar,
medan andre hadde eg bestemt ut fr4 etablert teori, som «klarar ikkje & forklara

transformativ algebra».

Etter gjennomfert koding, forsgkte eg & finna ein fellesnemnar i kodane og lage
kategoriar ut frA desse. For & fa oversikt valte eg i fase tre a laga ein tabell for kvar
kategori. | den siste fasen sag eg om det var samanheng mellom dei endelege
kategoriane og kodane, og det heilskaplege bilete av materialet. Eg matte fleire gongar
ga tilbake til fase to etter & ha kome til fase fire, og ein kan difor betrakta fase to, tre

og fire som ein sirkuleer prosess.

D& det var samsvar med det heilskaplege bilete og dei endelege kategoriane og

kodane, hadde eg enda med kodar som «usikkerheit» og «klarar ikkje & forklara
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transformativ algebra», og dgme pa kategoriar eg enda med var «teikn til instrumentell
forstaing» og «teikn til konseptuell kunnskap». | Tabell 3.2 kan ein sja eit utklipp av

tabellen eg laga for kategorien «teikn til instrumentell forstaing».

Tabell 3.2: Eit utklipp av kategorisert datamateriale.

Utsegn Kodar Kategori

Kjetil: Det eg hugsar var at kvadratrot var enten Riktig svar, klarar Teikn til

opphegd i 0,5 eller -0,5, sa ja, og sa hugsa eg ikkje | ikkje a forklara instrumentell

heilt kva -0,5 var. transformativ forstaing.
algebra.

Karl: Eh, der skulle, det var litt sann, eg sag pa dei | Usikkerheit.
formlane me hadde oppgitt her og sann, eh, det
var eh ganske vilt gjetta.

Tom: Det er liksom mange av de reglane er liksom | Riktig svar, klarar
meir eller mindre at du ma berre pugge. ikkje & forklara
transformativ
algebra.

Grunna problemstillinga vart mykje av datamaterialet kategorisert som ein type
forstaing, eller mangelfull forstding. Det meste av denne kategoriseringa vart
kategorisert som mangelfull forstaing. Dette kan omhandla at eg forsgkte a trykkja pa
@mme punkt i oppgavesettet. Det var difor interessant & stilla sparsmal ved feil dei
gjorde, for a til demes finna ut om grunnen for feilen var mangelfull forstaing, eller om
feilen var tilfeldig og at dei eigentleg forstod det. | etterkant ser eg at eg stilte fleire
spgrsmal ved oppgaver dei hadde feil pa, enn der deltakarane hadde riktig, og
datamaterialet kan difor ha vorte paverka av dette. Pa den andre sida kan det nemnast
at det berre var 6 elevsvar pa oppgavesettet som vart kategorisert som riktig av dei 44

elevsvara fra informantane, og det var difor relativt lite som var riktig, sja Tabell 4.1.

3.6 Truverda til studien

Alle metodar har bade sterke og svake sider (Everett & Furseth, 2012, s. 128), og for
a vurdera kvaliteten i kvalitativ forsking kan validitet, reliabilitet og overfaringsverdi vera
egna indikatorar (Thagaard, 2018, s. 181; Tjora, 2018, s. 79). Vidare vil desse tre

indikatorane vera utgangspunkt for diskusjonen av truverda i denne studien.
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3.6.1 Validitet

| samfunnsvitskap handlar validitet, eller gyldigheit, om i kor stor grad ein metode er
eigna til & undersgkja det den skal undersgkja (Johannessen et al., 2016, s. 232; Tjora,
2018, s. 79). | mitt tilfelle handlar difor validitet om graden metoden kan undersgkja
problemstillinga for studien. Eit gjennomtenkt metodeval er difor viktig for at
datamaterialet skal vera truverdig (Patton, 1999, s. 1190). For a innhenta eit
datamateriale som var mest mogeleg eigna til & svara pa problemstillinga, farebudde
eg meg far innsamlinga ved a vurdere ulike metodiske val for studien og tenkja

gjennom korleis eg kunne innhenta det. Til dgmes gjennomfgrte eg to pilotintervju.

Tjora (2018, s. 81) legg fram at validitet kan styrkjast ved & vera tydeleg pa korleis
forskinga vart utforma og gjennomfgrt med utgangspunkt i problemstillinga, og korleis
problemstillinga for studien har oppstatt. Tilsvarande legg Creswell og Miller (2000, s.
128-129) fram at tjukke, rike skildringar (eigen omsetjing) er ein prosedyre som vil
fremja validiteten i kvantitativ forsking. Dei legg fram at med slike skildringar vert
ramma, temaet og deltakarane i studien presentert med mange detaljar. Dei skriv at
tjukke, rike skildringar kan hjelpa lesaren til & sja at forskinga er truverdig, fordi truverda
vert etablert gjennom lesaren si linse. Av denne grunn har eg i min studie hatt som mal
a skildra i detalj metodiske val eg har statt over og gjort, kva forskingsparadigme

studien er prega av, plasseringa til studien i feltet, og bakgrunnen for problemstillinga.

Som tidlegare skrive vart problemstillinga undersgkt gjennom skrifteleg elevarbeid og
djupneintervju med artefaktar. Ein ulempe med kartlegging gjennom kunnskapstestar
er at tilfeldige reknefeil kan fa stor innflytelse pa resultatet (Kleven, 2011, s. 43). For a
hindra slike innflytelsar, intervjua eg fire elevar om oppgavesettet, i hap om a fa ein
stgrre forstaing for kva elevane faktisk forstod, da det kan tenkjast at intervjua kan
utfylla og nyansere svara pa oppgavearket. Det & bruka to metodar i innsamling av
data vert i hgve til Patton (1999, s. 1192-1193) kalla metodetriangulering (eigen
omsetjing). Han peikar pa metodetriangulering som eit grep som kan fremja truverda i
studien, da det kan gje fleire synsvinklar inn til problemstillinga og dermed gjer studien
mindre sarbar for metodiske svakheiter. Det at fleire metodar kan styrkja truverda i

forskinga, er ogsa noko Larsen (2017, s. 30) hevdar. Data fra bade intervjua og
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oppgavesetta kunne difor truleg dekkja problemstillinga i starre grad enn berre data
frd oppgavesettet, eventuelt berre intervjua. For a styrkja validiteten i studien var difor
hovudtyngda i analysen pa dei fire intervjua og det skriftelege elevarbeidet tilknytt

informantane.

Sjglv om elevar har riktig svar pa ei oppgave, trenger ikkje det a tyda at dei faktisk
forstar det oppgava er meint & omhandla (Léwing & Kilborn, 2002, s. 263-264). Det
kan og tenkjast at ein elev kan memorera svar utan forstaing, og at det kan fare til at
ein intervjuar far inntrykk av at eleven har forstaing for sparsmal eller konsept sjalv om
dette ikkje er tilfelle. Dette kan kanskje gjer det vanskeleg & skilja mellom kva elevane
forstar og kva dei ikkje forstar, seerleg da eg berre hadde 35 minutt til radigheit per
intervju. Hiebert og Carpenter (1992, s. 74-75) legg fram at elevar utan forstaing ofte
kan glayme fortare enn elevar med forstaing. Oppgavene og intervjua vart difor
gjennomfeart ei stund etter at elevane hadde fatt undervisning om derivasjon. Med dette
som utgangspunkt hapa eg at det skulle vera enklare & skilja mellom kva som var

forstaing og kva som ikkje var det, og vidare fremja validiteten i studien.

For & innhenta informasjon om elevane si faktiske algebraforstaing, og dermed fremja
truverda i studien (Johannessen et al., 2016, s. 232; Tjora, 2018, s. 79), gjorde eg 0g
andre metodiske grep. Eg vil trekkja fram tre slike grep. For det fyrste fekk elevane vita
om dei hadde svara rett eller gale pa oppgavene fyrst etter at alle intervjua var
gjennomfgarte, dette var for & hindra at slik informasjon kunne paverka svara til elevane.
For det andre forsgkte eg a gje elevane god tid til & svara pa spgrsmala eg stilte, da
forsking viser at elevar ikkje vil ha mogelegheit til & formulera si forstading om dei ikkje
har tid til & tenkja og reflektera over deira idear (Lee, 2006, s. 28). For det tredje
forsgkte eg a hindra det Larsen (2017, s. 29-30) kallar kontrolleffekt, som vil seie at
metoden eller intervjuaren kan paverka resultatet. Far intervjua fortalte eg difor
elevane at eg var ute etter deira algebraforstaing. At det difor ikkje var negativt om dei
ikkje visste svaret eller gav meg ukorrekte svar, og at eg ikkje ynskja at dei skulle svara
det dei tenkte eg ynskja, men kva dei faktisk tenkte og forstod. Med dette hapa eg
0gsa pa a oppna ein meir avslappa atmosfaere, noko Tjora (2021, s. 132) meiner er

ein faresetnad for vellukka djupneintervju.
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Vidare kunne studien sin truverd blitt styrkja om eg hadde hatt lengre tid til radigheit
per intervju. Som tidlegare skrive brukte eg mindre tid enn ynskja i den delen av
intervjuet som omhandla beviset for avstanden mellom punkt og plan. Dette farte til at
eg fekk eit noko snevert datamateriale om dette. Med lengre tid per intervju kunne eg
potensielt fatt eit anna inntrykk av datamaterialet, og vidare spegla den faktiske

forstainga til informantane betre.
3.6.2 Reliabilitet

Reliabilitet, eller palitelegheit, omhandlar indre logikk eller samanheng gjennom alle
delar av prosjektet, som korleis analysen har forgatt ut fra empirien (Tjora, 2018, s.
79). Dalen (2011, s. 93) papeikar at etterprgving av datainnsamlinga og analysen av
materialet pa ngyaktig same mate, er eit krav for reliabilitet i kvantitative studiar. Ho
skriv at eit slikt krav er vanskeleg a tilfredsstilla i kvalitative undersgkingar, blant anna
fordi forskaren i slike studiar samspelar med informanten i den gitte situasjonen. Av
denne grunn argumenterer ho for at reliabilitet somme gongar vert sett pa som eit lite
eigna omgrep i kvalitative studiar, og at ein difor bar forsta reliabilitet i kvalitativ forsking

pa ein anna mate enn i kvantitativ.

Som tidlegare skrive har eg forsgkt & gje ei detaljert skildring av forberedelsen,
innsamlinga og arbeidet med materialet, og ifalgje Johannessen et al. (2016, s. 232)
vil dette ogsa styrkja reliabiliteten i studien. Dette kan overtyda lesaren om ein indre
logikk. Dette grepet kan ogsa fremja ein meir transparent forskingsprosess, som vidare
kan gjer at ein annan forskar kan bruka dei same «forskarbrillene» ved mogeleg
gjennomfaring av dette prosjektet (Dalen, 2011, s. 93; Gleiss & Seaether, 2021, s. 204).
Det kan vera seerleg viktig i denne studien, da forskaren sin subjektivitet vil paverka

forskinga i det konstruktivistiske paradigmet (Postholm, 2010, s. 22).

For & fremja ein indre logikk og samanheng mellom empirien og analysen,
transkriberte eg intervjua ngye, slik at eg kunne analysera eit materiale som var mest
mogeleg likt originalen. Med mal om at stemmene til informantane i studien skulle
koma fram, gjekk eg 0g gjennom dei transkriberte intervjua fleire gongar. Vidare var
eg oppteken av heilskapen i intervjua, og eg analyserte difor ikkje sitat der konteksten

var glgymt. Dette var 0g eit fokus i oppgaveskrivinga, og sjglv om til demes utsegn i
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Tabell 3.2 star utan kontekst, brukte eg berre sitata om eg var trygg pa konteksten.
Om konteksten var glgymt, las eg meg opp pa den. Dette gjorde eg da Johannessen
etal. (2016, s. 175) peikar pa viktigheita av at meiningsinnhaldet kjiem fram i analysen

og at heilskapen i teksten ikkje forsvinn.
3.6.3 Overfgringsverdi

Generalisering omhandlar forskinga si relevans utover dei forskingsdeltakarane som
faktisk har blitt undersgkt (Tjora, 2018, s. 79). | studien er relativt fa informantar
involvert, og som tidlegare skrive kan ein sja pa dei som ei homogen gruppe. Med
fleire informantar kunne eg kanskje fatt eit anna resultat. | denne studien er utvalet
basert pa strategiske og tilgjengelege faktorar, og fordi utvalet ikkje er representativt

kan ein ikkje generalisera resultata (Gleiss & Seether, 2021, s. 207).

Likevel kan ein vurdere studien sin overfaringsverdi, altsd om studien kan vera relevant
for andre situasjonar (Thagaard, 2018, s. 181-182). Eit argument som stgttar at denne
studien har overfgringsverdi, er at mine resultat samsvarar delvis med tidlegare
forsking, til demes Mullis et al. (2016b), Osterholm (2006) og Nortvedt og Sigveland
(2019). | tillegg fann eg nokre av dei same funna i fleire av intervjua og svara pa
oppgavesettet. Det kan difor sja ut til at sjglv om eg berre har analysert 4 intervju og
16 oppgavesett, sa kan funna i denne studien gjelda fleire elevar. Studien kan med

andre ord difor truleg overfgrast til andre situasjonar, men ikkje generaliserast.

3.7 Etiske refleksjonar

| forskingsprosjekt ma forskaren bade forhalde seg til juridiske retningslinjer og etiske
prinsipp (Everett & Furseth, 2012, s. 26; Johannessen et al.,, 2016, s. 83).
Retningslinjene og prinsippa skal sgrgje for at informantane vert ivaretatt, og for at
forskingsprosessen vert gjennomfgrt pa ein mate som bade er verdig og forsvarleg
(Befring, 2015, s. 28; Johannessen et al.,, 2016, s. 85-87). Den nasjonale
forskningsetiske komité for samfunnsvitenskap og humaniora (NESH) har utarbeida
nasjonale forskingsetiske retningslinjer som blant anna skal fremja forskingsetisk
skjgnn og refleksjon (NESH, 2021, s. 5-8). Dette gjeld og mitt prosjekt. Vidare vil eg

trekkja fram aspekt tilknytt informert og fritt samtykke, konfidensiell og anonym
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deltaking, og aktsemd for deltakarrisiko, da Befring (2015, s. 31-33) legg fram at desse
omrada er sentrale i pedagogisk forsking.

Feor datainnsamlinga gjekk eg gjennom eit informasjonsskriv og samtykkeskjema for
deltakarane i studien bade munnleg og skrifteleg, sja vedlegg 2. Dette gjorde eg da
det er viktig at deltaking i forskingsprosjekt byggjer pa eit informert, fritt og forstatt
samtykke (Befring, 2015, s. 31). Ettersom alle forskingsdeltakarane var over 16 ar

skreiv dei sjglv under samtykkeskjemaet (Befring, 2015, s. 32).

Vidare har eg gjennom forskingsprosjektet hatt fokus pa at det innsamla datamaterialet
skal vera anonymiserte, og & behandla personopplysingar konfidensielt (Befring, 2015,
s. 32). For & felgja dette prinsippet vart til demes opptaka kryptert, lagra pa ein
forsvarleg mate, og gjort med mobilappen Nettskjema-diktafon, da denne appen gjev
ei sikker lgysing for innsamling av lyd med tanke pa personvern (UiO, u.d.). Vidare
kunne opptak med mobil mogeleg trygga informantane, samanlikna med opptak gjort

med anna utstyr, da elevane antakeleg er vane med mobiltelefonar.

For & ta omsyn til aktsemd for deltakarrisiko, hadde eg gjennom heile
forskingsprosessen fokus pa at forskingsdeltakarane skulle oppleva minst mogeleg
belastning, og at dei ikkje skulle kjienna pa at forskinga var risikofylt (Befring, 2015, s.
33-34). Av denne grunn forsgkte eg til demes, som tidlegare skrive, & tryggja

forskingsdeltakarane.

Til slutt vil eg merkja at fordi eg i dette forskingsprosjektet innhenta persondata, var eg
meldepliktig til Norsk senter for forskningsdata (NSD, u.a.). Prosjektet vart vurdert
godkjent, med atterhald om at studien vart gjennomfgrt i samsvar med det eg

dokumenterte i meldeskjemaet, sja vedlegg 1.
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4 Resultat og analyse

| dette kapittelet vil eg presentere dei empiriske resultata og analysere dei i lys av
tidlegare forsking og teori. Gjennom kapittelet vil fleire elevsvar pa oppgavene vera
representerte i form av bilete, og for & gje ei heilskapleg avbilding vert heile lgysinga
pa oppgava representert. Likevel vil ikkje alle momenta ved lgysingane bli kommentert,
grunna avgrensingar gjort i studien med omsyn til problemstillinga og omfanget av
masteravhandlinga.

Kapittelet er strukturert etter tema relatert til forskingsspgrsmala, som omhandlar
elevane si forstaing for algebraisk symbolbruk, forstaing av transformativ algebra og
falgjene av elevane si forstding i mate med bevis (sja kapittel 1). Likevel vil eg
innleiingsvis i dette kapittelet gje ei oversikt over vurderinga pa det skriftelege
elevarbeidet, da desse gar pa tvers av temaa og kan gje eit bilete av situasjonen i

klassen, som vidare kan vera interessant inn i kapittelet.

Dei 16 oppgavesettdeltakarane svara pa oppgavesettet som bestod av 11 oppgaver.
Til saman innhenta eg difor 176 svar pa oppgaver. Resultata frA oppgavesettet er vist
i Tabell 4.1. Ut fra tabellen kan ein sja at 22 av dei 176 elevsvara pa oppgavene vart

kategorisert som riktig, 13 som delvis riktig, 48 som blankt, medan 93 som gale svar.

Tabell 4.1: Tabellen viser resultatet av skaringa av oppgavesettet. «R» tyder riktig svar. «r» tyder noko riktig svar.
«¥2R» tyder at eleven fann ein av to lgysingar. «r(-)» tyder riktig svar, men feil/ingen utrekning. «-» tyder blankt

svar. «G» tyder gale svar. «*» tyder at eleven samtykka til intervju.

Elev i |20 | 3 a4 5 [e() | 7 8 9 [ 10" [ 11° [ 12 | 13" [140)°| 15 | 16
Oppgave Isak | Kjetil Karl Tom
1 - - r - r
2 a
b
c
d r
3 a r
b - -
4 YR - - ¥R
5 - - - -
6 r(-) ) | r() - r(-) - - - - - - r(-)
7 - | - ) S I I S

Det kan merkjast at gjennom vurderinga av oppgavesettet kom det fram indikasjonar
pa at deltakarane i studien ikkje var veldig trygge pa derivasjon. Dette kan ein blant

anna sja i oppgave 2a og 2b. Desse oppgavene var, som tidlegare skrive, meint til a
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testa derivasjonskunnskapen deira. | oppgave 2a vart 1 svar kategorisert som blankt,
medan dei 15 andre svara som gale. | oppgave 2b var 2 svar kategorisert som riktig,
1 som blankt og 13 som gale. At datamaterialet indikerte mangelfull

derivasjonskunnskap var difor noko eg tok omsyn til i analysen.

Som tidlegare nemnt forsgkte eg med dette oppgavesettet a trykkja pa nokre gmme
punkt, og a laga oppgaver som var utforma pa ein relativt ukonvensjonell mate. Vidare
kan ein sja fra Tabell 4.1 at relativt mange svar vart kategorisert som gale. Borge og
Hole (2017, s. 244) hevdar at norske elevar presterer lagt nar dei ma tenkja pa ein
annleis mate, enn maten dei har vorte undervist i. Vidare er det som tidlegare skrive
grunn til & tru at denne studien har ein viss overfgringsverdi, og at resultatet difor ikkje
berre gjeld deltakarane i denne klassen (Thagaard, 2018, s. 182). At mange svar vart
kategorisert som gale treng difor ikkje & tyda at klassen eg undersgkte var spesielt
darleg. Likevel, er det viktig a ikkje generalisere resultata (Gleiss & Seether, 2021, s.
207).

4.1 Forskingsdeltakarane si forstaing av algebraisk symbolbruk

| dette delkapittelet vil eg peika pa nokre dgmer pa indikasjonar pa kategoriane, teikn
til konseptuell kunnskap eller teikn til mangelfull konseptuell kunnskap for bruken av
variablar, parameterar og konstantar, da dette som tidlegare skrive, kan vera nyttig for
a svara pa problemstillinga. Dette kan saerleg bli sett pA som viktig, da forstaing av
algebraisk symbolbruk kan bli sett pa som ein del av algebraisk kompetanse (English
& Warren, 1998, s. 166; Hiebert & Lefevre, 1986, s. 10; Naalsund, 2012, s. 33). Far eg
gar inn pa dette vil eg igjen merkja at sjglv om eg peikar pa ulike teikn, vil ikkje desse

teikna definera den fullstendige forstainga til eleven.

| oppgave 1 var malet a testa elevane si forstaing av algebraisk symbolbruk. Dette vart
gjort ved a bruka relativt ukonvensjonelle symbol. Variabelen a vart brukt i staden for
x, 09 b var ein parameter i polynomet. Pa denne oppgava vart to elevsvar kategorisert
som rett, to som delvis riktig, tre som blankt og ni som gale. Ein av elevane som svara

rett layste oppgava ved a faktorisere uttrykket, medan den andre brukte abc-formelen.

Datamaterialet tyda pa at verken Isak, Karl eller Tom sag at ein kunne lgysa oppgava

ved bruk av abc-formelen pa polynomet som var oppgitt, men pa den andre sida sag
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dei denne lgysinga nar symbola i polynomet var konvensjonelle. Eg vil forklara dette

neermare.

Isak klarte ikkje oppgave 1 d& han jobba med oppgavesettet, sja Figur 4.1.

IREEREEEEEENE

Lar f(«) 20-’3ab+é 5%1@

, L 1 | B USf"é, l" wm aj glfa/ bm/a f°a"”"0[‘y'7°" 05/» Woe w%
|
“f”'Oﬁ& %wb‘i;‘;“*<w *?J{‘

Figur 4.1: Isak si lgysing av oppgave 1.

Nar eg pa intervjuet spurde kva Isak tenkte da han jobba med oppgava fortalte han
«eg veit ikkje kva eg tenkte eigentleg, [ler] eg bestemte meg eigentleg for & ga vidare

nar eg ikkje heilt fant ut korleis eg skulle gjera det».

Vidare spurde eg om Isak sag ei lgysing av oppgave 1 om polynomet hadde vore

g(x) = 2x% — 3xb + b?, der eg altsa byta variabelen a med x. Han svara da:

Jo, viss ein da berre ser pa, eh, 2 og b som eit tal, og sa ser eg pa x som ja, veit
ikkje, ein faktor eller noko sant, for da kan ein bruka abc-formelen kanskje for a

lgysa den.

Eg sat deretter ogsa b = 2 slik at polynomet vart h(x) = 2x? — 6x + 4. Isak fortalte da
at han var sikker pa at han hadde klart oppgava ved & bruka abc-formelen dersom
polynomet i oppgavesettet hadde vore h(x). Det kan difor sja ut til at Isak ikkje klarte
oppgava fordi den vart gitt pa ein ukonvensjonell mate. Eg tolkar det slik da han gav
uttrykk for at han hadde klart oppgava om variabelen som representerer argumentet i
funksjonen hadde vore x, og dermed oppgitt pa ein konvensjonell mate. Dette var
tilfelle sjglv om ein i hovudsak kan gjera dei same rekneoperasjonane med polynoma

f(a) = 2a® — 3ab + b? og h(x) = 2x% — 6x + 4. Vidare, i oppgave 3 skreiv Isak «At det
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brukes bokstaver fra det greske alfabetet gjor ikke noe med utregningen». Det kan
difor tenkjast at han hadde ein viss kunnskap om at ein kan representera variablar med
ulike bokstavar. | forlenging av dette fekk eg intrykk av at han ikkje klarte & forklara
oppgava med bruk av denne kunnskapen, og at han difor ikkje hadde sterke nok
koplingar mellom kunnskapen. Dette vart difor sett pA som ein indikasjon pa teikn til
mangelfull konseptuell kunnskap om algebraisk symbolbruk (Hiebert & Lefevre, 1986,
s. 3-4).

Maten denne samtalen utvikla seg pa var relativt lik hos Karl. | intervjuet kom det fram
at han ikkje sag at ein kunne lgysa oppgave 1 med abc-formelen far eg bade hadde
byta variabelen a med x og sat b = 2. Dette vart difor 0g sett pa som eit teikn til

mangelfull konseptuell kunnskap.

Vidare vart Karl sitt svar pa oppgave 1 kategorisert som noko riktig, sja Figur 4.2.

[
6 1) Q= L) Cam i) = 1]
T guahfene ec han &F L=y \/ ya- L=
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Figur 4.2: Karl si lgysing av oppgave 1.

Om lgysinga fortalte Karl:

Altsa det var (...) 3ab, finna at 3, den lettaste maten & skriva det pa er 2 + 1, og
s sag eg at 2a? hadde 2 i seg, og da visste eg at du matte ha 2a. [...] 2a — x
(...) a—y, det var det. Sa visste eg at det matte vera det, og sa sag eg at det
ikkje var noko forteikn, eller at det ikkje var noko tal framfagre b-en. Sa da fekk,
da visste eg da, at da berre putte, bytte eg, visste at x og y, begge var 1, da

fekk eg 2a—10ga—1(...), eh, b, meinte eq, ikkje 1.

Dette gjev ein indikasjon pa at Karl klarte & kopla kunnskapen han hadde om blant

anna faktorisering, og bruken av algebraiske symbol til & lgysa oppgave 1, da han
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enda med riktige faktorar. Fordi det kan sja ut til at han kopla saman kunnskap, vart
dette sett pa som ein indikasjon pa teikn til konseptuell kunnskap (Hiebert & Lefevre,
1986, s. 3-4). Pa den andre sida oppgav han svaretsoma — b = 0V 2a — b = 0. Dette
kan vera eit teikn pa mangelfull konseptuell kunnskap for algebraisk symbolbruk, da
det kan tenkjast at han ikkje forstod rolla til variablane, at han ikkje kunne skilja mellom
variablar og parameterar, og at kunnskapsbitane hans difor var isolerte (Hiebert &
Lefevre, 1986, s. 3-4). Likevel kan det merkjast at dette ogsa kan vera ein slurvefeil,

og det vil da vera vanskeleg & tolke maten han oppgav svaret.

Tom forsgkte & bruka abc-formelen pa polynomet f(a) = 2a® — 3ab + b? nar han

arbeida med oppgavearket, sja Figur 4.3.
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Figur 4.3: Tom si lgysing av oppgave 1.

For & bruka abc-formelen riktig pa f(a), ma ein bruka koeffisientane i f(a) til & finna

—-b+Vb2-4ac
2a

riktige verdiar pa a, b og c, og deretter setja verdiane inni x = . Med unntak

av ein forteiknsfeil, sat Tom inn riktige verdiar for a, b og c i abc-formelen, men han

forenkla ikkje uttrykket mELEY (ib)z_s'bz. | intervjuet med Tom kom det fram at han meinte

ein ikkje kunne finna kvadratrota av uttrykket, og at ein difor ikkje kunne bruka abc-

formelen for a finna lgysinga pa oppgava:
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Eg ma ha eit litt ordentleg tal her [peikar p& kvadratrota]. S& det er jo ei
kvadratrot av jo eit ukjend tal, og eg ma finna ein ukjent sann inni her [peikar pa
kvadratrota], og ved at det liksom, at det er altsd andre ukjente utanfor og eg
ma ha, ha. S& me har jo to ukjente her, sa virka jo ikkje den [peikar pa abc-

formelen].

Her tolkar eg det som at Tom meinte at ein ikkje kunne bruka abc-formelen til & finna
svaret pa oppgava, ettersom ein ikkje kunne finna kvadratrota av eit ukjent tal, altsa b.
Han fortalte ogsa noko om «andre ukjente utanfor», det er litt uklart kva han meinte
med det, men det verkjer som at problemet var parameteren b. Vidare sateg b =2 i
polynomet i intervjuet. Da uttrykte Tom at ein kunne bruka abc-formelen for a lgysa

oppgave 1, ettersom ein ikkje hadde ein ukjent i kvadratrota.

Det kan i forlenging av dette sja ut til at Tom ikkje klarte & bruka abc-formelen i visse
situasjonar, som nar det var bokstavar i kvadratrota. Fordi det kan verkja som at han
ikkje klarte & bruka ein eventuell kunnskap om parameteren til a tilpassa prosedyren
til oppgava, vart dette sett pa som eit teikn til mangelfull konseptuell kunnskap for
algebraisk symbolbruk (Hiebert & Carpenter, 1992, s. 67-76).

Kjetil forsgkte 0g & bruka abc-formelen for & laysa oppgave 1, men sat inn feil verdiar

og fekk feil svar, sja Figur 4.4.
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Figur 4.4: Kjetil si lgysing av oppgave 1.
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Dei riktige verdiane i denne samanhengenera = 2, b = —3b 0og ¢ = b%. Ut fra lgysinga
Kjetil gav pa oppgavesettet, kan det sja ut til at han fann verdiane a =2, b =1 og

c=-3.

Kjetil fortalte i intervjuet at dersom polynomet hadde vore h(x) = 2x2 — 6x + 4, ville
a=2,b=4o0g c=—6. Ut fra dette kan det verkja som at Kjetil byta b med c, sidan
b = —6 0g ¢ = 4 er dei riktige verdiane for polynomet h(x). Dersom han byta desse,
kan det i tillegg tenkjast at Kjetil blanda symbola a og b i polynomet med a og b i abc-
formelen. Kjetil sat b = 1 inn i abc-formelen nar polynomet var f(a) = 2a? — 3ab + b?,
men dette er ikkje riktig. Det kan henda at Kjetil gjorde dette fordi han brukte eit tilfelle
som likna pd i(x) = x>+ x +4 - a = 1, og at han difor sat b = 1 ut fra b%. Fordi det
kan sja ut til at Kjetil ikkje hadde danna kunnskapsnettverk som kan hindra slike feil,
og sidan parameteren mogeleg fremja problemet, tolkar eg difor dette som ein
indikasjon pa teikn til mangelfull konseptuell kunnskap om algebraisk symbolbruk
(Hiebert & Lefevre, 1986, s. 3-4).

Vidare vart indikasjonar pa teikn til mangelfull konseptuell kunnskap om algebraisk
symbolbruk 0g observert i andre oppgaver, som i oppgave 2d og 3. Eit av mala med
oppgave 2d var & sja om elevane klarte & rekna riktig med parameteren a og variabelen

x. Karl fekk ikkje rett svar pa denne oppgava, sja Figur 4.5.
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Figur 4.5: Karl si lgysing av oppgave 2d.

Som ein kan sja i lgysinga til Karl, Figur 4.5, skreiv han (a)’ = (a)' i staden for & skriva
(a)' = 0. Dette er ikkje feil i seg sjglv, men sidan oppgava handla om & derivera

uttrykket, undra eg over kvifor han gjorde dette:

Karl: Og sa har eg berre fortsett & hatt a derivert, for eg visste ikkje kva som
skulle skie med den. [...] Eh, nar eg ser pa det no, er eg ganske sikker pa at

svaret berre er 1. Fordi det er jo det same som (x)'. Det er berre (...), nar eg ser
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a eller noko sant, sa tenkjer eg pa at det er noko anna enn x, men det er jo det
same. [...].

Intervjuar: Viss du ser pd, det star jo, her star det i(x) = (x? + 5)¢ gjev det
deg noko? [...] Med tanke pa kva a er?

Karl: Eh, a er berre eit tal, er det ikkje? i(x) (...), a er eit tal som ikkje er lik 0.
Intervjuar: Eh, kva hadde det blitt & derivera den da? [...]

Karl: eh, den a-en der hadde vel blitt 1 sidan, viss du deriverer berre x, sa er
det[..]1-x°=1.

Da Karl arbeida med oppgave 2d visste han ikkje kva (a)’ vart, men slik eg tolkar det
meina han i intervjuet at (a)’ = 1, da (a)’ skulle reknast ut pa same mate som (x)’, og
fordi (x)’ = 1-x° = 1. Ut fra dette ser det ut til at han betrakta a som ein variabel, sidan
han fortalte at a er det same som x. Dette er ganske interessant da han ogsa fortalte
at «a er berre eit tal». Samanliknar ein med oppgave 3a skreiv han i lgysinga at

(7)" = 0. Det kjem difor fram at han visste korleis han skulle derivera talet 7.

For & ha konseptuell kunnskap ma ein kunne ha koplingar til andre konsept (Hiebert &
Lefevre, 1986, s. 3-4). Dersom Karl hadde hatt konseptuell kunnskap om variablar og
parameterar kan det tenkjast at han hadde skjgnt at lgysinga hans var feil. Dette fordi
han skreiv (7)’ = 0 pa oppgavesettet, og deriverte da eit tal til & bli null. P& same sett
skreiv han 0g (a)’ = 1, sjglv om han hadde sagt at dette berre var eit tal. Det kan difor
verkja som at han fortalte to ting som ikkje stemte overeins me kvarandre, at eit tal
derivert er 0, medan eit anna tal derivert er 1. Dette gjev indikasjon pa at
kunnskapsbitane hans var konstruert isolert, og ikkje kopla i nettverk. Dette vart difor
sett pa som ein indikasjon pa teikn til mangelfull konseptuell kunnskap (Hiebert &
Lefevre, 1986, s. 3-4).

Oppgave 3 omhandla derivasjon av funksjonane f(1)=7-v2A+1 og
g(8) = e3(8% + 3)¢, der 6 # 0. Som tidlegare skrive var ogs& denne oppgava laga for

a innhenta informasjon om elevane si forstaing av symbolbruk.

Det var pa oppgave 3a at Isak skreiv «At det brukes bokstaver fra det greske alfabetet
gjar ikke noe med utregningen». | oppgava brukar Isak symbolet 8 i derivasjonen riktig.

Det kan difor sja ut til at Isak koplar derivasjonen til syntaks, som vidare gjev ein
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indikasjon pa teikn til konseptuell kunnskap om algebraisk symbolbruk (Hiebert &
Lefevre, 1986, s. 3-4). Likevel vart bade lgysinga av oppgave 3a og 3b kategorisert

som gale svar, sja Figur 4.6.
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Figur 4.6: Isak si lgysing av oppgave 3.

Ut fr& Figur 4.6 kan det sja ut til at Isak meinte at (e®)’ = 3e?i (e3(6% + 3)?)’, da han

skreiv:
g'(6) =3e%- (62 +3)% +e3-0(62 +3)071.
Medan at (7)’ = 0i (7 -v22+ 1), d& han skreiv:
F)=0-@A+ 1247 2@+ 1)

Sjalv om bade 7 og e er konstantar, deriverte Isak dei ulikt. Det kan tenkjast at Isak
betrakta eulertalet e som ein variabel, da det kan verkja som at han brukte formelen
(x™)" = n-x""1 som gjeld for variablar, til & derivera konstanten e3. P4 den andre sida
fortalte Isak: «e-en star for eulertalet. [...]. Eg veit litt av verdien vertfall. [...].
2,718281828459045, men det er ikkje heile da for det fortsett i endelgysa». Her kjiem
det fram at Isak veit kva eulertalet e star for, han nemnar 15 riktig desimalar og forteljar
at desimalane fortsett i endelgysa. Sjglv om Isak veit dette, er det likevel noko som

sviktar i arbeidet med denne oppgava.
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| eit forsgk pa a finna ut kva som svikta, spurde eg om Isak kunne fortelja korleis han
hadde derivert funksjonen h(8) = 23(8% + 3)¢. D& svara han: «Eg er eigentleg litt
usikker, men eg hadde vel, eg hadde vel putta 3 framfare, og s4, eh, altsa sann at det
hadde blitt, eh, 3 - 22».

Dette kan samanliknast med at Isak fortalte at «(7)’ vert berre null». Det som er
interessant her er at Isak, som Karl, ikkje heldt seg konsekvent i behandlinga av
konstantane, sjglv om dei eigentleg skulle bli behandla pa tilsvarande matar. Talet 7 i
oppgava vart derivert til null, medan e3 i g’(8) og 23 i h'(§), som han 0g berre meinte
var tal, deriverte han truleg med regelen (x™)' =n-x""1. Det kan 6g nemnast at
situasjonen var relativt lik for Karl. Han fortalte at e stod for 2,7, og utfagrte
derivasjonane (e3)’ = 3e%i g'(8), (23)'=3-22i h'(6) og (7)' =0 f'(1). Det er difor
tenkjeleg at desse informantane brukte derivasjons- og symbolkunnskap avskilt fra
tidlegare kunnskap, som stigningstalet, det grafiske bilete og at 23 = 8. Dette vart difor

sett pa som teikn til mangelfull konseptuell kunnskap (Hiebert & Lefevre, 1986, s. 3-4).

Eit anna dgme pa teikn til mangelfull konseptuell kunnskap kom fram gjennom samtale
om oppgave 2a med Karl. Oppgava kunne blant anna blitt lgyst ved bruk av
kierneregelen. Karl fortalte at han brukte denne regelen i oppgava, men likevel kom

han fram til feil svar, sja Figur 4.7.
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Figur 4.7: Karl si lgysing av oppgave 2a.

Eg spurde Karl kvifor han fekk 0 som lgysing, og han svara «Ja, det var fordi eg har

ikkje noko x & derivera utanfor V6x, nér eg tok v/6x - 6x og begge derivert». | denne

oppgava er
f'G)=gWx) = %u_f u'(x) = %(6x)_5 -6, deru = 6x.
Ein skal difor derivera g med omsyn pa u'(x). Ut fra sitatet ovanfor kan det tyda pa at

Karl opplevde det som vanskeleg a tyda g(u(x)) i kjerneregelen. Eg tolkar det som at
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han deriverte g med omsyn pa x, og at han lgyste oppgava med bruk av eit tilfelle likt
h(x) = ¢ - h'(x) = 0, der ¢ ikkje avheng av x. Fordi det kan verkja som at Karl ikkje
klarte a kople relevant kunnskap om variablar til kjerneregelen, vart dette sett pa som
ein indikasjon pa teikn til mangelfull konseptuell kunnskap for algebraisk symbolbruk
(Hiebert & Lefevre, 1986, s. 3-4). Vidare kan det merkjast at det 0g sag ut til at andre

elevar hadde utfordringar tilknytt g’ (u(x)) i kjerneregelen.

Datamaterialet i denne studien indikerte fleire teikn til mangelfull konseptuell kunnskap
for algebraiske symbol. Likevel vart dette mgnsteret somme gongar brote, og nokre
delar vart difor sett pa som teikn til konseptuell kunnskap. Eg vil trekkja fram to dgmer.
For det fyrste fekk eg inntrykk av at informantane forstod at det algebraiske spraket
kunne vera ngdvendig for & vise det generelle. Dersom dette er tilfelle, kan det indikera
at dei forstod ein sentral del av algebraisk symbolbruk, da det algebraiske spraket og
symbola blant anna gjev mogelegheit til & uttrykkja og behandla det som er generelt
(Mason et al., 2005/2011, s. 15).

Ser ein pa oppgave 6 var det berre eit svar som vart karakterisert som riktig, denne
eleven lgyste oppgava ved a bevisa pastanden algebraisk. Fem svar vart karakterisert
som r(-), ein elev svara gale, og ni elevar svara blankt. Alle elevsvara som vart
karakterisert r(-) sat inn ulike verdiar i formelen, og sjekka at det stemte. Sjglv om
elevane ikkje sjekka om pastanden stemte for eit generelt tal n, konkluderte dei med
at den stemte, eller at den truleg stemte. | intervjuet ville eg difor finna ut om elevane
tenkte at det «a sjekke for nokre tal» var nok til & bevisa at pastanden var sann. Eg
spurde Karl om lgysinga hans av oppgave 6 viste at pastanden gjeld for alle naturlege
tal. Han svara da «nei», og at ein da matte «gjort det med n». Ut fra dette kan det sja
ut til at Karl har tilkoplingar mellom det generelle, det algebraiske symbolet n og
eigenskapane til n, og dette var difor sett pa som ein indikasjon pa teikn til konseptuell
kunnskap (Hiebert & Lefevre, 1986, s. 3-4). Det kan merkjast at situasjonen var relativt

lik for Isak.

Det andre dgmet er i samanheng med oppgave 3b. Tom sitt svar pa denne oppgava
vart kategorisert som riktig, da det sag ut til at han brukte kjerneregelen riktig og

deriverte riktig med omsyn pa &, sja Figur 4.8.
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Figur 4.8: Tom si lgysing av oppgave 3b.

Nar eg i intervjuet spurde korleis Tom hadde derivert funksjonen h(8) = 23(5% + 3)°,
d& svara han: «A ja, fyrst ville eg berre tatt den ned med ein gong, og da vert det
2-2-2,somerja, 4, 8.» Av dei fire informantane var Tom den einaste informanten
som brukte at 23 = 2-2-2, og han var 0g den einaste som deriverte h(§) riktig. Dette
kan difor bli sett pA som ein indikasjon pa teikn til konseptuell kunnskap, da han
mogeleg trakk koplingar mellom variablar, konstantar, derivasjon og potensrekning
(Hiebert & Lefevre, 1986, s. 3-4).

4.2 Forskingsdeltakarane si forstaing for transformativ algebra

Som tidlegare skrive kan forstaing nyttast i to ulike tydingar: instrumentell forstaing og
relasjonell forstaing (Skemp, 1976, s. 20), og for gi eit innblikk i elevane si forstaing for
transformativ algebra vil eg peika pa nokre dgmer pa indikasjonar til teikn til mangelfull,
instrumentell eller relasjonell forstaing. Eg vil i dette kapittelet fyrst peika pa teikn til

mangelfull forstaing, sa instrumentell forstaing og til slutt relasjonell forstaing.

Pa oppgave 4 svara ingen av elevane riktig, 2 elevar fann 1 av 2 x-verdiar, 7 elevar
svara blankt, og sju elevar svara gale. Sidan ingen av elevane fann begge verdiane,
opplevde antakeleg elevane oppgava som vanskeleg. Grgnmo, Stedgy, et al. (2017,
s. 142-143) hevdar 0g at denne oppgava sag ut til & vera vanskeleg for norske elevar.
Pa den andre sida kan det merkjast at elevane fekk beskjed om at dei skulle bruka
mest tid pa dei fyrste oppgavene, og dette kan vera ein av grunnane for at fleire svara

blankt eller gale her.

Eg snakka om denne oppgava med Kjetil. Under intervjuet forsgkte han a lagysa
oppgava, og han delte da pa x utan & ta omsyn til x = 0. For a sja om Kjetil berre

hadde glaymt & ta omsyn til x = 0 spurde eg «nar du deler pa x her, er det noko spesielt
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du ma tenkja pa da?». Han svara da «Ja, sei det. Eg er litt usikker». Dette indikerer at
han ikkje skjgnte at han mista ei lgysing nar han delte pa x. Situasjonen var 0g noko
lik for Karl og Tom. Sidan det ikkje sag ut til at Kjetil, Karl eller Tom skjgnte at dei mista
ei lgysing, sag eg pa dette som ein indikasjon pa mangelfull forstaing for transformativ
algebra, da desse elevane ikkje klarte a lgysa likninga riktig, og da likningslaysing er

ein sentral del av transformativ algebra (Kieran, 2007, s. 714).

Vidare vart teikn til mangelfull forstding observert i samanheng med oppgave 2b.

Svaret til Tom pa oppgava er vist i Figur 4.9.
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Figur 4.9: Tom si lgysing av oppgave 2b.

Vel a merkja er ikkje lgysinga til Tom riktig, men i intervjuet fortalte Tom at det skulle
vera 2-10(x + 3)° = 20(x + 3)° i staden for 2-9(x + 3)? = 18(x + 3)?, og han retta
difor oppi ein av feilane han gjorde. | forlenging av dette snakka Tom om at han mogleg

kunne forenkla svaret gjennom ein rekneoperasjon:

Tom: Eg kunne ha gonga inn der, eg hadde tenkt pa det, men eg heller berre
beheldt sa eg ikkje gydelagde [...]. 20x + (...) vent litt d&, 20x + kva vert 20 - 3?
60, men eg berre sann, eg let det kanskje vera litt, sidan eg vil ikkje liksom, det
er betre a berre behalda dei tala som eg har no [...].

Intervjuar: og sa opphggd i 9-andre, sa da hadde du fatt dette? [eg skriv
(20x + 60)°]

Tom: Ja, akkurat, viss eg hadde tenkt sann da, men eg berre let det std, men
sidan eg falte at det vart sann. Dei tala [(20x + 60)°] eg har no er kanskje det

eg kunne da.
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Tom fortalte her at 20(x + 3)° kanskje kunne skrivast som (20x + 60)°, men at han
var usikker pa om dette er riktig. Vidare kan dette gje ein indikasjon pa at Tom har
mangelfull forstaing tilknytt transformativ algebra, da det kan sja ut til at han verken
klarte & bruka eller forklara den transformative rekneoperasjonen (Kieran, 2007, s.
714). Dersom Tom hadde hatt relasjonell forstding kan det tenkjast at han hadde sett

at

9 faktorar 9 faktorar

20-(x+3)-(x+3) .. - (x+3)# (20x + 60)- (20x + 60) - ... - (20x + 60).

Vidare kan det hende at Tom lura pd om svaret kunne skrivast som (20x + 60)° fordi
han overgeneraliserte regelen a(b + ¢) = ab + ac, da det kan sja ut til at han brukte
denne regelen i ein situasjon den ikkje gjaldt i (Brekke, 2002, s. 10).

Det siste deme eg vil trekkja fram som teikn til mangelfull forstaing for transformativ

algebra, kom fram i arbeidet med oppgéave 2d, sja Figur 4.5. Ut frd denne figuren kan

det sja ut til at Karl forsgkte a bruka regelen x~¢ = xia men at han brukte den feil, og

satx™% = % Nar eg i intervjuet spurde om han kunne forklara framgangsmaten fortalte

han:

Eg berre, a ja, jo, ja det eg gjorde var at x> + 5 opp..., eller s&nn x~1 = % viss

a
X245

eg hugsar riktig. S& da tok eg, skreiv eg ut at (x2 + 5)7% =

Dette sitatet gjev ei stadfesting pa at Karl brukte regelen, men at han oppgav den pa
ein mindre generalisert form. Sidan Karl omgjorde uttrykket til ein ikkje-ekvivalent form,
og dermed gjorde den transformative rekneoperasjonen feil, og sidan eg ikkje fekk
intrykk av at han forstod dette, vart dette sett pa som ein indikasjon pa teikn til
mangelfull forstaing for transformativ algebra (Kieran, 2007, s. 714; Skemp, 1976).

Teikn til instrumentell forstaing var 0g observert fleire gongar i datamaterialet. Vidare
vil eg trekkja fram eit utval demer som viser teikn til dette, da dette som tidlegare skrive
kan gje eit inntrykk av elevane si forstding av algebra. Dersom det var teikn til at

elevane klarte a bruka ein regel, men ikkje forstod kvifor ein kunne bruka den, vart
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delen av datamaterialet, i trdd med Skemp (1976) kategorisert som teikn til

instrumentell forstaing.

| arbeid med oppgave 2a sdg Kijetil ut til & bruka at v6x = (6x)%, sja Figur 4.10.

~ .f/ \ -
(’)Q{Cv)‘ﬁ o) [T F W =2 JT=lo/€
5 | 0,S-| 0,5

! t. ,:[/ ) —;) /‘/’. ) p— é}

-~
5
l //t

Figur 4.10: Kjetil si laysing av oppgave 2a.

| intervjuet dagen etter fortalte Kjetil: «det eg hugsar var at kvadratrot var enten
opphagd i 0,5 eller -0,5, s ja, og sa hugsa eg ikkje heilt kva -0,5 var». Dette sitatet
kan gi ein indikasjon pa at Kjetil var usikker pa det han gjorde. Sjglv om han klarte a
bruka regelen riktig, kan det difor tenkjast at han ikkje forstod denne regelen, eller den
transformerande rekneoperasjonen. Dette vart difor sett pa som ein indikasjon pa teikn

til instrumentell forstaing for transformativ algebra (Kieran, 2007, s. 714; Skemp, 1976).

Eit anna degme pa instrumentell forstaing kom til syne gjennom oppgave 1. For a finne
nullpunkta i denne oppgava kunne ein bruka abc-formelen og da og transformativ
algebra (Kieran, 2007, s. 714). Som tidlegare skrive gav Isak, Karl og Tom uttrykk for
at dei ikkje trudde at ein kunne finne nullpunkta til polynomet i oppgave 1 med abc-
formelen, der a var variabeln og b var ein parameter, men at dei trudde at dette var
mogeleg nar x var variabelen. Fordi det ikkje sag ut til at dei klarte & tilpassa formelen
til ein «ny» situasjon, og difor truleg ikkje kunne forklart regelen, men antakeleg hadde
klart & bruka den i visse situasjonar, vart dette sett pa som eit teikn til instrumentell

forstaing for transformativ algebra (Skemp, 1976).

For & vidare undersgkja elevane si forstding ville eg sja korleis dei forstod
informasjonen om fgresetnadane a # 0 i oppgave 2b og 6 # 0 i oppgave 3b. | samtale
med Kjetil fortalte han at han berre antok at a # 0 var der for «a fa oppgava til a ga

opp», noko som i og for seg er sant. Vidare fortalte han om oppgéave 3b at:

Det eg tenkte, eller det fyrste eg tenkte pd, nar eg sag oppgava var [...], eg
skjgnte ikkje heilt, og det same gjeld for 2d, eg skjante ikkje heilt kva man skulle

gjera med a, eller 8 # 0. Sa eg berre let det vera.
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For Kjetil sag det difor ikkje ut til at faresetnaden om at a # 0 eller 8 # 0 farte til stor
forvirring. Samtalen med Karl var relativt lik, og eg fekk difor ikkje inntrykk av at heller
han vart forvirra av dette. Vel & merkja, for & fa riktig svar pa oppgéave 3b trong ikkje
elevane a forholda seg til faresetnaden om at 8 # 0, men sidan eg var interessert i
forstdinga til elevane vil eg papeika noko her. Det at dei begge valte & sja vekk fra
a # 0 og 8 # 0, kan vitna om at dei har sett slike oppgaver far, og at dei har funne ut
at ein ofte kan sja vekk fra fgresetnadane, og dermed mogeleg ikkje forstd oppgavene,
men likevel fa riktig. Ingen av desse elevane fekk rett pa oppgavene som inneheldt
faresetnadane. Likevel kan det tenkjast at dei har utvikla instrumentell forstaing. Dette
fordi det er rimeleg a tru at elevane kan fa riktig pa oppgaver som omhandlar
transformativ algebra, sjglv om dei ser vekk fra faresetnadane (Kieran, 2007, s. 714;
Skemp, 1976).

Vidare vart Tom sitt svar pa oppgave 3b, som tidlegare skrive, kategorisert som riktig.

| spgrsmal om denne oppgava svara Tom:

For e-en sa berre tenkte at eh, eulertalet da. Nar den er derivert s vert den det
same, viss eg hugsa 100% pa den der. Det er liksom mange av de reglane er
liksom meir eller mindre at du méa berre pugge, og (...) vel du har R1 og 1T og
du ma pugge de tinga fra far av, og, og du set ut i R2, sa er det veldig vanskeleg
a hugsa de alle tinga fortsett da. S& eg, eg matte berre definera at e matte vera
noko [...] det kan vera at eg ogsa tar feil her. Mest sannsynleg kan det vera at
den gar ned, men det veit eg ikkje om, det eg pa ein mate berre gjettar. Men eg
veit noko med at eulertalet vert det same da (...). Sa eg berre behald det som

star der [ler].

Eg tolkar dette som at Tom brukte regelen f(x) = e* - f'(x) = e* pa e3, og at han
difor fekk rett svar. Denne regelen gjeld ikkje for reine konstantar, men for funksjonen
e*. Av denne grunn er det rimeleg a tru at han ikkje skjgnte kvifor han fekk riktig svar,
og eg kategoriserte denne delen av datamaterialet difor som teikn til instrumentell
forstaing (Skemp, 1976). Tom fortalte vidare at han gav uttrykk for at han var usikker
pa om han gjorde rett. Han fortalte at det var vanskeleg a hugsa alle reglane dei har

leert dei siste ara dersom dei berre vert pugga. Her peika Tom pa noko av kjernen med
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instrumentell forstaing, og sitatet samsvarar med det bade Hiebert og Carpenter (1992,
S. 74-75) og Skemp (1976, s. 23-24) peikar pa, at det er lettare & hugsa reglar om ein

forstar dei enn om ein memorerer dei.

| analysen av relasjonell, instrumentell og mangelfull forstaing fann eg minst teikn til
relasjonell forstaing, og flest teikn til mangelfull og instrumentell forstaing for
transformativ algebra. Pa grunn av oppgava sitt omfang vil eg difor berre leggja fram

eit dgme pa dette.

D4 Kjetil gjorde oppgave 4 fortalte han at ein kunne setja 10°ax = f—; fordi «begge er

y». Med det tolkar eg det som at han skjgnte korleis ein kan bruka eit likskapsteikn. |
dette tilfellet brukte han dei algebraiske symbola i den transformerande
rekneoperasjonen riktig, og i tillegg kan det sja ut til at han forstod kvifor. Dette vart
difor kategorisert som teikn til relasjonell forstaing for transformativ algebra (Kieran,
2007, s. 714; Skemp, 1976). Ein kan kanskje tenkja at dette er kunnskapar elevar bar
sitie med pa dette nivaet, da likskapsteiknet allereie vert innfart i barneskulen, til
dgmes i addisjon og subtraksjon (Utdanningsdirektoratet, 2006b). Pa den andre sida
kan studentar som tek hggare utdanning ha utfordringar tilknytt likskapsteiknet
(Mevarech & Yitschak, 1983), og teikn til relasjonell forstding i samanheng med

likskapsteiknet treng difor ikkje & vera opplagt pa dette nivaet.

4.3 Korleis algebraforstainga paverkar forstainga av matematiske

bevis i skulesamanheng
For a forsta bevis kan resoneringsevne vera viktig, og for & resonnera er tilstrekkeleg
kunnskap vera naudsynt (Alexander et al., 1997, s. 124; Kilpatrick et al., 2001, s. 130,
146; Niss & Jensen, 2002, s. 54). | denne studien ville eg difor undersgkja om elevane
si algebraforstaing var tilstrekkeleg for a forsta bevis. Fordi dei to bevisa eg brukte i
denne studien inneheldt relativt mange algebraiske symbol og transformativ algebra,
sja vedlegg 4 og 5, er det rimeleg & tru at elevane matte bruka forstaing for algebraisk
symbolbruk og transformativ algebra for & forsta bevisa (Kieran, 2007, s. 714;
Lagrange, 2002, s. 163, sitert og omset i Kieran, 2007, s. 714; Niss & Jensen, 2002,
s. 54-58). For & svara pa det siste forskingsspgrsmalet sag eg difor pA mogelegheitene

elevane hadde til & forstd samanhengen i desse to bevisa. Dette vart 0g gjort da eg i
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denne masteravhandlinga har brukt Stylianides (2007, s. 291) sin definisjon av bevis i
skulen, som blant anna fokuserer pa at skulebevis er ein samanhengande sekvens av
pastandar for eller mot ein pastand. | tillegg brukte eg hovudfunn ein og to som

grunnlag i undersgkinga av dette.
4.3.1 Beviset for produktregelen

Beviset for produktregelen, vart henta fra lsereboka elevane brukte i R1 (Oldervoll et
al., 2013, s. 329), sja vedlegg 4. For a oppna best mogeleg forstaing av situasjonen til
informantane i samhandling med dette beviset, forsgkte eg & innhenta informasjon om
elevane si forstaing for produktregelen far me sag pa den i intervjuet. | denne
samanhengen fortalte alle informantane at dei ikkje visste korleis dei kunne forklara
kvifor produktregelen fungerte. Til dgmes fortalte Kjetil: «Eg hugsar ikkje heilt (...)
kvifor, men eg kunne kanskje tenkja meg om pa det igjen, kanskje». Dette vart lagt til

grunnlag for resultata og analysen i dette delkapittelet.

Tidleg i intervjuet med Isak kom det fram at han hadde utfordringar tilknytt beviset,
seerleg sag det ut som at han hadde utfordringar med & forsta dei ulike symbola. |
intervjuet spurde eg om han kunne lese nedover i beviset, forklara dei ulike stega, og

eventuelt sei kvar det stoppa opp. Han svara da: «Eh, Al};r_)no er forvirrande [...]. Ja, eh,
eg trur eg berre i utgangspunktet ser vekk i fra Al};zlo»' | intervjuet kom det ikkje fram
kvifor han meinte at A1)161110 var eit forvirrande element, men det kan likevel tenkjast at
han ikkje forstod kva Al)icrll0 tyda, og at han av den grunn sag vekk fra det. Vidare kan

det henda at det hindra han i & skjgna heilskapen i beviset, da grenseverdi kan bli sett

pa som sentralt i derivasjon (sja til demes Lindstrgm, 2016).

Isak hadde 0g utfordringar med andre delar av beviset, til demes sag det ikkje ut til at

han skjgna kva som skjedde i steget

Alim u(x+Ax)-v(x-;Ax)—u(x)-v(x) — lim u(x+Ax)-v(x+Ax)—u(x)-v(x+Ax)+u(x)-v(x+Ax)—u(x)-v(x). (
x—0 X Ax—0 Ax

1)

Vel & merkja er fargebruken leereboka si (Oldervoll et al., 2013, s. 329). Om denne

omgjeringa fortalte Isak:
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(o ... ) [ca. 30 sek]. Eg syns eigentleg det star mykje av det same to gongar. [...].
Eg tenkjer pa ein mate & sja pa dei forskjellege ledda da. Eh, for det, det fyrste,
viss ein ser pa trinn 2, sa er det pa ein mate det same, same star jo eh, nei, det
gjer det eigentleg ikkje heilt da. Eh. (...). Nesten det same star pa starten der,
bortsett fra v(x), eh, men det star v(x + Ax). [...]. Eh, ja, nei eg veit ikkje heilt,
jo, nei, ok, jo, det gjev kanskje meining, at viss ein ser forskjelleg farge, at det
er, at de har satt noko pa midten der, eh, fordi det som er over brgkstreken pa
trinn to, alt det star pa linje 3 ogsa, men sa er det satt noko i midten. Og det i
midten er, eh (...), ja, kva er det i midten eigentleg? (...). Nei, eg ser eigentleg

ikkje kvifor ein kan skrive det nei.

Her kiem det fram at Isak ikkje sag at dei legg til og trekk frd det same leddet, og at

dette er lov ettersom
—u(x) - v(x + Ax) + u(x) - v(x + Ax) = 0.

Isak konkluderte med at han syntest beviset var vanskeleg, og fortalde «det er veldig
mange x-er overalt, og eg veit, eg veit eigentleg ikkje kva dei forskjellege tinga tyder.
Eg veit ikkje kva v-ane og u-ane er.» At Isak gav uttrykk for at han ikkje forstod ulike
delar av beviset kan dermed vera fordi det var for mange teikn, da han papeikar at det
er mange x-ar, men det kan 0g vera fordi han ikkje veit kva dei forskjellege algebraiske

symbola tyda, som v, u og Alimo. | kapittel 4.1 og 4.2 viste eg at datamaterialet indikerte
X—

at Isak hadde mangelfull algebraforstaing for algebraisk symbolbruk og instrumentell
forstaing for transformativ algebra. | forlenging av dette avsnittet kan det difor verkja
som at mangelfull symbolforstding hindra han i & forstd den transformative

rekneoperasjonen, og at han da og vart hindra i a forsta beviset.

Kjetil indikerte teikn til forstaing for noko av beviset, til demes sag det ut til at han

skjgna omgjeringa i steget under:

lim fx+Ax)—f(x) _ limu(x+Ax)-v(x+Ax)—u(x)-v(x). (2)
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

Han forklara dette med at:

61



Ja, eh,viss f = u...ja, (...) viss f erlik det same som u - v, sa gjev det jo meining
at det vert det same som eh, f gongar altsa den kjernen der, vert det same som

u 0g v gongar den kjernen der.

Dette gav indikasjon pa at Kjetil forstod denne delen av beviset, som inneheldt fleire
algebraiske symbol og transformativ algebra, da han truleg sag at omgjeringa av
uttrykket var riktig fordi f = u - v. Ut fra dette kan det tenkjast at Kjetil si forstaing av
det algebraiske symbolspraket og transformativ algebra var tilstrekkeleg for & kunna
resonnera og vidare forstd denne bevisdelen (Alexander et al., 1997, s. 124; Kieran,
2007, s. 714; Kilpatrick et al., 2001, s. 130, 146; Lagrange, 2002, s. 163, sitert og omset
i Kieran, 2007, s. 714; Niss & Jensen, 2002, s. 54-58). Vidare er det difor rimeleg a tru
at Kjetil si algebraforstaing for dette gav han mogelegheit til & skjgne denne delen av

beviset.

Pa den andre sida sag det ut til at algebraforstainga til Kjetil hindra han i & forsta andre
delar av beviset. Utan hjelp fra meg klarte ikkje Kjetil, som Isak, & forstad den
transformative rekneoperasjonen i (1). Han fortalte at han ikkje forstod beviset, da han

hadde utfordringar tilknytt dei ulike ledda:

Kjetil: Eg vil sei at eg ikkje forstar det [...].
Intervjuar: eh, og da er det som stoppar deg at?
Kjetil: at det kjiem inn forskjellege (...) ledd, og eg er litt usikker pa kvar dei ledda

kjem fra eller kva du ma gjera for & fa dei ledda.

Sidan han ikkje sag kvifor ein kunne gjera omgjeringa i (1), kan det sja ut til at Kjetil
vart hindra i a forsta denne delen av beviset. Etter dette fortalte eg Kjetil at det stod
minus framfgre u(x) - v(x + Ax) og pluss framfare u(x) - v(x + Ax). DA skjgna han
truleg omgjeringa av uttrykket i (1). Han forklarte at dette var lov «fordi det vert 0, da
er det som 4, det er det same som a liksomtainn —1 + 1». Vidare fortalte han «eg ville
nok skjgnt det med ein gong» dersom det hadde statt —1+1 i staden for
—u(x) - v(x + Ax) + u(x) - v(x + Ax).

Som tidlegare skrive kan elevar med forstaing lettare overfgre kunnskap til nye

situasjonar (Hiebert & Carpenter, 1992, s. 75-76). Ut fra avsnitta over kan det verkja
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som at Kjetil si forstaing for blant anna symbolbruk og transformativ algebra ikkje var
tilstrekkeleg for overfgring til beviset. Dette argumenterer eg for da han ikkje sag ut il
a forsta (1) ved bruk av kompetansen han antakeleg hadde om transformativ algebra,
at ein kan leggja til og trekkja fra talet 1 i eit uttrykk, og fa eit anna ekvivalent uttrykk.
Det kan tenkjast at dette hadde samanheng med at uttrykket i beviset inneheldt relativt
mange teikn. Kjetil papeika 0g dette i intervjuet, han fortalte: «eg falar at, ja, det kan
ha veert at det var litt mange teikn». | tillegg, som tidlegare skrive, indikerte Kjetil teikn
til mangelfull kunnskap for symbolbruk og mangelfull forstaing for transformativ algebra
gjennom utsegn i intervjuet. | forlenging av dette kan det difor tyda pa at mangelfull
forstaing for desse to omrada hindra han i a forsta beviset (Alexander et al., 1997, s.
124; Kieran, 2007, s. 714; Kilpatrick et al., 2001, s. 130, 146; Lagrange, 2002, s. 163,
sitert og omset i Kieran, 2007, s. 714; Niss & Jensen, 2002, s. 54-58).

For Karl sag det ut til at hans algebraforstaing var til hjelp for a forsta delar av beviset.
Til demes fortalte han at omgjeringa av uttrykk (2) var lov da «det er det same sidan
det er gang... det to til samen, de to [u 0og v] gonga saman vert (...), vert f». Det kan
difor tenkjast at Karl hadde tilstrekkeleg forstaing for transformativ algebra og
symbolbruk for & forstd denne delen av beviset, og at det difor gav han mogelegheiter
(Alexander et al., 1997, s. 124; Kieran, 2007, s. 714; Kilpatrick et al., 2001, s. 130, 146;
Lagrange, 2002, s. 163, sitert og omset i Kieran, 2007, s. 714; Niss & Jensen, 2002,
s. 54-58).

Likevel var det andre delar av beviset som truleg hindra Karl. Han gav uttrykk for at
han ikkje forstod omgjeringa av (1), og da eg spurde han «kvifor trur du det stoppar?»,
svara han: «Eh, fordi det dukkar opp nokre ting, og eg ser, eg kijem ikkje pa maten, det
berre vert lagt til eit nytt ledd utan at det andre, (...) utan at de andre vert endra». Det
kan tenkjast at Karl hadde mangelfull forstaing tilknytt transformativ algebra og
symbolbruk, d& han ikkje sag kvifor omgjeringa i (1) stemte, og at det hindra han i &
forstd denne delen av beviset (Alexander et al., 1997, s. 124; Kieran, 2007, s. 714;
Kilpatrick et al., 2001, s. 130, 146; Lagrange, 2002, s. 163, sitert og omset i Kieran,
2007, s. 714; Niss & Jensen, 2002, s. 54-58). Seerleg vil dette vera rimeleg a tru da
han tidlegare hadde indikert teikn til mangelfull forstaing for algebraisk symbolbruk og

mangelfull forstaing for transformativ algebra.
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Pa den andre sida sag det ut til at Karl pa eit seinare tidspunkt i samtalen kunne
forklara kvifor (1) stemte. Han fortalte at «Sidan eg las nedst her. Eg, du la det til, men
du la ogsa (...) til sdinn motsette forteikn versjonen og sa at det eigentleg var lik null
det du la til». At Karl las pa slutten av beviset, fgrte difor antakeleg til at han klarte &
skjgna denne bevisdelen. At han skjgna dette kan vera eit teikn pa at informasjonen i
beviset og algebraforstainga hans kunne gi han mogelegheit til & forstd denne delen.
Pa den andre sida klarte han ikkje a sja kvifor det var slik, ved a berre sja pa likninga.
| kor stor grad steg i ulike bevis vert forklara, er avhengig av framstillinga, og varierer
difor med forskjellige bevis. Kvifor nokre av ledda var skrive i blatt vart forklart i dette
beviset, men dersom dette ikkje hadde blitt forklart kan det tenkjast at mangelfull
forstaing for algebraisk symbolbruk og transformativ algebra kunne hindra Karl i &
resonnera, og vidare forsta beviset (Alexander et al., 1997, s. 124; Kieran, 2007, s.
714; Kilpatrick et al., 2001, s. 130, 146; Lagrange, 2002, s. 163, sitert og omset i
Kieran, 2007, s. 714; Niss & Jensen, 2002, s. 54-58).

Far eg gav hint om (1) og fer Karl hadde lese forklaringa i beviset, sdg det altsa ut til
at verken lIsak, Kjetil eller Karl skjgna kva som skjedde i (1), og at dei dermed vart
hindra i & forsta denne delen av beviset. Pa den andre sida fekk eg inntrykk av at Tom
skjgna dette. Han fortalte: «Det her vert jo null til slutt. Du berre set inn differanse for
at det her er negativt, positivt, som gjer at det er mogeleg a faktorisere den her nede».
Han sag med andre ord at omgjeringa stemte fordi ein la til ledd som til saman vart
null. Det kan difor henda at hans forstaing for transformativ algebra og algebraisk
symbolbruk gjorde at han forstod delar av beviset (Alexander et al., 1997, s. 124;
Kieran, 2007, s. 714; Kilpatrick et al., 2001, s. 130, 146; Lagrange, 2002, s. 163, sitert
og omset i Kieran, 2007, s. 714; Niss & Jensen, 2002, s. 54-58). Vidare sag det og ut
til at han skjgna at dette vart gjort for & kunna omforma uttrykket i det neste steget.

Sjelv om Tom antakeleg forstod dette, fortalte han at det falgjande stoppa han

Jim (u(x + Ax) — u(x)) “v(x + Ax) + u(x) - (v(x + Ax) — v(x))

Ax—0 Ax
- AlyicTo (u(x i A;Ci —u®) cv(x + Ax) + ux) - v(x + A;C))C - v(x))l
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Om dette fortalte Tom at: «fra her fra, ned hit. Han satt parentes pa heile, det var litt
langt. Ja, det var den delen eg vart litt forvirra». Tom vart difor truleg forvirra av at
uttrykket var for langt, noko som ikkje var svaert overraskande da han hadde indikert
teikn til mangelfull forstaing for algebraisk symbolbruk og mangelfull forstding for
transformativ algebra tidlegare i intervjuet. Igjen kan det difor tenkjast at mangelfull
algebraforstaing kunne hindra eleven i a forsta ein del av beviset. Til demes kan ein
stilla spgrsmal ved om Tom hadde forstatt kva som hadde skjedd om det var feerre

symbol i uttrykket, om det demevis hadde statt

(a=b)-c+b(c—=d) _ a-b

—-d 1-2)3+2:(3—4 1-2 3—4
T'C+b'%e|lerw=—

e

4.3.2 Beviset for formelen for avstanden mellom eit punkt og plan

Det andre beviset er henta fra elevane si noverande R2-leerebok (Oldervoll et al., 2015,

s. 212-213), og i beviset skulle ein vise at avstanden h fra eit punkt P(x, y, z) til eit plan

|ax+by+cz+d|

aglttvedax+by+cz+d=Oerh=—m

, Sja vedlegg 5.

Temaet rundt beviset var truleg friskt i minnet da elevane nettopp hadde hatt prgve om
kapitelet, og alle informantane fortalte at dei kjente igjen beviset. Eg hapa difor at det
ville frigjera arbeidsminnekapasitet, da det kan tenkjast at dei hugsa ein del av reglane
fra kapittelet (Merriénboer & Sweller, 2005, s. 149), og at det difor kunne vera lettare
for elevane & snakka om, og forsta beviset. Igjen vil eg merkja at dette beviset fekk
mindre del av masteravhandlinga enn det andre beviset, bade fordi eg brukte mindre
tid pa det, men og fordi eg opplevde at truverdet vart svekka pa grunn av eit noko
snevert datamateriale. Likevel vil eg trekkja fram nokre delar av datamaterialet, da det

potensielt kan gje ein viss indikasjon pa temaet.

Den fyrste delen av beviset, som eg intervjua elevane om, handla om elevane skjgnte
kva 7 = [a, b, c] og Py(x,,v0,2,) var. DA eg spurde informantane om dette fekk eg
inntrykk av at dei til ein viss grad skjgnte kva symbola tyda. Til dgmes fortalte Kjetil
«Ja, altsa det, det er det du treng for & da lage eit plan». Da eg spurde Karl om han
visste kva symbolet 0 i punktet P,(x,, v, Zo) tydde, svara han: «[...] s& har du x,, y,,

z, for & vise at de hgyrer til P,, s kan du gjera det same med P,, P,, P;, berre for a
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vise at det hgyrer til det punktet». Desse sitata gjev indikasjon pa at elevane hadde
ein viss forstaing for kvifor 7 og P,(x,,v0,Zo) Vvar brukt i beviset. Som tidlegare skrive
kan forstaing for algebraiske symbol vera avgjerande for algebrakompetanse (English
& Warren, 1998, s. 166; Hiebert & Lefevre, 1986, s. 10; Naalsund, 2012, s. 33). Vidare
er tilstrekkeleg kunnskap ngdvendig for & resonnera, og resonnering kan vera viktig
for & forsta bevis (Alexander et al., 1997, s. 124; Kilpatrick et al., 2001, s. 130, 146;
Niss & Jensen, 2002, s. 54). Det kan difor henda at elevane si forstaing av desse

symbola gav dei mogelegheit til & forsta beviset.

Vidare vil eg ga inn pa den andre delen av beviset. Eg ville da innhenta informasjon
om elevane forstod at det var likninga for planet @ og punktet P,(xy,¥,,2,) SOM var

brukt i likninga
axg+ by, +czyg+d = 0.

Isak gav inntrykk av at han forstod kva dette tydde, da han fortalte «jo, det er, det same
som star her oppe da [ax + by + cz + d = 0], berre at dei har satt inn». Det kan difor
sja ut til at hans forstaing for transformativ algebra og symbolbruk gav han mogelegheit
til & forstd denne delen av beviset (Alexander et al., 1997, s. 124; Kieran, 2007, s. 714;
Kilpatrick et al., 2001, s. 130, 146; Lagrange, 2002, s. 163, sitert og omset i Kieran,
2007, s. 714; Niss & Jensen, 2002, s. 54-58). Andre elevar sag ut til & forstd mindre,

det er fglgande samtale og det pafglgjande sitatet eit dgme pa:

Intervjuar: Forstar du kva dei gjer der [del 2 av beviset]?
Kjetil: Ja, da gongar du inn normalvektoren med punktet, startpunktet
Intervjuar: [...] Kvar far dei d-en fra?

Kjetil: Eh, d-en vert jo det 0 vert d3, (...) eller viss du tar, la meg sja
Kjetil sag ikkje ut til & skjgne dette, og samtalen gjekk vidare:

Intervjuar: Viss du ser heilt gvst her sa star det «eit plan a har likninga dette
[ax + by + cz +d = 0]»

Kjetil: Ja, s skal me finna eit punkt til planet. Ja, det vert, eh, vert det da (...),
eh (...) eh (...). Ja, kvar fekk dei d fra? Lat meg sja, (...) for normalvektoren (...)

eh, vert ikkje det da, eg trur d er da (...) sluttpunktet (...) pa, eh, vektoren.
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| intervjuet med Tom fortalte han:

Pa grunn av a, b og c er jo sjglve normalvektoren som me har her, den vert satt
inn med den, og den d-en ma me finna ut av ved, eh, det var den einaste, det
var det einaste grunnen til at eg ikkje hugsar den, var at eg veit ikkje korleis dei

finn ut d-en.

Eg opplever det som noko utydeleg kva Kjetil og Tom pravde a forklara her, men likevel
tolkar eg det som at dei ikkje forstod at ein sat inn P,(x,,y,,z,) i likninga for planet «a.
Verken utan hjelp, eller med hint om at dei kunne sja pa likninga for planet «, sag det
ut til at desse to elevane skjgnte dette. Som nemnt fgr indikerte begge desse elevane
teikn til mangelfull forstaing for transformativ algebra og symbolbruk, og det kan difor
tenkjast at dette hindra dei i & resonnera og vidare forsta beviset (Alexander et al.,
1997, s. 124; Kieran, 2007, s. 714; Kilpatrick et al., 2001, s. 130, 146; Lagrange, 2002,
s. 163, sitert og omset i Kieran, 2007, s. 714; Niss & Jensen, 2002, s. 54-58).
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5 Drafting av hovudfunn

| dette kapittelet vil eg trekkja fram fire hovudfunn og drgfta dei. Dei tre fyrste funna
har samanheng med forskingsspgrsmala som omhandlar 1) forstding av algebraisk
symbolbruk, 2) forstaing av transformativ algebra og 3) felgjer av elevane si forstaing
i mgte med bevis. Det siste hovudfunnet svarar pa problemstillinga: «Korleis kan
algebrakompetansen til elevar i matematikk R2 paverka deira mogelegheiter til &
utvikla matematisk forstaing?». Ettersom forskingsspgrsmal ein og to legg grunnlaget
for & svara pa det tredje forskingsspgrsmalet, og fordi det sistnemnde
forskingsspgrsmalet kan leggja grunnlaget for & svara pa problemstillinga, vil dette
kapittelet i hovudsak fokusere pa funna tilknytt forskingsspgrsmal tre og

problemstillinga.

Far eg gar inn pa funna, vil eg igjen merkja at denne studien ikkje gjev eit fullstendig
bilete av elevane si forstding for, og kompetanse i algebraisk symbolbruk og
transformativ algebra, og heller ikkje eit fullstendig bilete av korleis algebraforstainga
og algebrakompetansen paverkar elevane i & forsta bevis. Likevel kan resultata gje ein
indikasjon pa deira forstaing, og med dette som utgangspunkt kan ein adressera

problemstillinga.

5.1 Funn 1: Teikn til mangelfull konseptuell kunnskap for

algebraisk symbolbruk
| trdad med Hiebert og Lefevre (1986, s. 3-4) og Hiebert og Carpenter (1992, s. 67-78)
sag eg etter teikn til konseptuell kunnskap eller mangelfull konseptuell kunnskap for
bruk av symbolklassane variablar, parameterar og konstantar for & svara pa det fyrste
forskingsspgrsmalet. Det fyrste funnet eg vil trekkja fram har samanheng med dette
forskingsspgrsmalet, og omhandlar at utvalet av R2-elevar i denne studien indikerte
fleire teikn til mangelfull konseptuell kunnskap for bruken av variablar, parameterar og

konstantar.

Dette funnet kom blant anna til syne gjennom teikn til at elevane var avhengige av
visse symbol for a klare nokre av oppgavene. Til demes gav datamaterialet indikasjon
pa at elevane hadde fleire utfordringar med a finna nullpunkta til eit polynom med

variabelen a og parameteren b, enn for eit polynom med variabelen x. Fordi det kan
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tenkjast at desse elevane ikkje klarte & tilpasse kompetansen om variabelen x til
variablar representert med andre bokstavar, hadde dei mogeleg mangelfullt
kunnskapsnettverk, og dette vart difor sett pa som teikn til mangelfull konseptuell
kunnskap (Hiebert & Carpenter, 1992, s. 67-76).

Vidare gav datamaterialet indikasjon pa mangelfull konseptuell kunnskap grunna
utfordringar tilknytt algebraisk symbolbruk i derivasjon og transformerande aktivitetar.
Dgmevis kom dette fram gjennom utfordringar tilknytt abstraksjonsnivaet til variablar,
og ukonsekvent og feil bruk av konstantar, parameterar og/eller variablar. Desse
indikasjonane stemmer overeins med tidlegare forsking. Stedgy et al. (2017, s. 202)
hevdar at elevar kan oppleva det vanskeleg a forsta og bruka abstrakte symbol, som
parameterar og variablar, og Hole et al. (2020, s. 1) skriv at nar analyse mgter algebra,
kan studentar oppleva problem tilknytt det matematiske spraket. At datamaterialet
indikerte mangelfull konseptuell kunnskap for bruken av variablar, parameterar og

konstantar var difor ikkje sveert overraskande.

Pa den andre sida kom det i analysen fram indikasjonar pa teikn til konseptuell
kunnskap for algebraisk symbolbruk. Til demes fortalte den eine informanten at ein
matte «gjort det med n» for at svaret skulle gjelde alle naturlege tal. Fordi det er rimeleg
a tru at denne eleven trakk koplingar mellom det generelle, det algebraiske symbolet
n og eigenskapane til n, vart dette sett pa som teikn til konseptuell kunnskap (Hiebert
& Lefevre, 1986, s. 3-4). Sjglv om analysen gav flest indikasjonar pa mangelfull
forstaing for algebraisk symbolbruk, fantes det difor 0g indikasjonar som braut med

dette mgnsteret.

5.2 Funn 2: Teikn til mangelfull og instrumentell forstding for
transformativ algebra

For & svara pa det andre forskingssparsmalet ville eg, med utgangspunkt i Skemp

(1976), sja pa om datamaterialet indikerte teikn til mangelfull, instrumentell eller

relasjonell forstaing for transformativ algebra. Sjglv om nokre delar fra denne analysen

vart sett pa som teikn til relasjonell forstding, gav datamaterialet i hovudsak

indikasjonar pa teikn til mangelfull og instrumentell forstaing for transformativ algebra,

og det andre funnet omhandlar dette.
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Som tidlegare skrive, sdg det ut til at elevane kunne utfgre transformative

rekneoperasjonar riktig, utan & vite kvifor dei fungerte. Til demes fortalte ein elev at
1 1
han ikkje visste om +/6x var det same som (6x)z eller (6x)z. Likevel sag det ut som

1
at han brukte den riktige omgjeringa: v6x = (6x)z. Ifglgje Kieran (2007, s. 714) er dette
transformativ algebra, og slike tilfelle vart difor sett pa som teikn til instrumentell

forstaing for transformativ algebra (Skemp, 1976).

Instrumentell forstding kan vera enklare & glgyma enn relasjonell forstaing (Skemp,
1976, s. 23-24). Det er difor rimeleg a tru at det er stgrre sannsyn for at elevane
glaymer eller dannar misoppfatningar (Brekke, 2002, s. 10), og vidare far mangelfull
forstding om dei tidlegare har arbeida instrumentelt, og ikkje relasjonelt. Ein av
informantane papeika og dette ved & fortelja at han opplevde det som vanskeleg a

hugsa alle reglane dei hadde lzert dei siste ara nar han berre hadde memorert dei.

| forlenging av dette kan det trekkjast fram at datamaterialet gav fleire indikasjonar pa
teikn til mangelfull forstaing for transformativ algebra. Som tidlegare skrive utfarte

nokre elevar transformative rekneoperasjonar feil, til degmes brukte ein elev at

a(b +c)® = (ab+ac)™, og ein anna elev at x™* = % Vel & merkja er dette riktig nar

a =1, men elevane brukte likskapane i tilfelle der det ikkje stemte. Eg fekk ikkje
inntrykk av at desse elevane skjgna at dette var feil, og sidan elevane difor sag ut til &
ha utfordringar tilknytt omgjering av uttrykk til ein ekvivalent form, vart dette sett pa
som ein indikasjon pa mangelfull forstaing for transformativ algebra (Kieran, 2007, s.
714).

Som tidlegare skrive fann Pedersen (2014, s. 66-67) ein tendens til at R2-elevane i
hennar studie presterte svakt om det vart stilt hgge krav til symbolmanipulering, og
ifelgje Kieran (2007, s. 714) omhandlar dette transformerande aktivitetar. Pedersen
(2014, s. 66-67) sitt funn tyder difor pd at elevane kunne prestere svakt i
transformerande aktivitetar, og dette er delvis samanfallande med mitt funn som

omhandlar at elevane hadde mangelfull forstaing for transformativ algebra.
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5.3 Funn 3: Teikn til at mangelfull algebraforstaing hindra elevar

i & forstd matematiske bevis i skulesamanheng
Resultat i denne studien gav indikasjon pa at elevar si algebraforstding kan gje
mogelegheit til & forsta delar av bevis. Til demes sag det ut til at to av elevane sag at

f = u - v vart brukt for & utfgre den transformative rekneoperasjonen

lim flx+Ax)—f(x) _ limu(x+Ax)-v(x+Ax)—u(x)-v(x).
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

(sja vedlegg 4)

For & skjgne denne bevisdelen kan det tenkjast at elevane blant anna brukte
symbolforstaing og transformativ algebra. Det er i forlenging av dette rimeleg a tru at
dei hadde tilkoplingar mellom desse to kunnskapsomrada, og at dei difor brukte

forstaing for & skjgne denne bevisdelen (Hiebert & Carpenter, 1992, s. 67).

Sjglv om datamaterialet gav teikn til mogelegheiter, viste resultata i hovudsak teikn til
det motsette. Det tredje funnet eg vil trekkja fram er difor at resultata i denne studien
tyda pa at mangelfull algebraforstaing hindra elevar i & forsta bevis. Med andre ord sag
det ut til at forstding for dei to bevisa som vart brukt i studien mogeleg kravde
algebraforstaing. Dette argumenterer eg for da datamaterialet indikerte teikn til at
elevane ikkje forstod delar av bevis som sag ut til & krevja algebraisk forstaing. Til
dgmes, som lagt fram i kapittel 4, sag det ut til at to av elevane ikkje klarte & sja at
punktet Py(x,,v,,2Z) Vart sat inn i planet «, i beviset for avstanden mellom punkt og
plan, sja vedlegg 5. Ifglgje Kieran (2007, s. 714) er dette transformativ algebra. | tillegg
vart det peika pa fleire indikasjonar p4 mangelfull forstaing for transformativ algebra
tilknytt desse elevane. Om elevane hadde hatt ei stgrre forstaing for dette, kunne
antakeleg sannsynet for a forsta denne transformative rekneoperasjonen auka. Det er
difor rimeleg & tru at mangelfull forstaing for transformativ algebra hindra elevane i a
forstd bevis. Vidare vil eg trekkja fram tre element som saerleg sag ut til a hindra

elevane i & forsta bevis.

For det fyrste tyder det pa at dersom transformerande rekneoperasjonar i bevis
inneheld relativt mange algebraiske symbol, kan det hindra elevane i a forsta dei. Dette
kom til demes til syne ved at ein elev fortalte at han hadde skjgna den transformerande

rekneoperasjon om det hadde statt
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lim u(x+Ax)v(x+Ax)—u(x)v(x) — lim u(x+Ax)v(x+Ax)—1+1—-u(x)v(x) (1)

Ax—0 Ax Ax—0 Ax
i staden for
Alim u(x+Ax)-v(x-;Ax)—u(x)-v(x) — lim U +AX) v(x+Ax)—u(x) v(x+Ax)+u(x) v(x+Ax)—u(x)v(x) (2)
x—0 X Ax—0 Ax

i beviset. Som tidlegare skrive hevdar Hiebert og Carpenter (1992, s. 75-76) at det er
umogeleg & bli kompetent i matematikk om ein har behov for ein ny strategi for kvart
problem. Pa den andre sida legg dei fram at forstaing kan auka sjansen for at elevar
klarar & bruka kunnskap i nye situasjonar. | situasjonen over kan det sja ut til at eleven
hadde utfordringar tilknytt uttrykket med relativc mange algebraiske symbol, men
mindre utfordringar tilknytt uttrykket som inneheldt feerre symbol. Dette ser ut til & vera
tilfelle sjglv om begge dei transformerande rekneoperasjonane kan forklarast med
same grunn: omgjeringa er korrekt fordi ein trekkjer fra og legg til det same. | tillegg
indikerte datamaterialet 0g at denne eleven hadde teikn til mangelfull algebraforstaing
for symbolbruk og transformativ algebra. Det kan difor verkja som at fordi eleven
mogeleg hadde mangelfull algebraforstaing for symbolbruk og transformativ algebra,
klarte ikkje eleven & bruka kunnskapen han brukte i (1) til & forklara den
transformerande rekneoperasjonen i (2), og at det difor hindra han i & forstd denne

bevisdelen.

For det andre tyda resultata pa at elevane i studien hadde mangelfull forstaing for
abstraksjonsnivaet til algebraiske symbol, og at dette hindra dei i a forsta bevis. Dette
kom blant anna til syne ved at ein elev fortalte at han opplevde det eine beviset som
vanskeleg fordi han ikkje visste «kva dei forskjellege tinga tyder. Eg veit ikkje kva v-
ane og u-ane er». Som tidlegare skrive, kan ein kort sagt seie at variablar varierer over
ulike typar mengder, som reelle tal, funksjonar og matriser (Shoenfield, 1967). Ein kan
seie at variablar har ulike abstraksjonsniva. | sitatet over viser eleven til variablane u
og v som star for deriverbare funksjonar. Desse variablane har eit anna
abstraksjonsniva enn variablar som star for reelle tal. Sidan denne eleven peikte pa at
han ikkje skjgnte kva v-ane og u-ane var, kan det vitha om at han sleit med a forsta
abstraksjonsnivaet for variablane, og at det hindra han i & forsta beviset. Eit anna dgme

pa at elevane hadde utfordingar tilknytt variablar som ikkje varierte over reelle tal, kom

72



til syne ved at fleire av elevane ikkje sag ut til & tolke og bruka g'(u(x)) riktig i

kjerneregelen.

Vidare ma ein i nokre oppgaver behandla konstantar, parameterar og variablar ulikt.
Sjolv om desse variablane i nokre tilfelle berre varierer over reelle tal, kan ein 6g knytte
dette til abstraksjonsniva, da bruken av dei ulike symbola varierer. | studien tyda det
pa at elevane og kunne ha utfordringar tilknytt dette, til dgmes i derivasjon. Som
tidlegare skrive, er tilstrekkjeleg kunnskap ngdvendig for & ressonere, og ressonering
kan vera viktig for & forsta bevis (Alexander et al., 1997, s. 124; Kilpatrick et al., 2001,
s. 130, 146; Niss & Jensen, 2002, s. 54). | denne studien indikerte informantane teikn
til mangelfull konseptuell kunnskap om algebraisk symbolbruk. | tillegg er det ei kjent
utfordring at elevar kan ha problem med a forsta og bruka abstrakte symbol (Steday
et al., 2017, s. 202). | forlenging av dette, og det fgrre avsnittet er det rimeleg a tru at
utfordringar relatert til mangelfull forstaing for abstraksjonsnivaet til symbol hindra

elevane i & forsta bevis.

Det tredje elementet som seerleg sag ut til & hindra elevane i studien i a forsta bevis
har tilknyting til det Haines (2020, s. 122-134) omtalar som sprak av 1. og 2. orden.
Datamaterialet i denne studien indikerte at elevane var avhengig av & nytta visse
algebraiske symbol, som x som variabel i polynom, for & meistre oppgaver. | tillegg
tyda det pa at elevane hadde fleire utfordringar tilknytt oppgaver med ukonvensjonell
symbolbruk, enn konvensjonell. Det kan ut fra dette tenkjast at elevane hadde sprak
av 2. orden nar notasjon var ukonvensjonell, som ved bruk av a som variabel i oppgave
1, medan sprak av 1. orden nar notasjonen var konvensjonell, som ved bruk av x som
variabel. Tilsvarande som Hgines (2020. s. 127) skriv, kan det sja ut til at dei trong eit
omsetjingsledd fra 1. orden, i dette tilfellet x, for & bruka variabelen a i oppgava, og at
dei med andre ord ikkje hadde direkte kontakt med meiningsinnhaldet til variablar. Det

kan difor tyda pa at elevane hadde sprak av 2. orden.

Som tidlegare peika pa kan sprak av 2. orden vera uheldig da til demes «vanskeleg
tenking» krevjar sprak av 1. orden, og vidare kan sprak av 2. orden fungere darleg som
eit tenkjereiskap (Hgines, 2020, s. 128). Om elevar har sprak av 2. orden og i tillegg

opplever bevis som kompliserte, er det rimeleg a tru at dei vil fA utfordringar med a
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bruka spraket som eit tenkjereiskap, og at dei dermed kan fa problem med & skjgna
bevis. | kapittel 4 vart fleire indikasjonar pa mangelfull forstaing for algebraisk
symbolbruk peika pa. Denne indikasjonen kan ha samanheng med at dei truleg ikkje
hadde sprak av 1. orden, og at dette vidare hindra dei i & «tenkja vanskeleg». Summert
opp kan det tyda pa at elevar med mangelfull forstaing for algebraisk symbolbruk, kan

hindrast i & forstad matematiske bevis i skulesamanheng.

54 Funn 4: Mangelfull algebrakompetanse kan hindra utvikling

av matematisk forstaing pa R2-niva
Som framheva i kapittel 2 kan kunnskap utan forstaing vera fordelaktig, til demes kan
prosedyrar verta gjennomfart raskt og med lite mental kapasitet (Hiebert & Carpenter,
1992, s. 78). I tillegg kan slik kunnskap frigjere arbeidsminnekapasitet, og den frigjorte
kapasiteten kan da brukast til meir avansert problemlgysing (Merriénboer & Sweller,
2005, s. 149). Pa den andre sida kan kunnskap utan forstaing glgymast fortare, og
fordelane kan difor vara i eit korttidsperspektiv. Ifglgje Hiebert og Carpenter (1992, s.
74-75) kan fordelane med forstaing vara i ein lengre periode, da ein kan hugsa betre
og da mengda ein ma hugsa vert redusert med forstaing. | tillegg skriv dei at forstding

kan generere meir forstding og auka sjansen for overfgring.

R2-elevar som faljer LKO6 har fatt relativt mykje undervisning i algebra opp gjennom
skulegangen, da algebra har vore sentralt i fleire matematikkfag i LKO6
(Utdanningsdirektoratet, 2006b, 2006c). Dersom ein ikkje har forstaing, og da ikkje
fordelane som kan fglgja med, kan ein antakeleg glayme kunnskapen fortare, ein ma
kanskje hugsa meir, og det kan vera vanskelegare a overfare kunnskapen til andre
situasjonar (Hiebert & Carpenter, 1992, s. 74-46). Ein kombinasjon av mykje
undervisning i algebra og mangelfull forstaing kan difor fara til at elevane ikkje klarar
a hugsa all kunnskapen. Vidare kan dette mogeleg fremja mangelfull
algebrakompetanse, som igjen kan fara til utfordringar. Seerleg sidan grunnleggjande
kunnskapar i algebra kan vera naudsynt for a leere anna matematikk (Grgnmo, 2017,
s. 52-54).

Niss og Hgjgaard (2019, s. 20-21) legg fram at algebraforstaing kan bli sett pa som ein

del av algebrakompetanse. Ein kan ut fri dette seie at datamaterialet i denne studien
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viste indikasjonar p& at elevane hadde mangelfull algebrakompetanse, da indikasjonar
pa teikn til mangelfull algebraforstaing er vist i denne masteravhandlinga. At norske
elevar har mangelfull algebrakompetanse vert 0g statta opp av tidlegare forsking (sja
til d@mes Grgnmo, Hole, et al., 2017 og Mullis et al., 2016a, 2016b).

Denne studien har indikert at elevar si algebraforstaing kan gje mogelegheiter til &
forstd bevis, men likevel viste resultata i hovudsak indikasjonar pa det motsette, at
elevane vart hindra i a forstad bevis grunna mangelfull algebraforstaing. Vidare kan
forstaing, som tidlegare skrive, bli sett pa som ein del av matematisk kompetanse, og
ein mate & oppna forstaing pa er gjennom bevis (Dickerson & Doerr, 2014; Hanna,
2000; Rav, 1999; Niss & Hgjgaard, 2019, s. 20-21). | forlenging av dette og funna i
denne studien, kan det difor tyda pa at mangelfull algebrakompetanse kan hindra
elevar sine mogelegheiter til & utvikla forstaing for matematiske tema i matematikk R2.
Dette hovudfunnet samsvarar delvis med tidlegare forsking. Til demes hevdar
Kilpatrick (et al., 2001, s. 122) at a utvikla forstaing for mange matematiske konsept

krevjar eit visst ferdighetsniva.

Ut fra dei farre avsnitta er det og rimeleg & tru at algebrakompetanse, i nokre
situasjonar, kan vera ein ngdvendig feresetnad for utvikling av matematisk forstaing.
Likevel er det viktig & merkja at ein ikkje kan betrakta algebrakompetanse som ein
tilstrekkeleg faresetnad, da andre faktorar som motivasjon og meistringsforventning
kan paverka forstaingsutviklinga (Maxwell, 2004; Skaalvik & Skaalvik, 2018, s. 189).

Vidare kan det tenkjast at mangelfull algebrakompetanse kan gje ein sjglvforsterkande
effekt, dette vil eg no forklara. Sidan resultata i denne studien tyder p& at mangelfull
algebrakompetanse kan hindra elevar i & utvikle forstaing, kan det henda at mangelfull
forstding for symbolbruk kan hindra elevane i & utvikla forstaing for transformativ
algebra (Niss & Hgjgaard, 2019, s. 20-21). A forsta transformativ algebra vil antakeleg
vera vanskeleg om elevar hoppar over eit forstadingsledd, som den syntaktiske
forstainga av symbol. Til demes, som tidlegare skrive, var det truleg fleire elevar som
ikkje sag at ein mista ei lgysing nar ein delte pa x i oppgave 4 i oppgavesettet. Dette
vart sett pa som ein indikasjon pa mangelfull forstaing for transformativ algebra, da
elevane sag ut til & ha utfordringar tilknytt likningslgysing (Kieran, 2007, s. 714). Dei
same elevane viste 0g primeert teikn til mangelfull konseptuell kunnskap for algebraisk
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symbolbruk. Om elevane i staden hadde indikert flest teikn til konseptuell kunnskap for
algebraisk symbolbruk, og hadde danna nettverk som gjorde at dei skjgna at dei matte
ta omsyn til Ilgysinga x = 0 nar dei delte pa x (Hiebert & Lefevre, 1986, s. 3-4), hadde
dei truleg hatt starre sjanse for a forsta den transformerande rekneoperasjonen.

Motsett kan det tenkjast at dersom elevar har mangelfull kompetanse om transformativ
algebra, kan det vera til hinder for a utvikla konseptuell kunnskap om algebraisk
symbolbruk. Dette kan vera sannsynleg da misoppfatningar ofte vert danna som eit
resultat av overgeneralisering (Brekke, 2002, s. 10). Om elevar har mangelfull
kunnskap om transformativ algebra, kan elevane kanskje ha lettare for a
overgeneralisera. Dannar elevane da misoppfatningar, kan det henda at det vil vera
vanskelegare & konstruera nye korrekte kunnskapsrelasjonar, og dermed
vanskelegare & utvikla forstaing (Hiebert & Carpenter, 1992, s. 69). Det kan difor tyda
pa at mangelfull kompetanse om transformativ algebra kan hindra utviklinga av

konseptuell kunnskap for algebraisk symbolbruk.

| forlenging av dette kan mangelfull kompetanse om algebraisk symbolbruk mogeleg
hindra elevar i & utvikla relasjonell forstaing for transformativ algebra, og at mangelfull
kompetanse i transformativ algebra kan hindra utvikling av konseptuell kunnskap for
symbolbruk. Det kan difor tenkjast at mangelfull algebrakompetanse kan gje ein

sjalvforsterkande effekt, og vidare hindra forstaingsutviklinga i st@rre og starre grad.

Vidare er det rimeleg a tru at mangelfull algebrakompetanse ikkje vil vera eit veldig
stort problem i dei fyrste ara av algebrainnlzeringa. Til demes treng ein mogeleg ikkje

mykje algebrakompetanse for & kunna finne arealet av ein trekant ved bruk av formelen

A= gz;h. Vidare kan det tenkjast at det vil vera viktigare med <

algebrakompetanse lenger ut i skulelgpet. Til dgmes kan a b
algebrakompetanse vera viktig for & skjgne bevis for
Pytagoras setning. Kort fortalt kan ein ut fra eit kvadrat som
inneheld fire rettvinkla trekantar og eit mindre kvadrat, sja

Figur 5.1, bevisa Pytagoras setning ved a rekna ut arealet

av det minste kvadratet to gongar. Ein kan da bruka o
Figur 5.1: Hjelpefigur for

algebraiske symbol og transformativ algebra for & vise beviset for Pytagoras setning.
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setninga, og for & skjgne dette beviset er det difor rimeleg a tru at det er viktig med

algebraisk kompetanse.

Det kan tenkjast at utfordringane tilknytt mangelfull algebrakompetanse kan sl inn fra
omtrent 10. trinn. Pa dette tidspunktet har elevar hatt algebraundervisning i fleire ar
(Utdanningsdirektoratet, 2006b), og mange resonnement pa dette nivaet vil truleg
basera seg pa algebraisk symbolbruk og transformativ algebra. Ettersom fag byggjer
pa kvarandre, og dermed kan krevja hggare og hggare kompetanse
(Utdanningsdirektoratet, 2006b), vil mangelfull kompetanse i algebraisk symbolbruk og
transformativ algebra antakeleg hindra elevane meir og meir. Det kan merkjast at Hole
et al. (2020, s. 7) peikar pa eit liknande funn, dei hevdar at mangelfull evne til a
behandla det syntaktiske abstraksjonsnivaet til variablar kan hindra elevar i a laysa
problem. Vidare vil problemet truleg ikkje stoppa pa vidaregdande. Nortvedt og
Sigveland (2019) kan delvis bekrefta dette resonnementet, da dei hevdar at mangelfull
forstaing og darleg flyt ved bruk av det algebraiske spraket kan hindra studentar si

laering pa hggare utdanning.

Vidare, som tidlegare skrive peikar Gravemeijer et al. (2017) pa at verda vert meir og
meir teknologisk og digitalisert, og at fokuset i skulematematikken bgr liggja pa
kompetanse som kompletterer i staden for & konkurrere med teknologien. Fordi
maskinar i aukande grad vert brukt i samband med matematikk, kan ein diskutere
viktigheita av skulealgebra. Til dgmes kan ein ved bruk av rekneverktgyet CAS
manipulere algebraiske symbol, uttrykk og likningar (Davis & Fonger, 2015, s. 240), og
transformativ algebra kan difor bli gjort med hjelp av CAS (Kieran, 2007, s. 714). Ein
kan da stilla spgrsmal om fokus pa transformativ algebra i skulen er viktig i ei
teknologisk og digitalisert verd. P& den andre sida tyder denne studien pa at mangelfull
kompetanse i transformativ algebra kan hindra elevar i & utvikla forstaing for
matematiske tema pa R2-niva. Gravemeijer et al. (2017) peikar pa at for & komplettera
i staden for & konkurrere med teknologien, bgr ein blant anna ha fokus pa a forsta
matematikken i datamaskinane. Dersom skulen ikkje har fokus pa & utvikla
kompetanse i transformerande aktivitetar, og elevane difor ikkje far gving i & bruka og
forsta transformativ algebra, kan det med bakgrunn i funna i denne studien tenkjast at

elevane vert hindra i a forsta sentrale matematiske omrade, og at dei da og kan bli
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hindra i & forstd matematikken i datamaskinane. | forlenging av dette vil eg difor
argumentere for at det er viktig & ha eit fokus pa transformativ algebra i

skulematematikken.

Til slutt i dette kapittelet vil eg merkja at sjglv om denne studien peikar pa verdien av
algebraisk forstaing, i form av konseptuell kunnskap og relasjonell forstaing, kan
prosedural kunnskap og instrumentell forstaing 0g vera viktig for & utvikla matematisk
kompetanse. Som tidlegare skrive har bade prosedural og instrumentell forstaing
fordelar, og vidare er bade konseptuell og prosedural kunnskap naudsynt for & oppna
matematisk kompetanse (Hiebert & Carpenter, 1992, s. 78; Hiebert & Lefevre, 1986,
s. 9; Skemp, 1976).
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6 Konklusjon

| denne studien har eg undersgkt korleis algebrakompetansen til elevar paverkar

utviklinga av matematisk forstaing ved a ta utgangspunkt i fglgjande problemstilling:

Korleis kan algebrakompetansen til elevar i matematikk R2 paverka deira

mogelegheiter til & utvikla matematisk forstaing?

For & undersgkja dette innhenta eg svar pa eit oppgavesett fra 16 elevar i matematikk
R2, og 4 av desse elevane vart intervjua. Oppgavesettet og elevsvara pa dei vart brukt
som artefaktar i intervjua. Datamaterialet som desse metodane gav vart analysert og

diskutert opp mot tidlegare forsking og teori.

I denne studien er fire hovudfunn trekt fram. Det fyrste funnet peikar pa at elevane i
studien i hovudsak indikerte teikn til mangelfull konseptuell kunnskap for bruken av
variablar, parameterar og konstantar. Dette kom blant anna til syne ved at det sag ut
tii at elevane kunne oppleva utfordringar i oppgaver med noko ukonvensjonell
symbolbruk. | tillegg sag det ut til at dei hadde utfordringar tilknytt abstraksjonsnivaet
til variablar. Det andre funnet omhandla at datamaterialet i hovudsak indikerte teikn til
instrumentell og mangelfull forstaing for transformativ algebra. Elevane sag ut til & ha
utfordringar med & gjera om uttrykk til ein ekvivalent form, og a bruka algebraiske
symbol pa ein riktig mate i transformative rekneoperasjonar. Det tredje funnet hadde
utgangspunkt i dei to fyrste, og indikerte at elevane hadde utfordringar med a forsta
bevis pa grunn av deira mangelfulle algebraforstaing. Seerleg kom dette til syne nar
elevane skulle skjgne transformative rekneoperasjonar med relativt mange symbol,
eller nar dei ikkje skjgna kva algebraiske symbol tyda eller kvar dei kom fra. Det siste
funnet svara pa problemstillinga, og hadde bakgrunn i dei tre fyrste funna, tidlegare
forsking og teori (sja demevis Alexander et al., 1997, s. 124; Dickerson & Doerr, 2014;
Hanna, 2000; Kieran, 2007, s. 714; Kilpatrick et al., 2001, s. 130, 146; Lagrange, 2002,
s. 163, sitert og omset i Kieran, 2007, s. 714; Niss & Jensen, 2002, s. 54-58; Rav,
1999). Dette funnet indikerte at mangelfull algebrakompetanse kan hindra elevar sine
mogelegheiter til & utvikla forstaing for matematiske tema i matematikk R2. Vidare i
kapittelet vil eg trekkja ut og presentere didaktiske implikasjonar, studien sine

avgrensingar og forslag til vidare forsking.
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6.1 Didaktiske implikasjonar

Som tidlegare skrive kan ikkje funna i denne studien generaliserast, men likevel kan
dei ha ein viss overfagringsverdi (Gleiss & Seether, 2021, s. 207; Thagaard, 2018, s.
181-182). Dette gjev difor didaktiske implikasjonar.

| LK20 vert djupnelaering meir vektlagt enn i LKO6 (Kunnskapsdepartementet, 2018;
Meld. St. 28 (2015-2016), s. 16). Skaalvik og Skaalvik (2018, s. 79) legg fram at
djupneleering kan fremja forstaing. | denne studien tyder funn pa at mangelfull
algebraforstaing kan vera til hinder for elevar, og fokus pa djupneleering kan difor vera
viktig for & fremja forstaing. Skaalvik og Skaalvik (2018, s. 81-84) peikar pa korleis
leerarar kan fremja djupneleering, og eg vil trekkja fram nokre dgmer. Dei legg fram at
ein kan fremja dette ved a fokusera pa fordjuping i leerestoffet over tid, som ved a bruka
mange dgmer pa same fenomen. Dei skriv at leerarar bgr ha fokus pa aktiv
elevdeltaking, at det er viktig at elevane utviklar sjglvregulerande ferdigheiter og at dei
laerer & reflektera over eigen laering. | forlenging av dette er det rimeleg a tru at fokus

pa desse didaktiske praksisane kan fremja algebraforstainga til elevar.

Vidare tyder funn i denne studien pa at mangelfull kompetanse for algebraisk
symbolbruk og transformativ algebra kan hindra elevar i a utvikla matematisk forstaing,
og det kan difor vera viktig & heva algebrakompetansen til norske elevar. | denne

samanhengen vil eg trekkja fram tre didaktiske implikasjonar.

For det fyrste vil eg trekkja fram behovet for fokus pa forstaing av, og kompetanse i
transformerande algebraiske aktivitetar i skulen. Som eg argumenterte for tidlegare,
kan dette vera viktig for & utvikla forstaing for matematiske omrader, og fokus pa dette
i skulen bgr difor truleg vera sentralt. For det andre kan det vera tidkrevjande for elevar
a oppna forstding for algebraiske symbol (Sfard, 1995, s. 25-26). For a heva
algebrakompetansen kan det mogeleg vera viktig at leerarar legg opp undervisninga
med blant anna dette som grunnlag. For det tredje kan lserarar ifglgje Hgines (2020,
s. 122-134) paverka assosiasjonane elevane far til algebraiske symbol, og i forlenging
av dette og som tidlegare skrive, kan sprak av 2. orden antakeleg hindra elevar i a

utvikla matematisk forstaing. Det kan difor vera viktig som leerar a tenkja gjennom
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korleis ein kan hjelpe elevar til & utvikla assosiasjonar til algebraiske symbol, som gjer

at deira sprak vert av 1. orden.

6.2 Studien sine avgrensingar og forslag til vidare forsking

Som tidlegare skrive har alle forskingsmetodar sterke og svake sider (Everett &
Furseth, 2012, s. 128), og denne avhandlinga gjev ikkje svar pa alle spgrsmal rundt
studien sitt tema. Eg vil avslutningsvis leggja fram nokre av avgrensingane til denne

studien, og i tillegg peika pa forslag til vidare forsking.

| denne studien har eg sett indikasjonar p& at mangelfull algebrakompetanse kan
hindra elevar i & utvikla forstding, men ikkje hatt fokus pa korleis ein kan redusera
hindringane. Studiar som set fokus pa korleis ein kan arbeide mot dette kan difor vera
interessant. Vidare er denne studien gjort med R2-elevar som tek fag tilknytt LKOG6.
R2-elevar skal fra og med hausten 2022 ga over til den nye laereplanen
(Utdanningsdirektoratet, 2020). Det kan difor vera interessant a sja pa om R2-elevar
som falgjer LK20 sin algebrakompetanse hindrar forstaingsutviklinga i matematikk, og
eventuelt sja kva for nokre ulikheitar i laereplanane som kan ha endra resultatet. Til

dgmes kan ein sja om fokuset pa djupnelaering i LK20 har paverka resultata.

| analysen av denne studien sag eg at datamaterialet indikerte teikn til mangelfull
konseptuell kunnskap for symbolbruk, og teikn til instrumentell og mangelfull forstaing
for transformativ algebra. | tillegg tyda det pa at informantane hadde utfordringar tilknytt
bevis som mogeleg kravde algebraforstaing. Sjglv om datamaterialet gav fleire
indikasjonar pa at algebraforstdinga og da algebrakompetansen hindra elevane i
utvikling av forstaing (Niss & Hgjgaard, 2019, s. 20-21), treng ikkje samanhengen &
vera kausal. Det kan vera andre bakanforliggjande faktorar i denne kvalitative studien
som kan ha paverka samanhengen mellom algebrakompetansen og elevane si
utviking av forstding (Maxwell, 2004). Til demes kan motivasjon og
meistringsforventning vera faktorar som spelar inn (Skaalvik & Skaalvik, 2018, s. 189).
Meir omfattande studiar kan difor bli gjort for & fa eit sikrare bilete av situasjonen, og
vidare auka truverda. Til demes kunne dette blitt gjort med eigna kvantitative studiar
(Johnson, 2013, s. 279-280).
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Til slutt vil eg igjen peika pa at denne studien berre er gjort med ein klasse, utvalet er
ikkje representativt og situasjonen kan ikkje generaliserast (Gleiss & Seether, 2021, s.
207). Resultata i denne masteravhandlinga gjeld difor berre for dei faktiske
informantane i denne studien. For & generalisera resultata kunne det difor vore
interessant & undersgka liknande problemstillingar i kvantitative studiar med
representative utval. | tillegg, nar det gjeld paverkinga av algebraforstaing har eg berre
sett p& bevis og resonnement, og studien er avgrensa av dette. Det kunne 0g vore
interessant a gjennomfgra studiar som undersgkjer paverkinga pa andre aspekt i

skulematematikken, som til demes problemlgysing eller modellering.
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Vedlegg 1: Vurdering fra NSD

30.07.2021 - Vurdert

Det er var vurdering at behandlingen av personopplysninger i prosjektet vil vaere i
samsvar med personvernlovgivningen sa fremt den gjennomfgres i trdd med det som
er dokumentert i meldeskjemaet med vedlegg den 30. juli 2021, samt i
meldingsdialogen mellom innmelder og NSD. Behandlingen kan starte.

TYPE OPPLYSNINGER OG VARIGHET
Prosjektet vil behandle alminnelige kategorier av personopplysninger frem til 31.
desember 2022.

LOVLIG GRUNNLAG

Prosjektet vil innhente samtykke fra de registrerte til behandlingen av
personopplysninger. Var vurdering er at prosjektet legger opp til et samtykke i
samsvar med kravene i art. 4 og 7, ved at det er en frivillig, spesifikk, informert og
utvetydig bekreftelse som kan dokumenteres, og som den registrerte kan trekke
tilbake. Lovlig grunnlag for behandlingen vil dermed veere den registrertes samtykke,
jf. personvernforordningen art. 6 nr. 1 bokstav a.

PERSONVERNPRINSIPPER
NSD vurderer at den planlagte behandlingen av personopplysninger vil falge
prinsippene i personvernforordningen om:

- lovlighet, rettferdighet og dpenhet (art. 5.1 a), ved at de registrerte far
tilfredsstillende informasjon om og samtykker til behandlingen

- formélsbegrensning (art. 5.1 b), ved at personopplysninger samles inn for spesifikke,
uttrykkelig angitte og berettigede formal, og ikke viderebehandles til nye uforenlige
formal

- dataminimering (art. 5.1 ¢), ved at det kun behandles opplysninger som er adekvate,
relevante og ngdvendige for formalet med prosjektet

- lagringsbegrensning (art. 5.1 e), ved at personopplysningene ikke lagres lengre enn
ngdvendig for & oppfylle formalet

DE REGISTRERTES RETTIGHETER
NSD vurderer at informasjonen om behandlingen som de registrerte vil motta
oppfyller lovens krav til form og innhold, jf. art. 12.1 og art. 13.

Sé lenge de registrerte kan identifiseres i datamaterialet vil de ha fglgende
rettigheter: innsyn (art. 15), retting (art. 16), sletting (art. 17), begrensning (art. 18) og
dataportabilitet (art. 20).

Vi minner om at hvis en registrert tar kontakt om sine rettigheter, har
behandlingsansvarlig institusjon plikt til & svare innen en méaned.
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FOLG DIN INSTITUSJONS RETNINGSLINJER NSD
legger til grunn at behandlingen oppfyller kravene i personvernforordningen om
riktighet (art. 5.1 d), integritet og konfidensialitet (art. 5.1. f) og sikkerhet (art. 32).

For a forsikre dere om at kravene oppfylles, ma dere falge interne retningslinjer og
eventuelt radfare dere med behandlingsansvarlig institusjon.

MELD VESENTLIGE ENDRINGER

Dersom det skjer vesentlige endringer i behandlingen av personopplysninger, kan det
veere ngdvendig a melde dette til NSD ved a oppdatere meldeskjemaet. Far du
melder inn en endring, oppfordrer vi deg til & lese om hvilke type endringer det er
ngdvendig & melde: https://www.nsd.no/personverntjenester/fylle-ut-meldeskjema-
for-personopplysninger/melde-endringer-i-meldeskjema Du ma vente pa svar fra
NSD far endringen gjennomfares.

OPPFOLGING AV PROSJEKTET
NSD vil falge opp ved planlagt avslutning for & avklare om behandlingen av
personopplysningene er avsluttet.

Kontaktperson hos NSD: Njaal H. Neckelmann

Lykke til med prosjektet!
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Vedlegg 2: Informasjons- og samtykkeskriv

Vil du delta i forskningsprosjektet

«R2-elevers algebraforstielse»?

Dette er et spersmal til deg om 4 delta i et forskningsprosjekt hvor formalet er 4 underseke R2-elevers
arbeid med algebra. I dette skrivet gir vi deg informasjon om prosjektet og hva deltakelse vil innebzre
for deg.

Formal

Dette er et forskningsprosjekt til en masteroppgave i lererutdanningen ved Universitetet i Oslo,
Institutt for lererutdanning og skoleforskning. Temaet for prosjektet er R2-elevers arbeid med algebra.
Prosjektet gjennomfores skolearet 2021/2022.

Hvem er ansvarlig for forskningsprosjektet?
Universitetet i Oslo er ansvarlig for prosjektet.

Hvorfor fir du spersmal om 4 delta?
Du er elev i matematikk R2.

Hva innebzrer det for deg & delta?

Hvis du velger a delta i prosjektet, innebarer det at du arbeider med en skriftlig kunnskapspreve om
algebra. Det vil ta deg ca. 45 minutter. Du kan ogsa bli spurt om a delta i et intervju (omtrent 30 — 40
minutter) om kunnskapspreven i etterkant.

Det er frivillig 4 delta

Det er frivillig a delta i prosjektet. Hvis du velger & delta, kan du nar som helst trekke samtykket
tilbake uten & oppgi noen grunn. Alle dine personopplysninger vil da bli slettet. Det vil ikke gi deg
noen negative konsekvenser hvis du ikke vil delta eller senere velger a trekke deg.

A velge 4 ikke delta vil ikke pavirke ditt forhold til skolen eller lzreren. De som velger 4 ikke delta pa
kunnskapspreven, vil fa et alternativt opplegg fra klassens larer.

Ditt personvern — hvordan vi oppbevarer og bruker dine opplysninger

Vi vil bare bruke opplysningene om deg til formalene vi har fortalt om i dette skrivet. Vi behandler
opplysningene konfidensielt og i samsvar med personvernregelverket. Kun masterstudent og veileder
vil ha tilgang til dine opplysninger. Navnet og kontaktopplysningene dine vil erstattes med en kode
som lagres pa egen navneliste adskilt fra evrige data.

Deltakerne vil ikke kunne gjenkjennes i publikasjoner basert pa dette prosjektet.

Hva skjer med opplysningene dine nér vi avslutter forskningsprosjektet?
Opplysningene anonymiseres nar prosjektet avsluttes/oppgaven er godkjent, noe som etter planen er 1.
juli 2022. Ved prosjektslutt vil alle personopplysninger og lydopptak slettes.

Dine rettigheter
Sé lenge du kan identifiseres i datamaterialet, har du rett til:
- innsyn i hvilke personopplysninger som er registrert om deg, og a fa utlevert en kopi av
opplysningene,
- a fa rettet personopplysninger om deg,
- & fa slettet personopplysninger om deg, og
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- asende klage til Datatilsynet om behandlingen av dine personopplysninger.

Hva gir oss rett til & behandle personopplysninger om deg?
Vi behandler opplysninger om deg basert pa ditt samtykke.

Pé oppdrag fra Universitetet i Oslo har NSD — Norsk senter for forskningsdata AS vurdert at
behandlingen av personopplysninger i dette prosjektet er i samsvar med personvernregelverket.

Hvor kan jeg finne ut mer?
Hvis du har spersmal til studien, eller ensker & benytte deg av dine rettigheter, ta kontakt med:
e Universitetet i Oslo ved Anna Harestad (annaharestad@gmail.com) eller Arne Hole
(arne.hole@ils.uio.no).
e Vart personvernombud: Roger Markgraf-Bye (personvernombud@uio.no)

Hvis du har spersmal knyttet til NSD sin vurdering av prosjektet, kan du ta kontakt med:
e NSD — Norsk senter for forskningsdata AS pa epost (personverntjenester@nsd.no) eller pa
telefon: 55 58 21 17.

Med vennlig hilsen

Ame Hole Anna Harestad
(Veileder) (Student)
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Samtykkeerklering

Jeg har mottatt og forstatt informasjon om prosjektet «R2-elevers algebraforstaelse», og har fatt
anledning til 4 stille spersmal. Jeg samtykker til:

O & delta i kunnskapspreve om algebra (omtrent 45 minutter)
O a delta i intervju om kunnskapspreven i etterkant (omtrent 30 — 40 minutter)

Jeg samtykker til at mine opplysninger behandles frem til prosjektet er avsluttet

(Signert av prosjektdeltaker, dato)
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Vedlegg 3: Oppgavesett

Oppgaver

Oppgave 1

Finn nullpunktene til polynomet
f(a) = 2a? — 3ab + b?

Oppgave 2
Deriver funksjonene gitt ved:
a) f(x) =vV6éx
b) g(x) =2x-(x +3)'°
¢) h(x) = e¥™
d) i(x) = (x*+ 5) % dera#0

Oppgave 3
Deriver funksjonene gitt ved:
a) fA =7 -v22+1
b) g(8) =e®*(6%+3)? der # 0

Oppgave 4
La a vaere en konstant ulik 0. Finn de to x-verdiene der grafene tily = 10°ax og
y = x2/106 skjaerer hverandre.

Oppgave 5

Finn verdien til det algebraiske uttrykket
x—2x+3x —4x+..... +99x — 100x

narx =3

Oppgave 6
Stemmer det at kvadratet til et naturlig tall a (a € N) alltid er én mer enn produktet av de to
naturlige tallene na@rmest a?

N = {1,2,3,4,5,6,..}
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Oppgave 7

Lan € Z,derZ={..,-2,-1,0,1,2, ...}
Hvilket utrykk er sterst, 2n eller n + 27
Forklar hvordan du tenkte.

Formler du kan bruke:

o (f)-g@) = FE)-g(x) + fx) g'(®)

_ u(x) ' _ u'(@)vx)-ulx)v'(x)
s f) =75 f(x)_W
o f(x)= g(ux)) flx)=g'(w) u'(x)
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Vedlegg 4: Bevis for formelen (u-v) =u'-v+u-v'

Utklippet er henta fra: Oldervoll, T., Orskaug, O., Vaaje, A., Svorstal, O. & Hals, S.
(2013). Sinus: Matematikk R1. (2. utg.). Cappelen Damm.

BEVIS FOR FORMELEN (u-v)'=u'

Vi forutsetter nd at /= u - v, der u og v er to deriverbare funksjoner.
Funksjonene er da ogsa kontinuerlige.

von v S+ AX) —fx)
f&)= Alvlrgo Ax
) u(x + Ax) - v(x + Ax) — u(x) - v(x)
= lim
Ax —0 Ax
. u(x + Ax) - v(x + Ax) — u(x) - v(x + Ax) + u(x) - v(x + Ax) — u(x) - v(x)
= lim
Ax—0 Ax
~ (ux + Ax) —u(x)) - v(x + Ax) + u(x) - (v(x + Ax) — v(x))
= lim
Ax—0 Ax
+ Ax) — v(x + Ax) — v(x)
_ g“_‘,o u(x A; u(x) W+ ) + ) -~
uEtA)-ue e YEHA) )
N zgrgo Ax .Allr—neo L g Ali"lo Ax

u'(x) - v(x) + u(x) - V(x)

I den tredje linja trakk vi fra og la til leddet u(x) - v(x + Ax) i telleren.
I den nest siste linja brukte vi grenseverdisetninger.

Til slutt brukte vi definisjonen av #'(x) og V'(x) ogat v eren
kontinuerlig funksjon slik at Al)i(m ; v(x + Ax) = v(x).
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Vedlegg 5: Bevis for avstanden mellom punkt og
plan

Utklippet er henta fra: Oldervoll, T., Orskaug, O., Vaaje, A., Svorstgl, O. & Hals, S.
(2015). Sinus: Matematikk R2. (2. utg.). Cappelen Damm.

Et plan « har likningen
ax+by+cz+d=0

Vi skal né finne en formel for avstanden # fra et punkt P(x, y, z) til planet a.

Px, y, 2)
h

¥

n

n Po(xo, Yo 20

En normalvektor for planet er 77 =[a, b,c]. La F,(x,, ,,z,) vare fotpunktet
for normalen fra P ned pa planet. Da er
RJP = [X =Xy V= Vo2~ Z“]

Dermed er

n- R)P = [(l, I)~C] '["‘ —Xps ¥ = VorZ— sz
=a(x—=x))+b(y—y,)+c(z-2z,)
=ax—ax, +by-by, +cz—cz,
=ax+by+cz—(ax, + by, +cz,)

Ettersom F,(x,, ,,z,) ligger pa planet a, er
axy +by, +czy+d =0

ax, + by, +czy=-d

Det gir

ﬁ~PTP:ax+by+cz—(axu +by, +cz,)

=ax+by+cz—(-d)

=ax+by+cz+d

La v vaere vinkelen mellom 7 og Ef’ Ettersom bade 7 og —PTP star vinkelrett
pé planet, er v enten 0° eller 180°. Da er cos v enten 1 eller —1.

Definisjonen av skalarproduktet gir
E-P,,—P=|ﬁ]‘]i’(7’|~cosv

ax+by+cz+d=\a* +b* +c* -h-(x1) |PP|=h
_ axtbytez+d

Va* +b* +¢?

Men avstanden /# ma vare et positivt tall. Det gir denne formelen:

h

Avstanden 4 fra punktet P(x, ¥, z) til planet & med likningen
ax+by+cz+d =0er gitt ved

h_|ax+by+cz+d|

Va* +b* +¢?

I formelen for A setter vi inn koordinatene til P i telleren.
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Vedlegg 6: Intervjuguide

Intervjuguide til master

Startspersmal
1) Kva tenkjer du om oppgavesettet du gjorde i gar?

Spersmal til spesifikke oppgaver:
1) Har du sett eller jobba med ei liknande oppgave far?

e Eventuelt: kva er annleis?
2) Korleis tenkte du da du arbeida med denne oppgava?
3) Kvifor gjer du «dette»?/ Kan du forklare kvifor du kan gjere «dette»?
4) Var deler av denne oppgava spesielt vanskelige eller enkle?
o Eventuelt: kva for nokre delar og kvifor?
e Hadde oppgava vert enklare dersom ... ?
o Deme 1: Hadde oppgava vore enklare om det ikkje stod a # 0?
o Degme 2: Hadde oppgava vore enklare om det stod x i staden for A?
5) Veit du om andre matar a lgyse denne oppgava pa?

e Eventuelt: korleis kunne du da lgyst den?

Spersmal til bevis

Bevis: Produktregelen

1) Om nokon hadde spurt deg om du kunne forklart kvifor produktregelen
fungerer, kva hadde du svart?

2) Kan du lese nedover og forklare kva som skjer i beviset?

e Kva er det som eventuelt stopper deg?

3) Om du matte forklart kvifor produktregelen fungerer, ville du prevd a bruke
dette beviset, eller hadde du prgvd a finne noko anna som kunne forklart
regelen?

4) Forklarer dette beviset deg kvifor produktregelen er riktig?

5) Dette beviset er henta fra R1-boka dykkas. Sag du pa det da du hadde R1?

o Kvifor sag du pa det?/Kvifor sag du ikkje pa det?
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Bevis: Bevis for avstanden mellom punkt og plan

1) Me ser pa denne delen:

En normalvektor for planet er 7i =[a, b,c}. La F(x,, y,,2,) vare fotpunktet
for normalen fra P ned pa planet. Da er

Figur 1: Fyrste del av beviset som blir brukt i intervjuet
o Kvifor burkar dei 7 = [a, b, c] 0g Py(x,, Yo, 2,) i beviset?
o Kva tydar teikna?
o Kvar kjem nullane i Po, xo, Yo, zo fra?
2) Kan du forklare kva som skjer her?
Ettersom F,(x,, y,,z,) ligger pa planet a, er
ax, +by, +cz,+d=0
ax, + by, +cz,=-d
Figur 2: Andre del av beviset som blir brukt i intervjuet

3) Kan du forklare kva som skjer her?

ﬁ~ﬁ=|ﬁl‘|7’o_Pl~cosv

ax+by+cz+d=\a* +b +c* -h-(x]) PP|=h
_+ax+by+cz+d

o
Jat +b* +¢?

Figur 3: Tredje del av beviset som blir brukt i intervjuet

h

Avrundingsspgrsmal

1) Undersgkingar visar at mange norske elevar har problem tilknytt algebra. Kva
kunne ein gjort for a forbetre den norske algebraundervisinga?

Figur 1, 2 og 3 er henta fra: Oldervoll, T., Orskaug, O., Vaaje, A., Svorstal, O. & Hals,
S. (2015). Sinus: Matematikk R2. (2. utg.). Cappelen Damm.
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