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Forord

Kompendiet du har mellom hendene er forhapentligvis dgmt til et kort liv. Meningen er at
det skal absorberes av et mer omfattende kompendium som Herman Ruge Jervell og un-
dertegnede arbeider med. Forfatteren vil ikke bruke for mye tid pa a finpusse denne ytterst
midlertidige presentasjonen av stoffet. Derfor er kompendiet ufullendt i visse henseende.
For det fgrste er oppgavestoffet noe vilkarlig. Det er lite gjennomtenkt. For det andre er
teksten blottet for referanser til annen litteratur. For det tredje kommer fgrste kapittel noe
“bratt pa” leseren. Den andre og tredje svakheten har jeg forsgkt & bgte pa med enkle
midler. Jeg har lagt til et lite kapittel helt til slutt hvor det gis noen viktige referanser, og
i en liten innledning hinter jeg om hva leseren bgr veere fortrolig med fgr han eller hun tar
fatt pa forste kapittel.

...0g pa tross av alt dette, mener jeg bestemt at kompendiet er en rimelig ferdig og selv-
stendig enhet. Det gir en historie om klassiske resultater i matematisk logikk. Det dreier seg
blant annet om kompletthet, kompakthet, ikke-standard modeller, elementaert ekvivalente
teorier, primitivt rekursive funksjoner, rekursive funksjoner, rekursive og rekursivt tellbare
mengder, Churchs tese og mye mer. Utgangspunktet er noen lgse betraktninger rundt ma-
tematikk og forste ordens teorier. Derfra driver et naturlig hendelsesforlgp historien fram
til en like naturlig slutt: ufullstendighets- og navgjgrbarhetsresultater. Enhver med grunn-
leggende kunnskap om formell logikk vil ha forutsetning for a lese kompendiet. Jeg tror
mange databehandlere kan ha utbytte av a lese det.

Vuokko Helena Caseiro, Jo Erskine Hannay og Geir Kirkebgen har lest korrextur, a hjelpt
meg med sproget og presentasjonen av stoffet. Det er flere en meg som bgr takke dem,
og det er fint om andre fortsetter arbeidet disse tre har begynt pa. Si i fra om du finner
noe i kompendiet som bgr rettes pa eller forandres. Den elektroniske postadressen min er
larsk@ifi.uio.no. Ingen feil er for liten til & rettes opp!

Lars Kristiansen
Institutt for informatikk
Universitetet i Oslo
Oslo, november 1995



Hva kreves av leseren?

Kurt Gédel viste i 1929 at

Teorem 0.1 Et forste ordens utsagn er sant i alle modeller hvis og bare hvis det kan utledes
i et formelt bevissystem.

Dette er kompletthetsteoremet for forste ordens logikk. Man bgr ha en god forstaelse av
teoremet for man gir seg i kast med dette kompendiet. Ideelt sett bgr man ogsa kjenne til
tremetoden. (Tremetoden er et formelt bevissystem.) Skulle tremetoden vare en fremmed,
kan man likevel ha tilneermet fullt utbytte av kompendiet hvis man er kjent med et annet
formelt bevissystem, det vaere seg et Frege-Hilbert-system, et sekventkalkylesystem eller
et system basert pa naturlig deduksjon. Det viktigste er at leseren er seg bevisst slike
systemers syntaktiske karakter. Videre bgr man ha god trening i & tolke og manipulere
formelle logiske uttrykk, og sammenhenger som

Teorem 0.2 La A,,..., A, og B vare lukkede forste ordens utsagn. Folgende tre pastander
er ekvivalente. (i) Mengden {Ay, ..., A,, B} er ikke tilfredsstillbar. (ii) B folger logisk fra
Ay, ..., A, (dvs. B er sant i enhver modell for Ay,...  A,). (i) AyANAsAN...NA, — B
er gyldig (dvs. sant i alle modeller).

regner jeg ogsa med at leserne er innforstatt med. En mindre sentral og mer teknisk sak
man bgr ha hert om er [1?-utsagn, X{-utsagn og Al-utsagn.

- Et kvantorfritt forste ordens utsagn er pa I13-form, X3-form og Aj-form.

- La A vare et utsagn pa X2-form og la B vere et utsagn pa formen Yz, ...Vz, A. Da
er B et utsagn pa IIj  -form.

- La A veere et utsagn pa I12-form og la B vaere et utsagn pa formen Jx;...3z, A. Da

er B et utsagn pa X

ny1-form.

- Et T1?-utsagn er et utsagn som er ekvivalent med et utsagn pa I19-form.
- Et X0-utsagn er et utsagn som er ekvivalent med et utsagn pa X?-form.

- Et AY-utsagn er et utsagn som bade er ekvivalent med et II?-utsagn og med et X9-
utsagn.

Sa utsagnet (Ja)(Vy)|P(z,y)] A (Fz)(Vy)[Q(z,y)] er et X5-utsagn siden det er ekvivalent
med utsagnet (Jz)(Ju)(Vy)(Vo)[P(z, y) A Q(u, v)]. Utsagnet (Jz)[P(z)] A (Va)[Q(z)] er et
AY-utsagn siden det er ekvivalent med bade (32 )(Vy)|[P(2)AQ(y)] og (Vy)(Fz)|[P(z)AQ(y)].
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Kapittel 1

Kompletthet og kompakthet

1.1 Innledning

1.1.1 Tallteori

Primaert er vi ikke opptatt av hva som er sant i alle mulige strukturer. Vanligvis ikke.
Vanligvis interesserer vi oss for en bestemt struktur. Nar en skolelerer forteller elevene at
(z/y)/(u/v) = (z x v)/(y x u) holder for alle x,y, u, v, s& har han en bestemt struktur i
tankene, nemlig en struktur der universet er de rasjonale tallene og hvor / og x tolkes pa
en bestemt mate. Forteller vi leseren at

Ve,y)|(F)0<z N a+2<yANy+z<z] — z=y]

s& vil han eller hun kanskje nikke og si til seg selv at slik ma det veere. Da har leseren
hatt en bestemt struktur i bakhodet. Utsagnet holder jo opplagt ikke i enhver fgrste ordens
struktur. Matematikk dreier seg vanligvis om bestemte strukturer. Tallteori er en disiplin
de fleste er en smule fortrolig med. Universet er de naturlige tallene N = {0, 1,2,...}, og

(1) Det finnes uendelig mange primtall
(2) Det finnes uendelig mange z,y, z slik at 2% 4 y* = 22.1

er eksempler pa tallteoretiske pastander. Mange av leserne vil vaere i stand til & vise den
forste pastanden. Langt faerre vil veere i stand til & vise den andre, men det vil ikke veere
noen sensasjon om noen gjor det. Teoremet ble vist allerede i antikken. Den tallteoretiske
péastanden

(3) Ligningen 2™ + y™ = 2" har ingen lgsninger nar n > 2 og x,y,z > 0.

er kjent under navnet Fermats gjetning. I over 300 ar levde man i uvisshet om hvorvidt
dette var sant. Det ble nylig bevist at gjetningen holder. De to tallteoretiske pastandene

(4) Ethvert partall kan skrives som summen av to primtall.

(5) Det finnes uendelig mange tvillingprimtall.?

!Tigninger av denne typen kalles diophantiske ligninger.
*Tvillingprimtall er primtallspar av typen (11,13), (17,19) og (29, 31).



har man tross store anstrengelser aldri klart & bevise (eller motbevise). Vi forsgker na &
fortelle leseren, hvis han/hun mot formodning ikke allerede skulle vite det, at tallteori slett
ikke er trivielt. S& langt der i fra.

La oss se pa et sprak som i tillegg til de fgrste ordens logiske symbolene bestar av de ikke-
logiske symbolene +, x,.S og 0. S& tenker vi oss en modell N for dette spraket hvor de
ikke-logiske symbolene tolkes pa den indikerte maten, dvs. det binaere funksjonssymbolet
+ tolkes som addisjonsfunksjonen, det bineere funksjonssymbolet x tolkes som multiplika-
sjonsfunksjonen, det unare funksjonssymbolet .S tolkes som etterfglgerfunksjonen og navnet
0 tolkes som tallet 0. Universet til A" er de naturlige tallene. Dette ytterst begrensede sprak-
et har en uventet sterk uttrykkskraft. Det er nzer sagt ingen grenser for hvilke fgrste ordens
utsagn om de hele tallene vi er i stand til & uttrykke ved dette utvalget av funksjoner og
navn. Dette vil presiseres senere. La oss i forste omgang se hvordan pastand (1) over kan
uttrykkes. Utsagnet (Vzy, 29)[S(S(21)) x S(S(22)) # y| uttrykker at y er et primtall. Utsag-
net (Jzs)|z 4+ S(z3) = y| uttrykker at = er ekte mindre enn y. Dermed kan (1) uttrykkes
ved

(Ve)(3y) [ Bzs)le + 5(z3) =yl A (V21 2)[9(5(21)) x S5(5(22)) Z 9yl |- (%)

Litt mer presist, — uttrykket (*) er sant i strukturen A hvis og bare hvis det finnes uendelig
mange primtall. Pastandene (2), (3), (4) og (5) kan ogsa uttrykkes ved det aktuelle spraket
i modellen V. Sa & avgjore hvorvidt et utsagn holder i modellen A er slett ikke trivielt. S&
langt der i fra.

1.1.2 Et fundament for tallteori

Engelskmannen Wiles har aren for beviset av Fermats gjetning. Han la fram et bevis pa
varparten 1993. Mange mente at dette beviset ikke holdt mal. De s& “hull” i resonnement-
ene. Men beviset har blitt verifisert, og i dag, — et par ar senere, er alle autoriteter skjont
enige om at vi har et all right bevis for at Fermats gjetning holder. Pa nittensyttitallet
oppdaget Stal Aanderaa® underligheter i arbeider av Herbrand®. Det viste seg at fransk-
mannen rett og slett hadde “bevist” flere gale lemmaer. Tabbene hans var sa subtile at de
ble spredt gjennom journaler og andre akademiske kanaler i over 40 ar uten a bli oppdaget.
(Det matte en Aanderaa til.) Ingen har veert uenig med Aanderaa om at Herbrands beviser
er gale, men det finnes flerfoldige andre eksempler pa at man ikke kan enes om hvorvidt et
bevis holder mal eller ikke. Situasjonen er uvanlig, men den forekommer. En autoritet sier
ja, — en annen autoritet sier nei. Ja, det oppstod faktisk en betydelig skoleretning rundt
arhundreskiftet som avskrev vesentlige deler av klassisk matematikk. Tilhengere av denne
retningen kalles intuisjonister eller konstruktivister, og setter strengere krav til et bevis enn
det en klassisk matematiker gjor.

Disse kommentarene viser at matematikken, som enhver annen vitenskap, sliter med grunn-
lagsproblemer. Eksemplene over illustrerer det. Hva er kriteriet for at noe kan kalles et be-
vis? Hvordan skal en matematiker baere seg ad for a unnga a gjore tabber? Hvilke pastander
er trivielle og hvilke krever en begrunnelse? Nar fglger en pastand fra andre pastander? Og
s& videre. I slutten av forrige arhundre og i begynnelsen av vart eget var slike fundamentale
problemer sardeles presserende. Spesielt var man opptatt av konsistensspgrsmalet. P& at-
tenhundretallet begynner man a aksiomatisere matematikken og oppdager muligheten av

®St4l Aanderaa, norsk matematiker, fodt 1931.
* Jacques Herbrand (uttales “zrbra”), fransk matematiker, 1908-1931.



ikke-euklidsk geometri. Det er i kjglvannet av denne utviklingen at konsistensspgrsmaélet
dukker opp. Hvordan kan man vite med sikkerhet at et sett aksiomer ikke er selvmotsigen-
de? Og rundt arhundreskiftet dukker faktisk en uventet selvmotsigelse opp i mengdelaere,
nemlig Russels® paradoks. Krisestemning. Utviklingen av formell logikk starter med Frege®
i 1879. Den kulminerer p& nittentredvetallet med Gédel” og Turing®. Drivkraften bak ut-
viklingen er hele tiden et gnske om fa bukt med matematikkens grunnlagsproblemer.

La oss se naermere pa muligheten for & danne et fundament for tallteori ved hjelp av
formalisert logikk. La oss fantasere om et scenario der de grunnleggende problemene ved
tallteori er fordrevet ved hjelp av logikkens metoder og redskaper. Det var et lignende
scenario noen av logikkens pionérer, for eksempel den famgse Hilbert?, drgmte om (Hilberts
program). Vi starter med en definisjon for a presisere hva som menes med tallteori og
sannhet i forbindelse med tallteori.

Definisjon. Tallteorisprdket er et forste ordens sprak med liket, med navnet 0, den unare
funksjonen S (etterfplger) og de to binaere funksjonene +, x. Vi betegner den intenderte
modellen (strukturen) for tallteorispraket med A, dvs. modellen hvor universet er mengden
N, dvs. de naturlige tallene 0,1,2,..., og hvor + tolkes som addisjon, hvor x tolkes som
multiplikasjon, hvor S(x) tolkes som etterfplgeren til  og navnet 0 tolkes som tallet 0. O

Et tallteoretisk utsagn er altsad et utsagn i et begrenset sprak, og et utsagn A i dette
spraket er sant om A |= A. (Vi har allerede papekt at det nevnte spraket har en uventet
stor uttrykkskraft og at det for eksempel kan uttrykke pastandene (1), (2), (3), (4) og
(5) over. Likevel vil kanskje noen mene at tallteorien inneholder langt mer enn hva den
her er definert til & inneholde. Det kan s& vare. Spiller ingen rolle. Poenget er at det var
definisjon avgrenser som tallteori med rimelighet kan sees som en del av den uformaliserte
matematiske disiplinen vi alle kjenner.) En tallteoretikers oppgave er per definisjon a finne
ut hvilke utsagn som holder i strukturen A/, men hvordan skal tallteoretikeren bevise at det
for et gitt utsagn A er slik at N' = A? Her er et forslag til et fundament for en tallteoretikers
virke: Vi setter opp aksiomer.

(F) (Vo) [0# 5(x)]

(P)  (Va,y) [ S(e) = S(y) =2 =y

(Ps)  (Va)|a+0=2a]

(Py)  (Yo,y)[a+S(y) = S(a +y)]

(Ps) (Va)[ax0=0]

(Fs)  (Vo,y) [z xS(y) = (v xy)+a]

(7)) (A A(Va)[A(z) — A(S(x))]) — (Vo)[A(z)]

Dette er Peanos'® aksiomer (Peano-aritmetikk). (Legg merke til at P; er et aksiomskjema
som angir uendelig mange aksiomer. Man far en instans av P; ved & bytte ut A med et
utsagn i tallteorispraket som har en fri variabel. Skjemaet kalles av innlysende arsaker

®Bertrand Russel, engelsk filosof og matematiker, 1872-1970.

5Gottlob Frege, tysk filosof og matematiker, 1848-1925.

"Kurt Godel, amerikansk matematiker, 1906-1978. Fgdt i Brno i det navearende Tsjekkia. Emigrerte til
USA i1938.

8Alan M. Turing, engelsk matematiker, 1912-1953.

°David Hilbert, tysk matematiker, 1862-1943.

1°Giuseppe Peano, italiensk matematiker, 1858-1932.



for induksjonsaksiomet.) Ved hjelp av tremetoden, eller et annet bevissystem, kan utsagn
i tallteorispraket utledes fra Peanos aksiomer. Tenk om, tenk om, tenk om. Tenk om vi
kunne utlede ethvert utsagn som var sant i modellen N, og at det var umulige & utlede
utsagn som er usanne i modellen A. Tenk hvilket fundament vi da hadde hatt for tallteori.
Hvorvidt et bevis foreligger vil veaere et spgrsmal om syntaks. Det vil ikke vaere rom for
diskusjon blant seende mennesker om noe er bevist eller ikke. Til og med en datamaskin
kan avgjgre det spgrsmalet. Tenk videre om vi kunne vise med enkle midler at det ikke
finnes et utsagn A slik at bade A4 og = A kan utledes fra Peanos aksiomer. Da hadde vi hatt
et bevis for at tallteorien er konsistent. Det er viktig at et slikt bevis kan gjennomfgres
med enkle metoder. Bruker man for avanserte metoder i beviset, s kan det tenkes at man
bruker metoder som er inkonsistente. Dermed blir ikke beviset mye verdt. Man ma ikke
bruke metoder hvis konsistens er mer tvilsom enn den tallteorien man viser konsistens av.
Likevel kan det se ut som prosjektet lar seg gjennomfgre. Det virker ikke som man skulle
trenge sa veldig avansert matematikk for & vise at det ikke finnes A slik at bade A og
—A kan utledes. Videre kunne vi forsgke & vise at alle aksiomene til Peano er uavhengige
av hverandre. Det vil si at ingen av aksiomene kan utledes fra de gvrige. Hvis et aksiom
kan utledes fra de gvrige, er jo aksiomet overfladig. Vi kan ogsd studere hvilke modeller
aksiomene holder i. Er det slik at A er den eneste modellen hvor alle aksiomene holder?

Siste avsnitt gir en roff og anakronistisk skisse av Hilberts program. I dette kompendiet
skal vi se at programmet er et fantasifoster. Det lar seg stort sett ikke gjennomfgre. Likevel
er ikke formell logikk en fiasko qua matematisk grunnlagsdisiplin. Logikken gir en meget
verdifull analyse av grunnlaget for matematikk og all annen eksakt tenkning. Dessuten an-
vendes jo formell logikk innenfor utallige omrader. Vi kan nevne vidt forskjellige domener
som programverifikasjon, kognitiv psykologi, kunstig intelligens, analytisk filosofi, analyse
av naturlige sprak osv., osv. Ja, datamaskinen er et biprodukt av rent teoretiske problem-
stillinger innenfor logikk. Alt snakket om grunnlagsproblemer og tallteori har til hensikt a
motivere leseren. Det har til hensikt a yte miljo og omgivelser for & presentere de mer tgrre
og tekniske sidene av stoffet. Kompendiet er slett ikke myntet pa folk som er spesielt inte-
ressert i slike tema. Tvert i mot. Vi forsgker a spre grunnleggende kunnskap, — kunnskap
som er av interesse for enhver som i en eller annen forstand beskjeftiger seg med formell

logikk.

1.1.3 Andre typer teorier og Robinsons aksiomer

Det meste vi til na har sagt om tallteori, kan sies om andre typer teorier. I mange henseen-
de er det intet spesielt ved tallteori. Vi kan ha fgrste ordens teorier om rasjonale tall, om
geometri, om grafer med noder og kanter, om Turingmaskiner osv. Mengdelzre er sars in-
teressant i s& mate. Omtrent all annen kjent matematikk kan avbildes i mengdeleren. Med
dette mener vi at for enhver matematisk pastand P s& kan man finne en pastand P’ i meng-
deleere som er slik at P’ er sann hvis og bare hvis P er sann. All matematikk kan med andre
ord reduseres til mengdelzre. Dermed blir studiet av aksiomer for mengdelaren et studium
av aksiomer for matematikk overhodet. Det mest bergmte aksiomsettet for mengdelzren
heter ZF (Zermelo!!'-Frankel). I dette kompendiet vil vi primert jobbe med Robinsons!?
aksiomer for tallteori. Dette er til en viss grad et vilkarlig valg. For & understreke dette skal

¥rnst Friedrich Ferdinand Zermelo, tysk matematiker, 1871-1953
12Raphael Mitchel Robinson, amerikansk matematiker, 1911-1995. Ikke forveksl ham med Julia Robinson
(kona) eller Abraham Robinson.



vi ogsé arbeide litt med en teori om bineere sekvenser, og vi vil illustrere hvordan resultater
om tallteori lar seg overfgre til denne teorien. Dette hjelper forhapentligvis leseren til &
innse at resultatene lar seg generalisere til alle mulige typer av matematiske teorier. La oss
na se nermere pa teorien om binzere sekvenser og et aksiomsett for denne teorien. Men
fgrst, noe vi har glemt ... Robinsons aksiomer:

(Ri)  (Ya,y) [S(x) =5(y) =2 =y]
(R2)  (Va)[a#£0 — (Fy)lz = S(y)]]
(R3) (Vo) [0 # 5(x)]

(R4) (V)| +0 =12z

(Rs)  (Ya,y) 2+ S(y)=S(x+y)]
(Rs) (Vz)[ax0=0]

(Re)  (Vao,y) [z x S(y)=(z xy)+ o]

1.1.4 Teorien om binzre sekvenser: bitteori

En sekvens av 0’er og 1’ere kalles en bitsekvens. Vi lar € sta for den tomme sekvensen, og vi
lar e veere den binzere sammenlenkingsoperatoren pa bitsekvenser. Vi har for eksempel at
0111600 =1011100 og at 101 ¢ 010 = 101010. Vi har ce o = o @ £ = « for alle bitsekvenser
a. (Vi bruker sma greske bokstaver for variabler som rangerer over bitsekvenser.)

Bitteorispraket er et forste ordens sprak med likhet og folgende ikke-logiske symboler:

- ett navn e
- to unzere funksjonssymboler Sy, 54
- ett binzert funksjonssymbol o (som vi skriver infiks)
Vi skal beskrive en struktur B for dette spraket. Grunnmengden til B er
| B| = {a|«eren bitsekvens} = {e,0,1,00,01,10,11,000,001,010,...}
Videre har vi

B(e) =¢ B(So)(a) =0ea B(Si)(a)=1ea aBo)B = aep

La B vare en fgrste ordens teori for bitteorispraket, og la B ha folgende (ikke-logiske)
aksiomer:

(Bi) (Va)lz#e — (Fy)lz = So(y) V 2= Si(y)]]
(B2) (Yaey) [z £y — So(x) # Soly) A Si(x) # Si(y)]
(Bs) (Vay) [So(x) # Si(y) A Si(x) # So(y)]

(Bs) (Yy)leoy =1y

(Bs) (Vay) [So(z) oy = So(z 0 y)]

(Bs) (Vay) [Si(z) oy = Si(zoy)]

Det er lett & se at alle aksiomene i B holder i strukturen B.



1.2 Kompletthet og kompakthet

Definisjon. La |= A bety at A er gyldig, dvs. at A er sann i alle modeller. La - A bety at
treet over A er lukket. Hvis vi sier at A er bevisbar, s& mener vi - A.

Vi definerer en forste ordens teori T. En slik teori bestar av et endelig antall aksiomer
A, Asy oo A, (Det som her kalles aksiomer kalles ofte ikke-logiske aksiomer i andre sam-

menhenger.) Et aksiom A; kan veere et aksiomskjema, dvs. at A; formelt sett har en uendelig
konjunksjon som ytterste konnektiv. La B vaere et fgrste ordens utsagn. Vi definerer

THFB € A A---ANA, — B

der Ay,..., A, er aksiomene i T. Om T = B sa kan vi for eksempel si at B kan utledes i T
eller at B er bevisbar i T. Notasjonen T I/ B betyr at B ikke kan utledes i 7.

Hvis vi ikke eksplisitt gir uttrykk for noe annet, sa skal vi i det fglgende ta det for gitt at
vi har rekursiv kontroll over aksiomskjemaene vare, dvs. vi antar at det finnes en algoritme
for & generere den n’te konjunkten i en uendelig konjunksjon. (Noen av resultatene vare vil
holde uten denne forutsetningen. Andre vil ikke holde.) Det betyr at vi for eksempel ser
bort fra teorier med overtellbart mange aksiomer. Vi ser ogsa bort fra teorier hvor enhver
sannhet i fgrste ordens tallteori er et aksiom, siden det ikke finnes noen algoritme for & liste
opp alle slike utsagn.

En teori T er endelig om T er fri for aksiomskjemaer. En teori T, er en delteori av en teori
T, om ethvert aksiom i T} kan utledes i T,. Hvis T} er en delteori av T, sa er T, en utvidelse
av 1.

En modell 97 er en modell for teorien T dersom alle aksiomene i T er sanne i 91. Notasjon:
M |= T. Hvis A er et utsagn, sa betyr 9 |= A at utsagnet A holder i modellen 9. Ordet
struktur brukes synonymt med modell.

Et utsagn B folger logisk fra en teori T om B er sann i alle modeller for T. Vi bruker
notasjonen T |= B for a beskrive at det er slik, og T' [£ B for & beskrive at det ikke er slik.

En teori T er inkonsistent om T F L. En teori T er konsistent dersom den ikke er inkonsis-
tent. O

Med var nye notasjon kan kompletthetsteoremet (0.1) formuleres
F A hvis og bare hvis | A .

Vi har ogsa

Teorem 1.1 (Kompletthet) T+ A hvis og bare hvis T |= A.

Bevis av Teorem 1.1. Enkel oppgave. O

Dette siste teoremet er Gédels opprinnelige formulering av kompletthetsteoremet for fgrste
ordens logikk. En annen formulering av teoremet er

Teorem 1.2 (Kompletthet) Teorien T har en modell hvis og bare hvis T er konsistent.
Dette kalles Henkins kompletthetsteorem, og vi skal se at det fglger ganske lett fra Teorem

1.1. Henkins opprinnelig bevis av teoremet er viden bergmt, men det vanlige beviset for
kompletthet av tremetoden gir innsikter det er vanskelig & lese ut av Henkins bevis.
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Bevis av Teorem 1.2. Vi viser at T er inkonsistent hvis og bare hvis T" ikke har en modell.
La Aq,..., A, vere aksiomene i T'.
{Ay,..., A,} har ikke en modell

)
{Aq,..., A,,~L} har ikke en modell

| Teorem 0.2
1 fplger logisk fra A,,..., A,

| def. av |=

TE L
| Teorem 1.1

THL
| def. av inkonsistens

T er inkonsistent. O

Tradisjonens sprakbruk er forvirrende. La oss rydde opp litt. Dette betyr det samme:

...har en modell ...
... har en tolkning ...
... kan tolkes til sann ...

...er tilfredsstillbar ....
Dette betyr det samme:

...er en (logisk) selvmotsigelse ...
...er utilfredsstillbar ...
...er en kontradiksjon ...

... har ingen modell ....
Og dette betyr det samme:

...er gyldig ...

...er logisk sann ....
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Vi kan oppsummere de to kompletthetsteoremene vare ved folgende blide:

Tilfredsstillbare +—& Semantiske begrep
Gyldige Selvmotsigelser
pV-p P pA-p
p—p PAq ——p A -p
Vo |o=a Va | Rz dz |z
Bevisbare Inkonsistente
Konsistente +—<= Syntaktiske begrep

Teorem 1.3 (Kompakthet) Teorien T har en modell hvis og bare hvis enhver endelig
delteori av T har en modell.

Bevis av Teorem 1.3. La Ay,..., A, veere aksiomene i T. Hvis T F (', sa ma det finnes en
endelig delteori 7" av T slik at 77 - C'. Dette er trivielt. [ utledningen av C' fra aksiomene i
T har vi kun brukt endelig mange instanser av eventuelle aksiomskjema i 7. (Mer formelt,
i et lukket analysetre over A A... A A, — C' har vi kun analysert en uendelig disjunksjon
endelig mange ganger.) Dermed — vi viser teoremet kontrapositivt —

T har ikke en modell
ﬁ Teorem 1.2
T er inkonsistent

ﬁ def. av inkonsistens
THL
)
T+ L T’ endelig delteori av T
ﬁ def. av inkonsistent
finnes endelig delteori av T som er inkonsistent
ﬁ Teorem 1.2

finnes endelig delteori av T som ikke har modell O

Beviset forteller at kompakthet er en triviell konsekvens av kompletthet. Den innsikten som
ligger bak kompakthetsteoremet kan formuleres pa mange mater. Det fglgende korollaret
gir en del alternativer.

Korollar 1.4 Fglgende seks punkter er ekvivalente.

(i) T har en modell hvis og bare hvis enhver endelig delteori avT har en modell.

(i) T har ingen modell hvis og bare hvis det finnes en endelig delteori av T som ikke har
modell.

(11i) T er inkonsistent hvis og bare hvis en endelig delteori av T er inkonsistent.
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(iv) T er konsistent hvis og bare hvis alle endelige delteorier av T er konsistente.
(v) T+ A hvis og bare hvis det finnes en endelig delteori T' av T slik at T' F A.

(vi) T |= A hvis og bare hvis det finnes en endelig delteori T" av T slik at T' |= A.

Bevis av Korollar 1.4. En relativt enkel oppgave. O

1.3 Eksempler og utdypninger

La oss ta for oss noen utsagn i spraket for teorien om binaere sekvenser.

(1) (¥2) [e £ So(x) A ¢ # Si(2).
(2) (Yay) lyow —a — y— el

(3) (Vay)[zoy = you

Vi ser at (1) og (2) utvilsomt er sanne i strukturen B, mens (3) like utvilsomt er usann
i B. Det betyr at (3) ikke folger logisk fra aksiomene i B siden vi har en modell der
aksiomene er sanne og (3) er usann. Dermed kan vi ved & bruke kompletthetsteoremet
(sunnhetsretningen) slutte at det ikke er mulig & utlede (3) i teorien B, dvs. B t/ (3). La
oss na undersgke om (1) og (2) folger logisk fra aksiomene i B. (Det er veldig, veldig viktig
a forsta at dette ikke er det samme som & undersgke om (1) og (2) er sanne i modellen B.)
Kompletthetsteoremet sier at hvis et utsagn A fglger logisk fra aksiomene i B, s& kan vi
vise det ved & utlede A fra aksiomene i B. Hvis A ikke folger logisk fra aksiomene B, s
kan det vises ved & konstruere en modell hvor A ikke holder og aksiomene i B holder.

En &pen gren i treet over utsagnet By A--- A Bg — A vil gi en slik modell. Problemet er at
det ikke finnes en generell prosedyre for & avgjsre hvorvidt dette treet vil ha en apen gren.
(Senre i kompendiet skal presisere dette problemet og bevise at det er uavgjgrbart.) Det
finnes ingen mekanisk framgangsméate. Tvert i mot. Av og til krever det en god porsjon
fantasi og kreativitet for & konstruere den ettertraktede modellen. Det kan vare en morsom
sport.

Det er slett ikke lett & se hvorvidt (1) og (2) folger logisk fra aksiomene i B. Det forholder seg
slik at (1) gjor det, mens (2) ikke gjgr det. Vi skal snart utlede (1) formelt ved tremetoden,
men la oss forst fore et “fritt” modellteoretisk resonnement for at (1) folger. Anta at alle
aksiomene i B holder, men at (1) ikke holder. Da finnes det et individ « i universet slik at
e = Sp(a) (*). La 8 vaere et vilkarlig individ i universet, og la v betegne individet @o .S, (53).
Da har vi

So(7) = Sel@o Si(B)) 2 So(a)o Si(B) & eoSi(B) 2 Si(B).

Det finnes altsa v og § slik at So(y) = 51(3). Dette strider mot aksiom Bjs. Dermed fgrer
antagelsen om at alle aksiomene i B holder og at (1) ikke holder til en selvmotsigelse. Fra
dette slutter vi at (1) folger logisk fra aksiomene i B, dvs. B |= (1). Siden tremetoden er
komplett vet vi at B F (1), dvs. treet over By A--- A Bg — A er lukket. Her er en skisse av
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treet.

1285 (Fz,y)[So(x) = Si(y) V Si(z) = So(y)]
2.7By (Fy)leoy # yl
- Be)[So(w) 0y £ Sz 0 9)
4.-Bg (Fzy)[S1(z) oy # Si(x o y)]
5. (Va)le # So(z) Ne # Si(z)]
6. e # So(a) Ne# Si(a)
7.fra 6 e # So(a)
8. fra 3 So(@) o Si(a) # So(ao Si(a)) e # 5 (a)
9. fra 7,8 eoSi(a) # So(ao Si(a)) )
10. fra 2 eoSi(a) # Si(a) symmetrisk
11. fra 9,10 Si(a) # So(ao Si(a))
12. fra 1 So(a) = Si(ao Si(a))V Si(a) = So(ao Si(a))
13. fra 12 So(a) = Si(ao Si(a))
14. fra 12 Si(a) = So(a o Sy(a)) v
15. fra 11,14 V

Na skal vi vise at (2) ikke fplger logisk fra aksiomene i B ved & konstruere en modell 9 slik
at M = B og M |~ (2). En delmengde av universet til 9 kaller vi standard delen. Det er
universet til B, altsa sekvensene ¢, 0, 1, 00, 10,01, 11, 000, 100, 010, 110,001, 101,011, 111, . ...
Resten av universet kaller vi ikke-standard delen. Det er sekvensene

a,la,0la,11a,001a,101a,011a,111a,0001aq,...

og sekvensene
b, 15,010, 115,001, 101b,011b, 111b, 00018, . . ..

Vi ser at a og b forekommer kun i slutten av en ikke-standard sekvens, og enhver bitsekvens
pluss en ¢ til slutt, bortsett fra O, er med i ikke-standard delen av universet. Tilsvarende
for bitsekvenser pluss en b til slutt. Vi lar 9M(Sy) = f;. For en standard sekvens a er f
vanlig 0-etterfolger. Altsa fo(a) = 0 e @ og fo(e) = 0. (Husk at € er den tomme sekvensen
og e er sammenlenkningsoperatoren pa sekvenser.) For en ikke-standard sekvens a har vi

b nar o = a
fola) =1 @ nar o =b
De o ellers

Videre lar vi 9M(S;) = f; hvor f, er vanlig 1-etterfplger bade pa standard og ikke-standard
sekvenser. Vi lar M(o) = - der

J¥ nar a« = g,a,b
a-f= foly-B8) néra= fo(y)
fily-B) néara= fi(y)

N& har vi 9 |= B. Alle aksiomene i B er sanne i 9. Men vi har ogsa at

00-a = fo(fole))-a = fo(fole-a)) = fo(fola)) = fo(b) = a.
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Det betyr at M |= (Jay) [yox = & A y # e|. S& M er en modell for negasjonen av (2),
dvs. M| =(Vay) [yoz =2z — y = €.

Siste eksempel er kanskje vanskelig, men det er interessant. Maten vi konstruerte strukturen
M pa antyder en generell metode. Tenk deg at vi har en teori 7" og en modell M, for T'. Vi
vil forsgke & vise at det finnes I19-utsagn som er sanne i 9%, men som ikke kan utledes i 7.
Med utgangspunkt i 9, konstruerer vi da en modell M1, etter folgende mal: Universet til
M, skal besta av standard individer og ikke-standard individer. Standard individene i 971,
er universet til 971;. Begrenset til standard individene tolkes alle navn, funksjonssymboler
og relasjonssymboler pa samme mate i MM, og M,. Na gjenstar det vesentlige og vanskelige
trinnet i konstruksjonen av 9M,. Vi ma finne ikke-standard individer og bestemme hvordan
funksjonssymbolene og relasjonssymbolene skal tolkes pa dem. Vi ma passe pa at 97, blir
modell for 7. Det er alltid mulig, men i tillegg til at 2, skal veere en modell for T, s&
gnsker vi at X{-utsagn som er usanne i 9, skal vaere sanne i M,. La oss anta at vi far
dette til og at A er et X9-utsagn slik at 9, £ A og M, = A. Da er = A et [1{-utsagn slik
at M, = -4 og T/ —A.

La oss bruke denne metoden til & finne noen II%-utsagn som er sanne i A', men som ikke kan
utledes fra Robinsons aksiomer. Vi konstruerer en modell A’ hvor de naturlige tallene N er
standard elementene i universet. I tillegg har universet to ikke-standard elementer oo, og
005. I N7 tolkes navnet 0 som tallet 0 og funksjonene S, + og x tolkes som henholdsvis ', +/
og x'. Begrenset til N er S’, +' og x’ henholdsvis etterfglgerfunksjonen, addisjonsfunksjonen
og multiplikasjonsfunksjonen. For ikke-standard individene gjelder

S'(z) = x nar x € {00,005}

z+'y=xnar x € {co,00,} 0gy € N

x -+ 00; = 00y 0g T+ 00y = 001 nar & € N U {00, 00,5}
/ _ / _ =4

o = x' 00 =00; 0g X 00y =00, nar x € N

e 001 X' 0=00g 00y, x'0=10

e 00 X' & = 00y 0g 00y X'z = 00; for alle z # 0.

Leseren kan forsikre seg om at N7 |= R p& egenhand. Hvert av de seks aksiomene i Robinsons
teori er sanne nar man tolker S, + og x som henholdsvis S, +' og x’, men vi har ogsa

(a) N |= (Fa)[z = S(x)]. (Dette holder for eksempel fordi S’(co0;) = 00;.)
(b) N = (F2)[0 + & # z]. (Dette holder for eksempel fordi 0+’ 0oy = 00;.)
(¢) N" | (F2)[0 x & # 0]. (Dette holder for eksempel fordi 0 x’ co; = 00;.)

Det er klart som vann at utsagnene i punkt (a), (b) og (¢) ikke er sanne i A'. Negasjonene
av dem

(Va)[z # S(z)] (V2)[0 + 2 = z] (Va)[0 x 2 = 0]

holder jo i V. Dermed har vi tre I19-utsagn som er sanne i ', men som ikke kan utledes
fra Robinsons aksiomer: De tre utsagnene er jo ikke sanne i alle modeller for Robinsons
aksiomer. Dermed kan de heller ikke utledes fra Robinsons aksiomer. Det folger av komp-
letthetsteoremet (sunnhetsretningen).
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Vi har nettopp sett at for eksempel utsagnet (Va)[z # S(z)| ikke kan utledes fra Robinsons
aksiomer. Dette vitner om en slags mangel ved aksiomsettet. Utsagnet er opplagt sant i '
og er dertil enkelt. Det er kort og lite komplisert. Mange spgr seg sikkert om vi ikke burde
la utsagnet bli et aksiom i R. Eventuelt utvide R med andre aksiomer slik at utsagnet
kan utledes i R? Det kan vi selvsagt gjgre. Utsagnet er for eksempel utledbart i Peano-
aritmetikk. Situasjonen er imidlertid slik at for enhver fgrste ordens tallteori T over spraket
0,5, 4, x, s& mé& det finnes utsagn som er sanne i A" og som ikke kan utledes i 7. Dette
er en konsekvens av ufullstendighetsteoremene for tallteori, som vi skal se narmere pa i
kapittel 3. Vi kan utvide og utvide og utvide Robinsons aksiomsett. S& lenge mengden av
aksiomer er rekursivt tellbar, dvs. sa lenge vi har en algoritme for & liste opp aksiomene,'3
vil vi finne nye utsagn i slekt med (Va)[z # S(2)|, dvs. utsagn som er sanne i A/, men som
ikke kan utledes i R. P& bakgrunn av dette er det naturlig & spgrre seg om hvilke utsagn
som kan utledes i R. Kan vi utlede at “en pluss en er to” i R? Svaret er at Robinsons
aksiomer i visse henseende faktisk er sterke. Vi kan utlede ethvert ¥{-utsagn som er sant
i N fra dem. Vi skal se senere at man ikke kan vente seg sd mye mer av en fprste ordens
tallteori for spraket +, x,.5 og 0.

La oss se nermere pa hvordan vi kan utlede diverse utsagn fra Robinsons aksiomer. La
0=0o0glan+1=S5(m). Dermed har vi V'(m) = n for alle n € N. I fgrste omgang forsikrer
viossom at REp+q =T for alle p,q,r € N slik at p + ¢ = r. Tremetoden gir

1 (Elx)[x +0 # x] negasjonen av Ry
2 (Elacy)[x + S(y) + S(w + y)] negasjonen av Rs
3, p+0=7
4 P+0#£D fra 1
5 \/ fra 3 og 4
Treet for p+ S(0)=p + L er
1. (Elx)[x +0 # x] negasjonen av Ry
2. (Elacy)[x + S(y) + S(w + y)] negasjonen av Rs
3. p+S0)=p+1
4. P+0#£D fra 1
5. p+5(0) £ S(Pp+0) fra 2
6. P+ S(O)#S(]_)) fra 4 og 5
7. \/ fra 3 og 6
og treet for p+ S(S(0)) =p+2er
1. (Elx)[x +0 # x] negasjonen av Ry
2. (Elacy)[x + S(y) + S(w + y)] negasjonen av Rs
3. P+ S(5(0)=p+2
4. P+0#£D fra 1
5. p+5(0) £ S(Pp+0) fra 2
6. P+ S(O)#S(]_)) fra 4 og 5
P S(S(0) £ S+ S(0) fraz
8. PpS0S(0) #S5(5(p))  fra6ogT
9. \/ fra 3 og 8.

13Bryter man dette kravet, si er det trivielt & finne en forste ordens teori T slik at 7'+ A for alle A sanne
i M. La simpelthen ethvert utsagn A som er sant i N vere et aksiom i 7.
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Ved induksjon pa ¢ ser vi at R-p+q =T for alle p,q,r € N slik at NV |=p+ 7 =T7. Ved
induksjon pa ¢ kan vi ogsa vise at R+p+q #£ 7 for alle p,q,r € N slik at N =P +G#T.
Videre kan vi vise, igjen ved induksjon pa ¢, at R Fp x g = T for alle p,g,7 € N slik at
N | P xq =T. Tilsvarende for p x ¢ # r. Deretter kan vi ved induksjon pa den syntaktiske
oppbygningen av et kvantorfritt utsagn A vise at R - A hvis N' | A. S& fra Robinsons
aksiomer kan vi utlede ethvert kvantorfritt utsagn som er sant i N. Fra dette folger det
at vi ogsd kan utlede alle XV-utsagn som er sanne i A. Vi overlater det relativt enkle
resonnementet bak den siste konklusjonen til leseren.

La oss avrunde dette delkapitlet med et eksempel pa det man gjerne kaller uavhengighets-
bevis. Vi sier at et aksiom er uavhengig av de gvrige aksiomene i en teori dersom verken
aksiomet eller dets negasjon kan utledes fra de gvrige aksiomene. Ethvert aksiom i en teori
bor veere navhengig av de gvrige. Kan et aksioms negasjon utledes i teorien, s& er jo teorien
inkonsistent. Kan et aksiom utledes fra de gvrige, sa trenger vi jo ikke aksiomet. La oss
vise at

(Bs) (Vay) [So(x) # Si(y) A Si(z) # So(y)]

er navhengig av de gvrige aksiomene i B. Det fglger fra sunnhetsretningen av kompletthets-
teoremet og B |= B at —Bj ikke kan utledes fra de gvrige aksiomene. For & vise at By ikke
kan utledes fra de gvrige aksiomene skal vi definere modellen 9 for teorien B. Universet
til 9 er N, dvs. de naturlige tallene. Videre lar vi 9M(e) = 0 og vi lar M tolke bade Sy og
Sy som etterfglgerfunksjonen, dvs. MM(.Sy)(z) = M(S,)(2) = = + 1. Endelig lar vi 9 tolke
det binzere funksjonssymbolet o som addisjon. N& har vi 9 &= B, siden alle tall forskjellig
fra 0 er en etterfolger. Videre har vi 9 = B, siden « + 1 # y+ 1 nér for alle z, y der a # 3.
Aksiomene By, By og Bg holder ogsa i 9. Dermed holder alle aksiomene i B i strukturen
9N bortsett fra Bs. Vi ma ha 9 [~ Bj siden det er tilfellet at M = (Va)[Se(z) = Si(2))].
Dermed kan ikke Bj utledes fra de gvrige aksiomene i B siden den logiske kalkylen var (for
eksempel tremetoden) er sunn.

1.4 Konsekvenser av kompakthet

Kompletthetsteoremet for fgrste ordens logikk er et positivt resultat. Teoremet sier at
vi effektivt kan kontrollere hvorvidt en konklusjon fglger fra sine premisser. Enhver gyldig
forste ordens slutning kan uttrykkes i et formelt bevissystem. Dette er ingen selvfglgelighet.
Andre typer logikker tillater intet kompletthetsteorem. For endelig forste ordens logikk, dvs.
en forste ordens logikk hvor gyldighet er det samme som sannhet i alle endelige modeller,
finnes intet kompletthetsteorem. Det samme gjelder for logikk med uendelige konnektiver
og hgyere ordens logikk. Kompletthetsteoremet gjor at man ofte velger 4 holde fast ved
forste ordens logikk selv i situasjoner hvor en annen logikk gir en bedre analyse. Endelig
logikk er aktuelt i forbindelse med databehandling. Der er man for eksempel interessert i
om en pastand holder i alle databaser som tilfredsstiller visse betingelser, og en database er
alltid endelig. Likevel velger man helst standard fgrste ordens logikk som spesifikasjonssprak
fordi man vil ha mulighet til automatisk bevisfgring og lignende.

Sa kompletthet er utvilsomt en av fgrste ordens logikkens dyder. Men dyder blir lett laster.
Vi har sett at kompakthet var en triviell konsekvens av kompletthet. Na skal vi se at
kompakthet — og dermed kompletthet — impliserer en rekke negative resultater. Negative i
den forstand at de uttaler essensielle begrensninger ved fgrste ordens teorier. Vi skal vise at
det ikke kan uttrykkes i et forste ordens sprak at (i) universet er velordnet, at (ii) universet

17



er endelig og (iii) at universet bestar av de naturlige tallene og intet mer. De tre bevisene er
sydd over samme lest og forstar man forst ett av dem, bgr det vaere lett & forsta de to andre.
Nar man har forstatt denne bevisteknikken, ser man ogséd at en lang rekke egenskaper som
er beslektet med (i), (ii) og (iii) heller ikke lar seg karakterisere av forste ordens utsagn.
For eksempel kan (iii) generaliseres til & gjelde for andre datastrukturer enn de naturlige
tallene.

Teorem 1.5 En velordning er en lineer ordning hvor enhver delmengde har et minste
element. La < vere et binert relasjonssymbol i spriket til T og anta at T har folgende
egenskap: M =T for enhver M hvor < tolkes som en velordning. Da har T en modell hvor
< tkke er tolket som en velordning.

Bevis av Teorem 1.5. La ko, ky, ks, ... veere navn som ikke forekommer i spraket til 7. Vi
utvider 7' til T, ved & legge til aksiomene k;,; < k; for i = 0,1,2,.... (Formelt gjgres dette
ved & benytte en uendelig konjunksjon.) Vi velger na ut en vilkarlig endelig delmengde 7"
av T}. Hvis vi klarer & vise at T’ har en modell, sa vil enhver endelig delmengde av T} ha en
modell. Deretter kan vi ved hjelp av kompakthetsteoremet slutte at hele 7} har en modell.

Her er argumentet for at 77 har en modell: Siden 7" er endelig finnes det et stgrste tall
n slik at k, er med i spraket til T”. Velg na en modell 9 for T hvor < tolkes som en
velordning av et univers med minst n individer. (En slik modell finnes siden alle modeller
hvor < tolkes som en velordning er en modell for 7'.) N& kan 9t utvides til en modell for
T’ ved at vi tolker k,, k,_1,..., ko som de n fgrste elementene under velordningen.

Sa enhver endelig delmengde av T} har en modell. Dermed har T} en modell 97;. Siden T
er en delteori av T, vil 9, ogsa vaere en modell for T. I denne modellen kan ikke < tolkes
som en velordning fordi k; 1 < k; holder for alle naturlige tall ;. O

Teorem 1.6 Huis en teori har vilkarlig store endelige modeller, sa har den ogsd en uendelig
modell.

Bevis av Teorem 1.6. Anta at teorien T har vilkarlig store endelige modeller. Vi utvider 7T
til T ved a legge til aksiomene

Ay (39517 $2)[$1 7 o]
Ag (3$17$27$3)[$1 # wz/\wl #w:«;/\wz # wg]
Ay

Formelt gjgres dette ved a bruke en uendelig konjunksjon. Aksiomet A, sier at universet
har minst n individer. La T” veere en endelig delteori av 7. La k vaere det stgrste tallet slik
at Ay er et aksiom i T7. Per antagelse har T en modell 9 hvor det finnes minst &k elementer
i universet. Vi ser at 9 ogsa er en modell for 7’. N& er 7”7 en vilkarlig delteori av 7.
Dermed har enhver endelig delteori av T} en modell, og vi kan bruke kompakthetsteoremet
til & slutte at 7} har en modell 9,. Siden T er en delteori av T} sa ma 9, ogsa veere en
modell for T'. Videre ser vi at 901, ma ha et uendelig univers siden 9, = A; for alle ;. O

Skolem!*-Loéwenheims'® teorem (oppover) sier at hvis en teori har vilkarlig store endelige
modeller, sa har ogsa teorien modeller av vilkarlig stor kardinalitet. Teorien har altsa over-
tellbare modeller ogséa. Dette er en generalisering av Teorem 1.6. For & vise dette trenger

M Toralf Skolem, norsk matematiker, 1887-1963. Professor ved Universitetet i Oslo 1938-1957.
15T eopold Lowenheim, tysk matematiker, 1877-1977
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man en sterkere versjon av kompletthetsteoremet, nemlig at T = B < T+ B ogsa holder
nar mengden av aksiomer i T er overtellbar. Da vil kompakthetsteoremet ogsa holde for
overtellbare utsagnsmengder. Med et slikt kompakthetsteorem kan beviset av Teorem 1.6
generaliseres til et bevis for Skolem-Léwenheims teorem.

Definisjon. Teorien T er fullstendig hvis den er konsistent og T F A eller T '+ = A. Hvis den
ikke er fullstendig, s& er den ufullstendig.t®

To modeller M, og M, er elementert ekvivalente dersom ethvert fgrste ordens utsagn har
samme sannhetsverdi i de to modellene, det vil si 9 (B) = My(B) for alle B. O

De siste teoremene er i en forstand negative resultater. Teoremene forteller at vi har be-
grenset kontroll over hvilke modeller som tilfredstiller ferste ordens teoriene vare. Vi klarer
ikke a karakterisere velordninger, vi klarer ikke & karakterisere endelighet, og verre skal det
bli. En velordning er tross alt et noe esoterisk begrep. Det neste teoremet sier at vi heller
ikke klarer & karakterisere de naturlige tallene. Dette er spesielt sgrgelig siden de naturlige
tallene er allemannseie og en av matematikkens mest interessante storrelser.

Teorem 1.7 (Skolem) La T vere en forste ordens teori slik at N = T. (i) Da har T en
modell N* som ikke er isomorf med N og (ii) N* og N er elementert ekvivalente.

Bevis av Teorem 1.7. For & vise (i) innfgrer vi et konstanttegn k som ikke forekommer i
spraket til 7. S& utvider vi T til T} ved & legge til aksiomene

0<k, S0<k, S550<k S550<k...

(Formelt bruker vi en uendelig konjunksjon.) La 7" veere en endelig delteori av 7). Da vil
T" ha en modell. Hvorfor? Jo, 77 vil inneholde et stgrste numeral. (Et numeral er en rekke
S’er etterfulgt av 0.) La oss si at det storste numeralet i 7”7 tolkes som n i N. La N/ vere
som N ogla N'(k) = n+ 1. (N tolker ikke k.) Da har vi N7 |= T". S& T" har en modell, og
T’ er en vilkarlig valgt endelig delteori av T. Dermed har enhver endelig delteori av T, en
modell. Dermed — vi bruker kompakthetsteoremet — har 7 en modell A*. Siden 7" er en
delteori av T; har vi ogsa at N |= T.

Universet til A'* inneholder et individ 0 som er tolkningen av 0, et individ 1 som er tolkingen
av S0,.... Dessuten inneholder universet til A et individ oo som er “stgrre enn” 0,1, ... .
(Universet inneholder mange andre rare individer ogsé.) Individet co vitner om at A* ikke
er isomorf med N

N& skal vi vise (ii) ved et absurdum resonnement. Anta at N og N* ikke er elementeert
ekvivalente. Da finnes et utsagn A slik at N = A og N* |= —A (*). La forste ordens
teorien T vaere slik at A er et aksiom i T og at N = T. Ved & “gjenta” beviset over kan
vi vise N* |= T. Modellen A* som konstrueres, blir den samme uansett hvilke aksiomer T
inneholder. Dermed N |= A. Det strider mot (*). O

En modell som A* kalles gjerne en ikke-intendert modell. Hvorfor ma enhver elementaer
tallteori ha en ikke-intendert modell? Hvorfor tilfredsstiller en modell med “noe grums etter
tallrekken” ethvert fgrste ordens aksiomsett for tallteori? Vi sier jo ved hjelp av aksiomer
at det ikke finnes elementer foran tallrekken. En struktur hvor det finnes elementer mindre
enn 0 er ikke modell for Robinsons eller Peanos aksiomer. Hvorfor kan vi rett og slett ikke

% Det er ogsa vanlig & kalle en fullstendig teori for en komplett teori. Vi bruker “fullstendig” om teorier
og “komplett” om logikken slik at leseren ikke skal blande de to tingene sammen.
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ha aksiomer som sier at det ikke finnes elementer etter tallrekken? Svaret er ganske enkelt
at slike aksiomer ikke lar seg uttrykke i et forste ordens sprak. Vi trenger “mer sprak” for
a bli kvitt ikke-intenderte modeller. Hadde vi tilgang til uendelige disjunksjoner, kunne vi
utvidet Robinson med aksiomet

(Vz)lr =0 VvV 2=S50 v =S50 v ...].

Dette aksiomet sier at det ikke er andre elementer i universet enn de som finnes i den
naturlige tallrekken. Dermed vil enhver modell for denne utvidete Robinsonteorien vaere
isomorf med N. Si teorier formulert ved uendelig predikatlogikk behgver ikke & ha ikke-
intenderte modeller. Det behgver heller ikke hgyere ordens teorier. (Hvorfor er vi da sa
opptatt av fgrste ordens teorier? Jo, fordi vi har et kompletthetsteorem for fgrste ordens
logikk.)

Eksistensen av den ikke-intenderte modellen A fra beviset av Teorem 1.7 har i en viss
forstand ikke s store konsekvenser: Ethvert fgrste ordens utsagn har samme sannhetsverdi
i N og N*. Forst nar vi klarer & vise at enhver elementaer tallteori har en modell som ikke
er elementaert ekvivalent med N, gir dremmen om en fullstendig forste ordens tallteori
i vasken. Neste teorem gir sammenhengen mellom elementer ekvivalens og fullstendige
teorier.

Teorem 1.8 La T wvere en forste ordens teori. Da gjelder

(1) Alle tellbare modeller for T er isomorfe.
U

(2) Alle modeller for T er elementaert ekvivalente.

0

(3) T er fullstendig.

Bevis av Teorem 1.8. Vi viser ikke (1) = (2). Blant annet fordi vi ikke har definert ngyaktig
hva det betyr at to modeller er isomorfe. Vi gar lgs pa ekvivalensen mellom (2) og (3). Den
viser vi kontrapositivt. La A4,..., A, veere aksiomene i T.

T er ikke fullstendig

| def. av fullstendig
T/ BogTt-B finnes slik B

| Teorem 1.1
T BogT|£-B

| Teorem 0.2

Bade {Ay,..., A,, B} og {A4,..., A,,~B} har en modell.

0
Det finnes modeller My, M, for T slik at My (B) # Ma(B).

0

Alle modeller for T er ikke elementaert ekvivalente. O

Vi har allerede antydet at fgrste ordens teorier har stgrre skavanker enn at de tillater ikke-
intenderte modeller a la A*. Enhver rimelig komplisert fgrste ordens teori vil ogsd ha en
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modell som ikke er elementzert ekvivalent med den intenderte. En hver rimelig komplisert
forste ordens teori er nemlig ufullstendig. For vi er i stand til & vise dette, ma vi sette oss
inn i litt rekursjonsteori.

1.5 Oppgaver

Oppgave 1
Vi tar for oss de tallteoretiske pastandene

1) Det finnes uendelig mange primtall

2) Det finnes uendelig mange x,y, z slik at 22 + y? = 22,

4

(1)
(2)
(3) Ligningen 2™ + y™ = 2" har ingen lgsninger nar n > 2 og x,y,z > 0.
(4) Ethvert partall kan skrives som summen av to primtall.

()

5

Det finnes uendelig mange tvillingprimtall.

Punkt a

For hver av pastandene over, bortsett fra (3), skal du lage et utsagn A slik at N |= A hvis og
bare hvis pastanden holder. Det skal altsa ikke brukes ikke-logiske sprak utover +, x, .S, 0.
(Modellen A tolker ikke andre ikke-logiske symboler enn disse.)

Punkt b

En konsekvens av teoremer vi vil vise i senere kapitler er at det ogsa er mulig & uttrykke
(3) i strukturen AN. I gyeblikket er det antageligvis en for stor oppgave for leseren & finne
et slikt utsagn. (Hvis man da ikke allerede har tittet litt pa de neste kapitlene.) Hva er s&
spesielt ved (3)? Hva er problemet ved (3) versus (1), (2), (4) og (5)?

Oppgave 2
Land 0 =0o0glan+1=S5m).(Viskal kalle 7 for et numeral.) La R som vanlig vare
forste ordens teorien med Robinsons aksiomer.

Punkt a

Visat RET+1# 3.

Punkt b

Vis for alle p,g,r € Nat REP+GAThvis N EP+G#T .
Punkt ¢

Vis for alle p,g,r ¢ Nat REPxqg=T7hvis N |Epxg=T7. Vis for alle p,q,r € N at
REDPXG#ThisN EPXG#£T.

Oppgave 3

I slutten av delkapittel 1.3 forklarte vi hva det betyr at utsagn er uavhengige av hverandre.

Punkt a

Vi har sett at utsagnet (Vz) [e # So(z) A e # Si(z)] ikke er uavhengig av aksiomene i
teorien om bitsekvenser B. Du skal vise at utsagnet er uavhengig av aksiomene B, B, og
Bs.

Punkt b

Vis at ethvert aksiom i Robinsons teori R er uavhengig av de gvrige aksiomene i teorien.
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Oppgave 4
Vis at en teori T er konsistent hvis og bare hvis det finnes et utsagn A slik at T I/ A.

Oppgave 5
Bevis Gédels kompletthetsteorem (1.1) ved a benytte Henkins kompletthetsteorem.

Oppgave 6

Vis at Peanos aksiomer er sterkere enn Robinsons aksiomer. Vis fgrst: R A = PF A. Vis
deretter at P+ (Va)[z # S(z)]. Da m& mengden av utsagn som kan utledes i R vaere ekte
inneholdt i mengden av utsagn som kan utledes i P. (Vi har sett at Rt/ (Va )|z # S(z)].)

Oppgave 7

Teoriene T, og T, er ekvivalente nar den ene er en delteori av den andre og omvendt. Hvis en
teori T er ekvivalent med en endelig teori, sa er T endelig aksiomatiserbar. I denne oppgaven
skal du vise at det finnes forste ordens teorier som ikke er endelig aksiomatiserbare.

La T vaere en forste ordens teori med aksiomer A;, Ay, As, ... slik at A; ikke er et aksiom-
skjema og
FA,— A, & n>m. (%)

N4 skal vi vise (Pastand):
Det finnes ikke utsagn B slik at T+ B og B+ A, for alle n.

Anta motsatt. Ved kompakthetsteoremet har vi 4;, A,,..., Ay = B for et fast tall k. Siden
= A — Ay nar [ < k, s& betyr dette at A, - B. (Her brukte vi kompletthetsteoremet.) Vi
har antatt at B - Aj,;. Ved kompletthetsteoremet har vi altsd at A, = B og B |E A4
Dermed ma det vere slik at Ay = Agi1, dvs. at |= Ay — Ajy1. Dette taler i mot (*), og vi
har vist (Pastand).

Punkt a

Bruk ren forste ordens logikk med likhet og lag en sekvens av utsagn By, B, Bs,.... (Du
far ikke bruke andre relasjons- og funksjonssymboler enn =.) Utsagnet B; skal veere sant
i alle modeller med minst ¢ individer i universet, og usant i alle modeller med faerre enn ¢
individer i universet.

Punkt b

La T vere teorien der By, Bs, Bs, ... er de eneste aksiomene. Bruk (Pastand) og vis at T
ikke er endelig aksiomatiserbar.

Oppgave 8

Vis at teorien B om binere sekvenser har ikke-intenderte modeller, dvs. vis at det finnes
en modell B* som er elementzrt ekvivalent med 5, men ikke isomorf med B.
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Kapittel 2

Grunnleggende rekursjonsteori

2.1 Innledning

Churchs! tese, ogsa kalt Church-Turings tese, er en sjelden sak. Noe lignende finnes ikke i
vitenskapens historie. Tesen lyder:

Enhver beregnbar funksjon kan beregnes av en Turingmaskin.

Dette kan ikke bevises. Simpelthen fordi det ikke er en matematisk pastand. At f kan
beregnes av en Turingmaskin er klart matematisk definert, men at f kan beregnes er ikke
det. Det fgrste “beregne” i tesen skal tolkes som teoriuavhengig dagligtale. Dermed blir tesen
mer lik en empirisk kjensgjerning enn et matematisk teorem. Tesen bgr sees som en hypotese
som star sa lenge den ikke falsifiseres av var erfaring. Det som gjor tesen enestaende versus
vitenskapens gvrige empiriske lover, er dens forhold til matematikken. (Den dagen vi hoster
opp noe som det er rimelig & kalle en beregning, men som en Turingmaskin bevislig ikke
kan utfgre, ma tesen revurderes. Til na har vi ikke veert i nzerheten av noe slikt. Ingen
akseptabel fortolkning av “beregne” har rokket ved tesen. En akseptabel fortolkning er for
eksempel noe som kan utfgres av en idealisert mekanikk, eller for eksempel noe et menneske
kan gjore nar det slavisk folger noe det er rimelig & kalle utvetydige regler.)

Church-Turings tese forteller at Turingmaskinen er en adekvat matematisk modell av be-
regnbarhet. Adekvat i den forstand at vi ikke kan finne en annen matematisk modell som
gir en stgrre klasse av beregnbare funksjoner. Alternative adekvate matematiske modell-
er av beregnbarhet er for eksempel utypet A-kalkyle, registermaskiner, Kleene? rekursjon
...og ganske mange flere. Alle gir samme klasse av beregnbare funksjoner som teorien om
Turingmaskiner. I mange henseende er det imidlertid ikke likegyldig hvilken av disse model-
lene vi benytter. De forskjellige modellene er mer eller mindre egnet til & belyse forskjellige
aspekter ved beregnbarhet. Er vi interessert i 4 studere hvilke funksjoner som er beregnbare
i praksis — beregnbare i polynom tid — s& er Turingmaskinen et godt valg. A-kalkylen er for
eksempel egnet til & studere sammenhenger mellom selve den ekstensjonale funksjonen og
forskjellige mulige beregninger av den.

Dette kompendiets innfallsvinkel til de beregnbare funksjonene er Kleene rekursjon. Da
kan vi gkonomisk uttrykke en del innsikter om beregnbarhet som er sentrale for oss, og

! Alonzo Church, amerikansk matematiker, 1903-1995.
2Stephen C. Kleene, amerikansk matematiker, 1909-1994
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vi far abstrahert bort ting og tang som vi for anledningen ikke interesserer oss. Enhver
funksjon definert ved Kleene rekursjon speiler de naturlige tallene pa seg selv, og hvis vi ikke
eksplisitt har gitt uttrykk for noe annet, sa har en funksjon i dette kapitlet en delmengde av
de naturlige tallene som definisjons- og verdiomrade. Vi fglger opp tradisjonens sprakbruk
og kaller de funksjonene vi studerer for de rekursive funksjonene. Church-Turings tese lyder
da:

Enhver beregnbar funksjon er rekursiv.

2.2 Rekursive og primitivt rekursive funksjoner

Definisjon. Funksjonene O, § og I er de rekursive initialfunksjonene. Her er n og ¢ naturli-
ge tall slik at 0 < ¢ < n. Vihar I(zy,...,2,) = 2;. Videre har vi O = 0 0og S(z) = 2 +1. Vi
kaller O for nullfunksjonen. Vi kaller § for sucsessor- eller etterfslgerfunksjonen. Vi kaller
I for 0 < i < n for projeksjonsfunksjonene. (Legg merke til at det er snakk om uendelig
mange projeksjonsfunksjoner. Verken n eller ¢ skal oppfattes som argumenter til Z7.)

La n og m vere faste tall. Skjemaet

flaey,oyzn) = hgi(zy, oo 20)y ooy g (@1, - ooy @)

viser hvordan funksjonen f kan defineres fra funksjonene gy, ..., g, og h. Skjemaet kalles
komposisjon. Sier vi for eksempel at [ er komposisjon over gy, ..., g, og h, eller at f er gitt
ved komposisjon, sa betyr det at f kan defineres ved skjemaet. Skjemaet

flag,..,2,,0) = glzy,...,2,)
f($17"'7$n7y+1) - h(xlv"'7$n7y7f($17"'7$n7y))

viser hvordan en funksjon f kan defineres fra funksjonene g og h. Skjemaet kalles primitiv
rekursjon. Sier vi at [ er primitiv rekursjon over g og h, eller at f er gitt ved primitiv
rekursjon, betyr det at f kan defineres ved skjemaet. De primitivt rekursive funksjonene er
den minste tillukningen av de rekursive initialfunksjonene under komposisjon og primitiv
rekursjon. Sier vi at en funksjon er primitivi rekursiv, betyr det at funksjonen er med i
denne klassen. (Du bgr merke deg den litt tvetydige sprakbruken. Nar diverse bgynings-
former av frasen “primitiv rekursiv” benyttes, ma konteksten fortelle hvorvidt vi har et
definisjonsskjema eller en klasse av funksjoner i tankene.)

Hvis g er en funksjon, kan en ny funksjon f defineres ved skjemaet

Den minste ¢ slik at g(zy,...,2,,7) =0

F@n ) = (u)lga,e s 2] 2 og g(&1,...,2,,]) definert for alle j < 1.

Udefinert, hvis en slik ¢ ikke finnes
Dette skjemaet kalles minimalisering. De rekursive funksjonene er den minste tillukningen
av de rekursive initialfunksjonene under komposisjon, primitiv rekursjon og minimalisering.

En relasjon R er (primitivt) rekursiv nar den karakteristiske funksjonen til relasjonen er
(primitivt) rekursiv, dvs. nar det finnes en (primitivt) rekursiv funksjon f med rang {0, 1}
slik at R(zy,...,2,) < f(2y,...,2,)=0. O

Definisjonsskjemaene over er rigide. Formelt sett er det et ork & definere selv den enkleste
funksjon. Det kan vi ikke leve med. Nar vi selv synes det er passe trivielt hvordan en
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funksjon kan defineres ved hjelp av skjemaene, vil vi uten videre sld fast at dette er mulig.
Denne trivialitetsterskelen kan vaere hgy for en novise. Vi skal derfor gi et par eksempler.
La oss si at g1, g, 0g h er primitivt rekursive, og at

h/($17 Lo, 953) — h(g1($27 Ty, 351)7 92(953)) .

Da vil vi uten videre sla fast at A’ er primitivt rekursiv, eller at A’ er komponert av ¢,, ¢, og
h. Vi gar ut fra leseren ser at b’ kan defineres med gjentatt bruk av komposisjonsskjemaet.
For eksempel slik:

h/($179€27$3) = h(gi(ﬂcu$27$3)7g§(9517$27$3))
g/1($17$27$3) - gl(IS(wlvva$3)7I?($17$27$3)7I?($17$27$3))
go(w1, T3, 23) = 92(13?(90179027903)) .

Idéen er at projeksjonsfunksjonen brukes til & stokke om pa argumentene, og til & regulere
antall argumenter. La oss videre anta at

f($17$270) = T
Jlenxa,y +1) = hlgi(e, 21, 21), g2(f(21,22,9))) -

Hvis vi na sier at f er primitivt rekursiv, forventer vi at leseren henger med. Vi forventer
ogsd a bli forstatt nar vi for eksempel sier at f er primitiv rekursjon over ¢, g, og h. En
formell rekursiv — og haplgst uoversiktlig — definisjon av f ser slik ut:

= Ii(wy, )
' (@1, o, Y, f(21,22,9))
W(TH g, wgy @3, 04), Lo (21, Tg, Tg, 04), Ly (21, To, T, T4))
h(g1 (@1, Ty T3), (1, To, T3))
91(T3 (@1, @, m3), L3 (@, 9, 23), L7 (21, 29, T3))
= go(T3(2y, w9, 23)) .

(90179527
(wlvx?v( )
" (951795273537 Ly
(35179527 T3
g1 (21, 29, T3
95(T1, T, T3

0)
)
)
)
)
)

Vi vil ogsa fritt bruke infiks og postfiks og mange andre notasjonsformer for rekursive
funksjoner.

Lemma 2.1 Konstantfunksjonen ¢ er gitt ved c}(xy,...,x,) =1 for alle i,n € N. Funk-
sjonen ¢ er primitivt rekursiv for alle i,n € N.

Bevis av Lemma 2.1. Vi har ¢ = O. Vi kan definere ¢£ for £ > 1 med komposisjonsskjemaet:
ck(zy,...,2;) = O.Vibruker en instans av skjemaet der m = 0. Anta (induksjonshypotese)
at ¢f er primitivt rekursiv for alle & € N. Da kan ¢}, kan genereres fra ¢/ ved komposisjon
av to primitivt rekursive funksjoner: ¢f \(zy,...,25) = S(cf(zy,...,2;)). Ergo er ¢} er
primitivt rekursiv for alle ¢,m € N. O

Lemma 2.2 Funksjonene +, x og ¥ (addisjon, multiplikasjon, eksponensiering) er primi-
tivt rekursive. Den modifiserte subtraksjonsfunksjonen — er primitivt rekursiv. (z =y = 0
nary >z, x —y = x <<y (vanlig subtraksjon) ellers.)

Bevis av Lemma 2.2. La ¢} og ¢ vere funksjonene fra Lemma 2.1. Vi har
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- @+ 0=T(x) og @+ S(y) = Sz +y)
-axx0=cj(z)ogaxS(y)=a+(zxy)

- 2% = cl(z) og 25 =z x x¥

s& +, X og x¥ er primitivt rekursive. Videre har vi at

- P(0) = 0 og P(S(y)) = Zi(y, P(y))
- w=0=1TIi(z) og v = S(y) = P(x = y).

(Her er P forgjengerfunksjonen.) Dermed er = primitivt rekursiv. O

Lemma 2.3 De primitivt rekursive relasjonene er lukket under de utsagnslogiske operato-
rene.

Bevis av Lemma 2.3. La p vaere den karakteristiske funksjonen for relasjonen P, ogla g veere
den karakteristiske funksjonen for relasjonen (). Da er den primitivt rekursive funksjonen
p(Z)x¢(y) den karakteristiske funksjonen for relasjonen P(Z)VQ(¥). Den primitivt rekursive
funksjonen 1 = p(Z) er den karakteristiske funksjonen for relasjonen —P(&). Alle andre
utsagnslogiske operatorer kan uttrykkes ved hjelp av —, V og komposisjon. Dermed holder
lemmaet. O

Lemma 2.4 Relasjonene < og = er primitivt rekursive.

Bevis av Lemma 2.4. Den primitivt rekursive funksjonen 1 = ((y + 1) — ) er den ka-
rakteristiske funksjonen for relasjonen z < y. S& < er primitivt rekursiv. Videre har vi
r=y < < yAy <z Dermed er likhetsrelasjonen primitivt rekursiv ved Lemma 2.3.
O

Definisjon. Skjemaet

Den minste ¢ < n slik at g(z1,...,2,,i) =0

N . Sy def
1(@) = (pi < n)lg(# )] = { 0, hvis en slik i ikke finnes

viser hvordan funksjonen f kan genereres fra funksjonen g. Dette skjemaet kalles bundet
minimalisering. O

Lemma 2.5 De primitivt rekursive funksjonene er lukket under bundet sum (3, (%)),
bundet produkt (1,., f(Z,7)) og bundet minimalisering.

Bevis av Lemma 2.5 Vi har

Zf(f,i):f(f,()) og Z f(f,@):f(f,S(y))+Zf(f,Z)

i<0 i<S(y) i<y

Dermed er det lett & se at Y, ., f(#,7) kan defineres ved primitivt rekursive skjema nar f
kan defineres ved primitiv rekursive skjema. At de primitivt rekursive funksjonene ogsa er

lukket under bundet produkt kan leseren forsikre seg om pa egen hand. La 7 &' 1= (1~ z).
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SaT = 0mnara = 0,0g T = 1 nar & # 0. De primitivt rekursive funksjonene er lukket under
bundet minimalisering fordi

(wi < plg@ i)~ (X TLo@ 0 x (1= [[9(@0):

2<y i<z i<y

Den siste likheten er innlysende, ikke sant? O

Lemma 2.6 De primitivt rekursive relasjonene er lukket under de bundne forste ordens
kvantorene (3i < n) og (Vi < n).

Bevis av Lemma 2.6. La p vaere den karakteristiske funksjonen til den primitivt rekursive
relasjonen P(Z,y). Da er den primitivt rekursive funksjonen [[, ., p(Z, ) den karakteristiske
funksjon for relasjonen (Fi < n)[P(Z,7)]. Dermed ser vi at de primitivt rekursive relasjonene
er lukket under bundet eksistenskvantor. At de ogsa er lukket under bundet allkvantor fglger
fra Lemma 2.3 og at (Vi < n)|[P(Z, )| & (3 < n)|-~P(Z, )]

Lemma 2.7 Funksjonen p(n) som gir det n’te primtallet, er primitivt rekursiv. (Det 0’te
primtallet er 2, det forste er 3, ... ) Funksjonen mli| som gir eksponenten til det i’te prim-
tallet i primtallsfaktoriseringen av m, er primitivt rekursiv. (Vi lar 0[i] = 0 for alle i.)

def

Bevis av Lemma 2.7. La P(z) & (Vy,z < 2)|(y +2) x (2 +2) # z|. Ved lemmaene over
er relasjonen P primitivt rekursiv, og vi ser at P(x) sier at z er et primtall. Dermed er
det en smal sak & definere en funksjon f primitivt rekursivt slik at f(z) = 1 nar « er et
primtall, og f(z) = 0 néar @ ikke er det. La s& g(y) = -, f(7). Da gir g(y) antall primtall
mindre eller lik 3. Det er et faktum at det n’te primtallet er mindre enn 27!, Dermed har
vi p(n) = (pi < 2"1)|g(é) = n + 1]. Ved lemmaene over er p primitivt rekursiv.

Eksponenten til det ¢’te primtallet i primtallsfaktoriseringen av m ma vare den storste j
slik at m er delelig pa p(i)/. Dermed har vi at

mli] = (uj <m) [ (G <m)le < p(if) =m] A (Vo <m)lex p(i)* # m] |

og lemmaene over gir at mli] er primitivt rekursiv. O

Hvorfor er vi sa ivrige etter & finne en primitivt rekursiv definisjon av p(i) og den noget
esoteriske funksjonen m[i]? Er ikke det siste lemmaet myntet pa spesielt interesserte? Nei.
Det har betydelige konsekvenser at nettopp disse funksjonene er primitivt rekursive. Ethvert
heltall ekte stgrre enn 1 har en entydig primtallsfaktorisering. Dette skal vi benytte til &

representere en sekvens av tall ved hjelp av ett enkelt tall. Vi koder sekvensen z,,...,z,
ved hjelp av tallet y = p(0)** x p(1)*2 x -+ X p(n <1)"". Dermed har vi z; = y|i =~ 1| for
= 1,..., k. Beviset av neste lemma forteller oss at det er essensielt at en slik koding og

dekoding kan gjennomfgres ved hjelp av primitivt rekursive funksjoner.

Definisjon. La n og k vere faste tall og la j;(y) <y for i = 1,... k. Skjemaet

flay,..,2,,0) = glzy,...,z,)
f($17"'7$n7y+1) - h(wlv"'7$n7y7f($17"'7$n7j1(y))7"'7f($17"'7$n7jk(y)))

viser hvordan funksjonen f kan defineres ved funksjonene g¢,#h, ji,...,j,. Dette skjemaet
kalles verdiforlop rekursjon.
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La k og n veere faste tall, ogla f; for i = 1,..., k vaere gitt ved

fi(xlw"vxrmo) - gi(xlw"vxn)
fi(xlv"'7$n7y+1) - hi(xh"'7$n7y7f1($17"'7$n7y)7"'7fk($17'"7$n7y))'
Dette skjemaet viser hvordan funksjonene fi,..., f; kan defineres ved funksjonene ¢y,..., g;
og hi, ..., h;. Skjemaet kalles simultan rekursjon.

Skjemaet

f(x,O) - g(w)
f($7y+1) - h(w,y,f(](x,y),y))

viser hvordan funksjonen f kan defineres ved funksjonene ¢, h og j. Dette skjemaet kalles
rekursjon med parametersubstitusjon.

Skjemaet
(o ) — { gi(xy, ... x,) hvis h(zy,...,2,) =0

oy, ... x,) ellers

viser hvordan en funksjon f kan defineres ved funksjonene ¢, g5 og h. Dette skjemaet kan
vi kalle tilfelle-definisjon. (Du har nettopp sett et darlig forspk pa & oversette definition by
cases.) O

Lemma 2.8 De primitivt rekursive funksjonene er lukket under (i) verdiforlop rekursjon,
(11) simultan rekursjon, (iii) rekursjon med parametersubstitusjon og (iv) tilfelle-definisjon.

Bevis av Lemma 2.8. (i) Anta at ji,...,jk, g og h er primitivt rekursive, og at j;(y) < y
fori=1,... k. La & sta for z,...,z,, og la f vere gitt som i definisjonen av verdiforlgp-
rekursjon. Vi definerer

F(7,0) = p(0)"®

Denne definisjonen av F' kan lett skrives om til en ren primitivt rekursiv definisjon ved
hjelp av lemmaene over. Sa F' er primitivt rekursiv. Siden j;(y) < y for ¢ = 1,...k, s& har
vi

F(Zy) = p0)/@0 x p(1)f@D x .o x p(y)/Ev)
Dette betyr at f er gitt ved komposisjonen f(Z,y) = F(Z, y)|y]. Dermed er f primitivt
rekursiv.

(ii) Anta at funksjonene ¢,..., g, og hy,..., hy er primitivt rekursive, og la fy,..., fi veere
gitt som i definisjonen av simultan rekursjon. Vi definerer

F’(f7 0) = p(l)gl(f) X oo X p(k)gk(f)
F(QE7 v+ 1) = p(1)hl(x‘,y,F(x‘,y)[l],...,F(x‘,y)[k]) oo X p(k)hk(5,y,F(f,y)[u,...,F(f,y)[k])

Denne definisjonen er det rimelig enkelt & skrive om til en ren primitivt rekursiv definisjon
ved hjelp av lemmaene over. Vi konkluderer derfor at F er primitivt rekursiv. Videre har
vi at

F(Z,y) = p(1)1@E o p(2)=2@9) 5 5 p(k)rE9)
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Dermed ser vi av komposisjonen f;(Z,y) = F(Z, y)|i] at f; er en primitivt rekursive funksjon
fori=1,...,k.
Vi dropper bevisene av (iii) og (iv). Beviset for (iii) er klinete. Beviset for (iv) er enkelt.

a

De fgrste fibonaccitallene er 0,1, 1,2,3,5,8,13,21,.... Hvert tall i rekken er summen av de
to foregaende, og de to forste tallene er henholdsvis 0 og 1. Funksjonen f(n) som gir det
n’te tallet i rekken, er gitt ved

f(0)=0 fy=1 fin+2)=f(n)+ f(n+1).

Dette er et eksempel pa tilfelle-definisjon og verdiforlgp-rekursjon. Lemmaene over forteller
oss at f er primitivt rekursiv.

Definisjon. La p; vere det i’te primtallet. (po = 2,p, = 3,...) Sekvenstallet (z4,...,z,) er
gitt ved pp x pi* x --- x pi=. Vi kaller z; for det i’te koordinatet i sekvensen (x,,...,z,)
(der 1 <4 < n). Vilar lh(z) veere funksjonen som gir antall koordinater i & hvis z er et
sekvenstall (og 0 ellers). Vi lar ((zy,...,2,)); = @; nar 1 < i < n, og vi lar (z); = 0 hvis @
ikke er et sekvenstall eller hvis det ikke er tilfellet at 1 < ¢ <n. O

Et sekvenstall representerer en sekvens av tall entydig, og enhver sekvens av tall kan repre-
senteres av et sekvenstall. Dette fglger av hva vi har sagt om primtallskoding tidligere.

Lemma 2.9 Funksjonen (xy,...,x,) er primitivt rekursiv. Den karakteristiske funksjonen
til mengden av sekvenstall er primitivt rekursiv, dvs. funksjonen som gir 0 hvis x er et
sekvenstall og 1 ellers, er primitivt rekursiv. Videre er funksjonene lh og (x); primitivt
rekursive.

Bevis av Lemma 2.9. Dette fglger greit fra lemmaer vi har bevist tidligere. O

Definisjon. Vi definerer [f] induktivt over den rekursive definisjonen av en funksjon f. Vi
lar

2,n,i) hvis f =ZP for0<i<mn

3,[h], [g1],---, [gm]) nar f er komposisjon av ¢i,..., ¢, og h
4,[g], [R]) nar f er primitiv rekursjon over g og h

5, [g]) nar f er definert fra ¢ ved hjelp av minimalisering.

La e = [f]. Vi skriver {e}(Z) for f(Z), og vi sier at e er en rekursiv indeks for f. O

Vi skal bevisst og systematisk vare ungyaktig i var omgang med funksjoner, og vi skal
hemningslgst blande sammen to forskjellige betydninger av uttrykk som f(z) og {e}(x).
Den siste definisjonen vitner til de grader om det. Av og til antar vi at en eller annen rekursiv
definisjon hefter ved en funksjon, dvs. vi antar at vi har en eller annen rekursiv definisjon av
funksjonen for handen selv om en slik definisjon ikke er eksplisitt gitt. Det er for eksempel
tilfellet i definisjonen av [f]. Av og til betrakter vi en funksjon rent ekstensjonalt, altsa
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som en mengde av par. Det er for eksempel tilfellet nar vi sier at « + 2 = 2 x z. Det finnes
uendelig mange rekursive definisjoner av funksjonene + og x. Likevel bruker vi kanskje
uttrykket [+], selv om [ ] strengt talt er en avbildning fra rekursive definisjoner inn i
sekvenstallene, og ikke en avbildning fra rekursive funksjoner inn i sekvenstallene. I slike
situasjoner ma man velge en definisjon av + for a gi uttrykket [4] mening.

Av og til kan det virke klargjgrende 4 se pa en rekursiv indeks som programkode. La e
veere en rekursiv indeks for funksjonen f. Ved hjelp av definisjonen over kan man da lese
ut av e hvordan en rekursiv definisjon av funksjonen f ser ut. Den rekursive definisjonen
gir ganske direkte en algoritme for & beregne f. Det er for eksempel lett & lage et Pascal3-
aktig program. Skjemaet for primitiv rekursjon svarer til en FOR-Igkke. Skjemaet vi kaller
minimalisering svarer til en WHILE-1gkke.

Definisjon. Vi definerer et beregningstre for f(Z) der f er en rekursiv funksjon.

- La [f] = (0). (S& f = O.) Da er sekvenstallet ([f],0) et beregningstre for f.
- La [f] =(1). (Sa f = &.) Da er sekvenstallet ([ f], 2,24 1) et beregningstre for f(z).
|

- La [f] = (2,n,4). (Sa f = I.) Da er sekvenstallet ([f], zy,...,2,,2;) et beregnings-
tre for f(zy,...,2,).

- La [f] = B, [h]y [g91]s-- -5 [9m])- (S& f(&) = h(g1(), ..., g,(Z)).) Videre la ¢; veere
et beregningstre for ¢;(#) og la z; veere siste koordinat i ¢; for 7 = 1,...,m. La t vaere
et beregningstre for h(zy,..., 2, ) og la z vere siste koordinat i ¢. Da er sekvenstallet

([f],t,t1,... tm, ) et beregningstre for f(&).

- La [f1% (4, [g], [h])- (Sa f(7,0) = g(T) og f(Z,y + 1) = h(Z,y, F(T,y)).) La to vaere
et beregningstre for ¢(Z) og la z, vaere siste koordinat i #,. Videre la ¢;,, vere et
beregningstre for h(Z, i, z;) og la z;,, veere siste koordinat i ¢;,. Da er sekvenstallet

([l tostas ... ty, z,) et beregningstre for {[f]HZ,y).

- La [f] = (5,[g]) (Sa f(Z,0) = (ui)[g(7,i)].) La t; vere et beregningstre for ¢(7, i)
der siste koordinat er forskjellig fra 0 for ¢ = 0, 1,... m<<1. La t,, vaere et beregnings-
tre for g(&, m) der siste koordinat er 0. Da er sekvenstallet ([ f],to,t1,...,tm, m) et
beregningstre for f(&).

Lan > 1loglaT,(e,z1,...,2,,t) bety at t er et beregningstre for {e}(zy,...,2,). Relasjonen
T, kalles Kleenes T-predikat. Hvis vi sier at f(z4,..., 2, ) konvergerer, sa mener vi det finnes
et beregningstre t slik at relasjonen T,([f],#1,..., @, t) holder. Sier vi at f(zy,...,2,)
divergerer, sa mener vi at f(zy,...,z,) ikke konvergerer. O

At f(zy,...,z,) konvergerer betyr i bunn og grunn at det er mulig a beregne f i argu-
mentene z,...,2,. Det er lett & se at enhver primitivt rekursiv funksjon konvergerer i
alle argumenter. Dermed er enhver primitivt rekursiv funksjon total. Det er ogsa rimelig
lett & se at det finnes rekursive funksjoner som divergerer i noen argumenter. En rekursiv
funksjon kan altsa veere partiell, og de primitivt rekursive funksjonene ma vaere en ekte
delmengde av de rekursive. Vi skal se at det ogsa finnes totale funksjoner som er rekursive,
men ikke primitivt rekursive. Vi vil ogsa skrive f(Z) = ¢(Z) nar f og g kan vare partielle
rekursive funksjoner. Da mener vi at enten divergerer bade f og ¢ i Z, eller sa konvergerer
begge og verdien av f(Z) er den samme som verdien av g(&).

?Blaise Pascal, fransk filosof, matematiker og naturforsker, 1623-1662
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Lemma 2.10 Kleenes T-predikat er primitivt rekursivt.

Bevis av Lemma 2.10. Vi har sett lemmaer som sier at koding og dekoding av sekvenser
er primitivt rekursive operasjoner, og vi har lemmaer som sier at de primitivt rekursive
funksjonene er lukket under diverse definisjonsskjemaer. Ved & bruke disse lemmaene kan
man vise at Kleenes T-predikat er primitivt rekursivt. Beviset er omfattende, men byr ikke
péa noen prinsipielle vanskeligheter. Det kreves ingen metoder og teknikker utover dem vi
allerede har stiftet bekjentskap med. O

Teorem 2.11 (Kleenes normalformteorem) La U vare en primitiv rekursiv funksjon
slik at U(z) gir siste koordinat i x ndr x er et sekvenstall. La T, vere Kleenes T-predikat.
For enhver n-er rekursiv funksjon f finnes et fast tall e slik at

flag, oo z,) =U((pt)[Tale, 2q, ..o zp, b)) .

Bevis av Teorem 2.11. La e = [f]. Hvis det finnes et beregningstre ¢ for {e}(z4,...,z,), s&
ligger tallet f(xy,...,2,) i siste koordinatit. O

Definisjon. Anta at vi har en opptelling av en klasse funksjoner. (Det vil si at vi har en
surjeksjon ¢ fra de naturlige tallene inn i klassen. Vi sier at e er en indeks for funksjonen
g i klassen om ¢(e) = ¢.) En funksjon f er universalfunksjon for klassen (under denne
opptellingen) om det for enhver uner funksjon ¢ i klassen og for enhver indeks e for ¢ er

slik at f(e,z) = g(z).

Teorem 2.12 Det finnes en rekursiv universalfunksjon for de rekursive funksjonene.

def

Bevis av Teorem 2.12. Ved Kleenes normalformteorem vil f(e, z) = U((pt)|T:(e, z,t)]) vaere
en universalfunksjon for de rekursive funksjonene. Vi har ogsa at U og T er (primitivt)
rekursive. Dermed er f rekursiv siden de rekursive funksjonene er lukket under komposisjon
og minimalisering. O

Teorem 2.12 svarer til teoremet i teorien om Turingmaskiner som sier at det finnes en
universell Turingmaskin. Nar f(e,z) er en universalfunksjon for de rekursive funksjonene,
kan vi tenke pd e som et program og pa z som input til programmet. At programmet e
tilsynelatende tar kun ett heltall 2 som input er ikke vesentlig. Ved kodeteknikkene vi har
skissert over kan z representere enhver tenkelig form for input. Sa en universalfunksjon for
de rekursive funksjonene er i en forstand datamaskinen med stor D, den programmérbare
maskinen hvis regnekapasitet ikke kjenner grenser. At det finnes rekursive univeralfunksjo-
ner for de rekursive funksjonene er ikke opplagt. For eksempel holder ikke et tilsvarende
teorem for de primitivt rekursive funksjonene:

Teorem 2.13 Det finnes ikke en primitivt rekursiv universalfunksjon for de primitivt re-
kursive funksjonene.

Bevis av Teorem 2.13. Vi teller opp de primitivt rekursive funksjonene p&d samme mate som
vi talte opp de rekursive funksjonene over. Vi bare kutter ut skjemaet for minimalisering.
For hver primitivt rekursive f finnes da et tall e slik at f(&) = {e}(&). Anta sa at det
finnes en primitivt rekursiv universalfunksjon p for de primitivt rekursive funksjonene, og
la g(z) et p(x, ) + 1. Hvis p er primitivt rekursiv, s& vil g veere det. Da har vi

{lgl}(lgl) = 9g(lgl) = p(lgl;lg]) +1 = {[g]}([g]) +1
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og dette er opplagt tgv. (Den andre likheten holder ved definisjonen av ¢. Den tredje
likheten holder fordi p er en universalfunksjon.) O

Funksjonene p og g som opptrer i det siste beviset er opplagt bade totale og rekursive. Der-
med har vi sett eksempler pa totale beregnbare funksjoner som ikke er primitivt rekursive.
Teknikken som benyttes i beviset kalles diagonalisering. For enhver interessant klasse av
totale rekursive funksjoner kan man ved hjelp av diagonalisering vise at en universalfunk-
sjon for klassen ikke kan vaere med i klassen selv. Det vil for eksempel gjelde for klassen av
funksjoner som kan beregnes i polynom tid ved hjelp av en Turingmaskin. (Sa hvis du skal
lage et programmeringssprak som er slik at ethvert program i spraket terminerer, ...ja, da
bgr du ikke forsgke & skrive en interpreter for spraket i spraket selv.) Men hvorfor kan ikke
diagonaliseringsteknikk benyttes til & vise at en universalfunksjon for de rekursive funksjo-
nene ikke kan veere rekursiv? Fordi det motsatte er sant selvsagt, men hvorfor holder ikke
resonnementet i beviset av Teorem 2.13 for de rekursive funksjonene? Vi lar det spgrsmalet
henge i luften. Na skal vi se at diagonaliseringsteknikk kan benyttes til & vise at det finnes
totale og veldefinerte funksjoner som ikke er rekursive.

Teorem 2.14 (Stoppeproblemet) Funksjonen

flay) & { 0 hvis {z}(y) konvergerer

1 ellers

er ikke rekursiv.

Bevis av Teorem 2.14. Anta at ¢ er rekursiv. La f(z) = {z}(z) + 1 nar £(z,2) = 0. La
f(z) L' 1 ellers. Siden £ er rekursiv, vil f vere rekursiv. Dermed kan vi snakke om en
rekursiv indeks [f] for f. La oss na se pa verdien av f([f]). Vi ma se pa to tilfeller: (i)
ETF1, 11) = 0 o8 i) €(171, [71) — 1. Anta (i). Da har vi F([71) = {[/1}([7]) fordi /] er
en indeks for f, men vi har ogsa f([f]) = {[f]}([f]) +1 fra definisjonen av f. Dermed har
vi viklet oss inn i en selvmotsigelse. Anta (ii). Siden £([f], [f]) = 1, s& divergerer f([f]).
Ved definisjonen av f har vi at f([f]) = 1. Selvmotsigelse. O

Teorem 2.14 tilsvarer “stoppeproblemet” i teorien om Turingmaskiner: Det er ikke mulig
for en Turingmaskin & avgjgre hvorvidt en vilkarlig Turingmaskin med gitt input stanser.
Resultatet ble unnfanget av Alan Turing selv og publisert i 1937.

2.3 Rekursive og rekursivt tellbare mengder

Definisjon. En mengde av hele tall er rekursivt tellbar (v.t.) om den er verdiomradet® til
en total rekursiv unzer funksjon. I tillegg regner vi den tomme mengden som en rekursivt
tellbar mengde. En n-zer relasjon R er rekursivt tellbar (r.t.) dersom mengden av sekvenstall
(x1,...,2,) slik at R(z4,...,2,) holder, er en r.t. mengde. En mengde (relasjon) er rekursiv
dersom den karakteristiske funksjonen til mengden (relasjonen) er rekursiv. O

Litt intuisjon: Hvis en mengde A er verdiomradet til en total rekursiv funksjon f, sa
finnes det en algoritme for & liste medlemmene i A. Vi kan effektivt generere listen
f(0), f(1), f(2),.... Dette betyr ikke at vi har en algoritme for & avgjore om et gitt element
a er medlem i A. Hvis a € A, sd kan det bekreftes ved & generere listen inntil a dukker

*Et verdiomrade kalles ogsa ofte for et bilde eller for et kodomene.
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opp, men vi kan aldri bekrefte @ ¢ A. P& et gitt tidspunkt vil vi aldri ha generert mer enn
en endelig del av listen. Det kan hende at ¢ dukker opp i listen dersom vi genererer en
liten bit til av den. Hvis den karakteristiske funksjonen til en mengde er rekursiv, sa har
vi en algoritme for & avgjore om et vilkarlig element er med i mengden. Vi har altsa delvis
algoritmisk kontroll over de rekursivt tellbare mengdene. Vi har full algoritmisk kontroll
over de rekursive mengdene.

Teorem 2.15 La A vaere en mengde. Det tre pastandene under er ekvivalente.

(i) A er rekrusivt tellbar.
(i) A er definisjonsomradet til en rekursiv funksjon.

(117) Det finnes en primitivt rekursiv relasjon S slik at x € A < (Fy)|S(z, y)].

Bevis av Teorem 2.15. (i) = (ii). Siden A er r.t, sa er A verdiomradet til en total rekursiv
funksjon f. La g(@) = (pi)[f(i) = z]. Da er ¢ rekursiv og A er definisjonsomradet til g.

(ii) = (iii). La A veere definisjonsomradet til f. Da vil 2 € A < (IY)|T1([f], 2, y)| der T}
er Kleenes primitivt rekursive T-predikat. Sa la S(z, y) & Ti([f],z,y) og alt er okay.

(iii) = (i). Hvis A er endelig eller tom, er beviset uproblematisk. Anta derfor at A er
uendelig og at z € A & (Jy)[S(z,y)|. La

F0) = (ui)lth(i) = 2 A S((i)y, (1))
fla+1) = (ui)li > flx) A Th(i) =2 A S(0)s, (1))
glz) = (fla).

Da er A verdiomradet til g, og g er bade total og rekursiv. O

Det siste teoremet gir oss en opptelling av r.t. mengdene. Siden enhver r.t. mengde er
definisjonsomréadet til en eller annen rekursiv funksjon, blir neste definisjon meningsfull.

Definisjon. Vi definerer den e’te r.t. mengden W, ved

W {z | {e}(x) konvergerer} om {e} er en unzer funksjon
S ) ellers. O

Teorem 2.16 En mengde A er rekursiv hvis og bare hvis bade A og komplementmengden
Aerrit.

Bevis av Teorem 2.16. Det er lett & se at teoremet holder nar A = () eller nar A = N.
Anta si at A er rekursiv, at A # () og A # N. La qq veere et fast element i A. Videre la
r omzxz€EA
o |

ag ellers.

Da er A verdiomradet til f, og f er bade total og rekursiv. Helt analogt kan vi konstruere
en total og rekursiv funksjon g slik at A er verdiomradet til g. Ergo er A og A r.t.

Anta at bade A og A er r.t. mengder. Da finnes en total rekursiv funksjon f slik at A er
verdiomradet til f, og en totalt rekursiv funksjon ¢ slik at A er verdiomradet til g. La

W(z) = (po)le = f(D) Ve = g(i)]
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og la

0 om z = f(h/(z))
Ma) = { 1 omz = g(h'(2))

Da er h den karakteristiske funksjonen til A. Det er lett & se at h er rekursiv. O

For a gi leseren en intuitiv forstaelse av begrepene skal vi ta for oss en mer uformell variant
av det siste beviset. Anta at A er rekursiv. Da kan vi effektivt avgjgre om z er med i A
eller ikke. Dermed har vi en algoritme for & liste opp A: Trinn 0. Test om 0 er med i A.
Hvis “nei”, legg 0 til listen. Trinn 1. Test om 1 er med i A. Hvis “nei”, legg 1 til listen.
...0g sa videre. Tilsvarende har vi en algoritme for a liste opp elementene i A. Dermed er
bade A og A r.t. mengder.

Anta sa at bade A og A er r.t. mengder. Det betyr at vi har en algoritme som lister opp
elementene i A, og en algoritme som lister opp elementene i A. Na skal vi lage en algoritme
for & avgjgre om en vilkarlig 2 er med i A eller ikke. Her er den: List opp A og A parallelt.
Hvis z forekommer i opplistingen av A, s kan algoritmen terminere og svare “Ja, @ er med
i A”. Hvis z forkommer i opplistingen av A, sa kan algoritmen terminere og svare “Nei”.
Siden z enten forekommer i A eller A, si vil algoritmen fgr eller siden gi en output. Dermed
er A er rekursiv mengde.

Definisjon. Vi definerer den komplette r.t. mengden K ved K = {(z,y) |2 € W,}. O

Teorem 2.17 La A vere en r.t. mengde. Da finnes det en primitivt rekursiv funksjon f
slikatr € As f(r) e K.

Bevis av Teorem 2.17. Siden A er en r.t. mengde, sa finnes det en rekursiv indeks n slik at
A=W,. La f(z) = (x,n). Daer f primitivt rekursiv ved Lemma 2.9. Ved definisjonen av
K, harvize Ae f(z)e K. O

La oss forsgke a fa en intuitiv forstaelse av den komplette r.t. mengden K. Anta en eller
annen opptelling av mengden av Turingmaskiner, og en eller annen opptelling av mengden
av mulige input til en Turingmaskin. Da kan man tolke det at m er med i den n’te r.t.
mengden, dvs. m € W,,, som at Turingmaskin nummer m stanser med input nummer n.
Dette betyr at hvis man kan avgjere hvorvidt sekvenstallet (m,n) er med i K, s kan man
ogsd avgjore stoppeproblemet. Det neste teoremet sier at K ikke er en rekursiv mengde.
Denne innsikten kan tolkes som at stoppeproblemet for Turingmaskiner er uavgjgrbart.
Teoremet sier ogsa at K er en r.t. mengde. Det betyr at vi har en algoritme som lister opp
alle par o, M slik at Turingmaskinen M stanser med input a.

Teorem 2.18 Mengden K er r.t. men ikke rekursiv.

Bevis av Teorem 2.18 Husk at T er Kleenes T-predikat for unare funksjoner. La

1) { (T2 ((2), (1)1, 9)] om Th(z) = 2

udefinert ellers.

Da er f en rekursiv funksjon, og K er definisjonsomradet til f. Dermed forteller Teorem
2.15 oss at K er en r.t. mengde.

Anta si at K er rekursiv. Da er ogsi mengden K,  {z | (z,z) € K} rekursiv. La K, vare
komplementmengden til K. Ved Teorem 2.16 er K; en r.t. mengde. Det betyr at det finnes
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en indeks n slik at K, = W,,. Dermed
nek, & neW, & (nnecK & nck,.

Selvmotsigelse. (Den fgrste ekvivalensen holder fordi K, = W,,, den andre ved definisjonen
av K, den tredje ved definisjonen av K,.) O

Nar man sier at et problem (spgrsmal) er uavgjorbart, sa mener man at det ikke finnes en
algoritme for & lgse problemet (besvare spgrsmalet). Teorem 2.18 gir en strategi for & vise at
et problem er uavgjgrbart. Man viser at hvis det finnes en algoritme som lgser problemet,
sa finnes det ogsa en algoritme som avgjor medlemskap i K. (Dette kalles gjerne a redusere
stoppeproblemet til problemet.) Deretter brukes Teorem 2.18 til & konkludere at problemet
ikke er avgjgrbart.

La oss utbrodere dette litt. Mengden K gir en “grense” for hva vi har algoritmisk kontroll
over. Ethvert matematisk veldefinert problem kan assosieres med en mengde A slik at &
lgse en instans av problemet koker ned til & besvare spgrsmalet “n € A?”. Viser man at
det finnes en total rekursiv funksjon f slik at @ € K < f(z) € A, s& ma problemet vare
uavgjorbart. Viser man at det finnes en total rekursiv funksjon f slik at f(z) € K < 2 € A,
s& kan problemet delvis behandles av en algoritme. Det kan behandles i den forstand at
hvis @ er medlem i mengden A, s& kan medlemskapet bekreftes av en algoritme. Ad denne
vei kan vi med matematisk presisjon studere og forsta bade hva datamaskiner kan og ikke
kan. Det méa da veere et matnyttig studium? Mengden K er matnyttig!

2.4 Om bruk av begreper, intuisjon og Churchs tese

Holder vi oss til dette kapitlets definisjoner, gir det bare mening & bruke adjektivfrasene
“rekursiv” og “rekursivt tellbar” om delmengder av de naturlige tallene. Det gar imidlertid
glatt & generalisere disse begrepene. La A C B der B er en tellbar mengde av “hva-
som-helst”. La ® : B — N vare en beregnbar en-til-en funksjon (injeksjon). Da sier vi
at A er rekursiv dersom ®(A) er rekursiv, og at A er rekursivt tellbar dersom ®(A) er
rekursivt tellbar. (Her er ®(A) = {z | finnes y € A s.a. ®(y) = z}.) Vi krever at ¢ skal
veere beregnbar og en-til-en. Det betyr at vi har en algoritme for a avgjgre medlemskap i
A nar A er rekursiv, og en algoritme for a liste elementene i A nar A er rekursivt tellbar.

Vi illustrerer dette ved et par eksempler. La Z veaere mengden av hele tall. La & : Z — N
veere gitt ved

B(z) — x X 2 narz > 0
] (&2 x2)e1 nara<0.

Da vil de naturlige tallene entydig representere de hele tallene etter mgnsteret 0 = ®(0),
1 =d(el), 2 =9(1), 3 =2=(&2), 4= P(2), ...Dermed kan vi snakke om rekursive og
rekursivt tellbare delmengder av de hele tallene.

I kommende kapitler vil vi snakke om rekursive og rekursivt tellbare delmengder av sprak
og utsagn. All syntaks kan effektivt kodes inn i tallene. La ®((AAB)) = (2, ®(A), &(B)), la
O(=(A)) = (1,P(A)) og la ®(F;) = (0,¢). Na er ¢ en beregnbar en-til-en funksjon. Dermed
kan vi, nar vi kjenner ®, pa en innlysende mate representere utsagnslogiske utsagn over
spraket {—, A,)), (, Fo, P1, Ps,...} ved de naturlige tallene. Videre kan vi for eksempel si at
mengden av utsagnslogiske tautologier er rekursiv. Formelt sett pastar vi da at det finnes
en rekursiv funksjon f slik at f(®(U)) = 0 nar U er en tautologi og f(®(U)) = 1 ellers.
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Syntaks kan effektivt kodes inn i N pa uendelig mange mater. I var sammenheng spiller det
ingen rolle hvordan det gjores. Det vesentlige er at det kan gjgres. Derfor gidder vi heller
ikke & mase om hvordan det er gjort. S& lenge var intuisjon sier det finnes en beregnbar
en-til-en funksjon fra en mengde A inn i N, vegrer vi oss ikke for & omtale delmengder
av A som rekursive og rekursivt tellbare. Videre kan vi omtale funksjoner generelt som
rekursive. Nar vi gjgr det, har vi gjort uuttalte forutsetninger om at funksjonenes domener
og verdiomrader kan representeres effektivt ved naturlige tall. Vi skal heller ikke vegre oss
for & bruke Churchs tese i beviser og lignende. Nar en funksjon intuitivt virker beregnbar,
slar vi uten videre fast at den er rekursiv. All denne bruken av intuisjon letter bevisfgringen
betraktelig. Vi kan konsentrere oss om essensielle punkter i resonnementer i stedet for &
fortape oss i grkeslgs formalisering. Du bgr imidlertid vaere klar over at man skal vare en
ganske dreven handverker for a overfgre enkelte av de “intuitive” bevisene til mer detaljerte
og formaliserte versjoner. Vi setter et merke ved bevisene som hviler pa Churchs tese.

2.5 Mer uavgjgrbarhet

Beviset av det neste teoremet er en god demonstrasjon av to bevisteknikker vi har snakket
om over. For det fgrste benyttes Churchs tese. Det er alt annet enn trivielt at en funksjon
f som dukker opp er total og rekursiv, men i beviset argumenteres det for nettopp det ved
a appellere til Churchs tese. For det andre vises det at en mengde A ikke er rekursiv ved a
vise at den selvsamme f erslik at # € K < f(2) € A. Man viser at det er umulig & avgjore
et problem ved & redusere et annet uavgjgrbart problem til problemet.

Definisjon. Fn mengde A er en indeksmengde for en mengde 24 av partielt rekursive funk-
sjoner dersom A = {e | {e} € 2A}.

En mengde 2 av partielt rekursive og unaere funksjoner er triviell dersom % enten er tom
eller inneholder alle partielt rekursive og unare funksjoner. 0O

Teorem 2.19 (Rice) La & veere en mengde partielt rekursive og unere funksjoner, og la
A veere en indeksmengde for 2. Hvis U ikke er triviell, si er A ikke rekursiv.

Bevis av Teorem 2.19. Anta at 2 ikke er triviell. Da finnes rekursive indekser e og d slik at
{e} € Aog {d} ¢ A. La 7 veere en uneer og totalt udefinert funksjon, det vil si at ¢(z) er
udefinert for enhver z. (Funksjonen % er selvsagt rekursiv.) Vi har na to muligheter: enten

€ Aeller p ¢ A. Anta at det er tilfellet at o € . Tenk pa n som et fast tall, og la

) {e}(z) hvisne K
9(@) = { P(x)  ellers.

Vel, g er en rekursiv funksjon. Og ikke nok med det. Vi har en algoritme for & finne en
indeks for ¢ uniformt i n. (Det blir kanskje lettere & henge med i svingene hvis du tenker
péa en rekursiv indeks som programkode. Se pa e som en gitt programkode. Hvis du far
vite n, kan du mekanisk konstruere programkode for a beregne g(z), nemlig koden til dette
programmet: Elementene i den rekursivt tellbare mengden K listes opp ett for ett. Hvis n
dukker opp i listen, eksekveres programkoden e med input z. Hvis n ¢ K, vil opplistingen av
elementer fra K fortsette til evig tid.) Ved Churchs tese finnes det da en rekursiv funksjon

f som er slik at {f(n)}(z) = g(z). Videre: Hvis n € K, sa {f(n)} ={e} € A. Hvisn ¢ K,
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sa {f(n)} = ¢ A. Dermed
neK & {fn)ledA & f(n)eA.

Vi ser at hvis A er en rekursiv mengde, sa vil ogsd K veere det. At K er rekursiv strider mot
Teorem 2.18. Fra dette slutter vi at A ikke er rekursiv. Dette var beviset for tilfellet ¢ ¢ 2.
Tilfellet ¢» € A vises analogt. Da benytter vi at {d} ¢ 2 til & vise at komplementmengden
til A ikke er rekursiv. Fra dette folger det at A ikke er rekursiv. (De rekursive mengdene
er lukket under komplementdannelse.) O

Dette teoremet bor veere sterke saker for en databehandler. Det sier noe i retning av at
ethvert ikke-trivielt spgrsmal som angar de rekursive funksjonene er navgjgrbart. Ser vi pa
en rekursiv indeks som en programkode, kan teoremet tolkes dithen at ethvert interessant
sperméal om resultatet av a eksekvere en kode er uavgjorbart. Vel, leseren kan selv arbeide
med en mer uformell tolkning og forstaelse av Rices teorem. Her er noen korollarer.

Korollar 2.20 (i) Det er ikke avgjorbart om en rekursiv funksjon er definert i argumen-
tet 17.

(i1) Det er ikke avgjsrbart om det for to rekursive funksjoner f og g finnes en n slik at
f(n) = g(n).

(11i) Det er ikke avgjorbart om en rekursiv funksjon er total.

(iv) Det er ikke avgjorbart om en rekursiv funksjon f er slik at f(z) = z for alle .

(?) Lag flere korollarer selv.

Bevis av Korollar 2.20. La oss vise (iv) som et eksempel. Det er like enkelt & vise de andre
punktene. Fgrst presiserer vi pastanden. I punkt (iv) pastas det at mengden

{e | e er indeks for en unaer funksjon og {e}(z) = « for alle z}

ikke er rekursiv. Vel, mengden er opplagt forskjellig bade fra § og N. Dermed kan ikke
mengden vere rekursiv ved Teorem 2.19. O

2.6 De p-rekursive funksjonene

Definisjon. La k. vere den karakteristiske funksjonen til relasjonen “ekte mindre enn”,
dvs. k.(z,y) = 0 nar z < y, og k(z,y) = 1 nar = > y.

De p-rekursive initialfunksjonene er k., + (addisjon), x (multiplikasjon) og Z* (projek-
sjonsfunksjonene).

De p-rekursive funksjonene er den minste klassen av funksjoner som inneholder de pu-
rekursive initialfunksjonene og som er lukket under komposisjon og minimalisering.
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En p-rekursive mengde, p-rekursive relasjon osv., defineres pa en innlysende méate ved hjelp
av karakteristiske funksjoner. O

De p-rekursive funksjonene kan fgres tilbake til Goédel. Det er innlysende at enhver pu-
rekursiv funksjon er rekursiv. Vi skal vise det omvendte, dvs. at enhver rekursiv funksjon
er p-rekursiv. I utgangspunktet virker det lite sannsynlig at det for eksempel er mulig &
definere eksponensiering 2¥ p-rekursivt. Forsgk! S& dette resultatet er meget overraskende,
og beviset er like tungt som overraskelsen er stor. Vi ma dessverre ty til en del tallteoretisk
ekvilibrisme. Ved fgrste gangs lesning bgr man kanskje bare godta at det er slik, droppe
beviset og gi seg i kast med neste kapittel.

Nar vi forst har etablert forholdet mellom de rekursive og de p-rekursive funksjonene, blir
det lettere & bevise sentrale resultater senere. Det er hovedgrunnen til at vi bruker tid og
krefter pa denne sammenhengen.

Lemma 2.21 (i) Likhetsrelasjonen er p-rekursiv. (ii) De p-rekursive relasjonene er lukket
under de utsagnslogiske operatorene. (iii) De p-rekursive relasjonene er lukket under de
bundne forste ordens kvantorer (3i < n) og (Vi < n). (iv) Etterfolgerfunksjonen S er p-
rekursiv.

Bevis av Lemma 2.21 La p og g veere henholdsvis de karakteristiske funksjonene for relasjon-
ene P og (). Da er den p-rekursive funksjonen p(&) x ¢(4) den karakteristiske funksjonen for
relasjonen P(Z)V Q(¥). Den p-rekursive funksjonen k_(0, p(Z) er den karakteristiske funk-
sjonen for relasjonen =P (Z). Alle andre utsagnslogiske operatorer kan uttrykkes ved hjelp
av - og V og komposisjon. Dermed holder (ii). Videre har vi at k. ((py)|[P(Z,y) V y = n|,n)
er den karakteristiske funksjonen til relasjonen (Jy < n)[P(Z, y)|. Dermed holder ogsa (iii)
siden bunden allkvantor kan uttrykkes ved hjelp av negasjon, bunden eksistenskvantor og
komposisjon. Du skal fa lov til & pusle med (i) og (iv) pa egenhand. O

Lemma 2.22 La b vare et vilkdrlig fast tall. La ¢ vere det minste tallet som er delelig pa
alle tall mindre eller lik b. Hvis ¢ < b, y < boga # y, saer 1+ (z xc)ogl+(yxec)
innbyrdes prime. (To tall m,n er innbyrdes prime nar broken ™ ikke kan forkortes, dvs. at
m og n har ingen felles faktor utenom 1.)

Bevis av Lemma 2.22. Vi overlater dette til de aller ivrigste av leserne. O

Funksjonen 8 som introduseres i neste lemma er viden bergmt under navnet Godels 3-
funksjon.

Lemma 2.23 (Goédels lemma) Det finnes en p-rekursiv funksjon 8 slik at (i) f(z,1) <

for enhver i og (ii) for enhver sekvens av naturlige tall ag, ay, ..., a, si finnes det et tall m
slik at g(m,1) = a; fori=0,1,...,n.

Bevis av Lemma 2.23. Viktig underliggende ide: Iin sekvens ag, ay, ... a, skal representeres
ved en mengde {by,...,b,} som i sin tur skal representeres av et trippel b, ¢, d.

La ¥(z,y) & (z+y)*+2.58 9% : N xN — N er en p-rekursiv injeksjon. Det betyr at 7
koder par av tall inn i tallene. La b; = ¢(ay;,7) for i = 0,...,n. Da vil mengden {by,...,b,}
representere sekvensen ag, ..., a,. (En sekvens er ordnet. En mengde er ikke ordnet.)
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La b = max{b;,...,b,}. La ¢ veere det minste tallet som er delelig pa alle tall mindre eller

lik b. La d = (1 4 byc)(1 4 byc)--- (1 + b,c). Ved Lemma 2.22 har vi na at
d er deleligpa 1+ acoga<b < a€{by...,0,}.

Dermed kan trippelet b, ¢, d representere mengden {b,...,b,}. Trippelet b, ¢, d kan selvsagt
i sin tur representeres av et enkelt tall a ved & la a = ¥(b, (¢, d)). Dermed representeres
sekvensen ay,...,a, av tallet a. Vi skal na konstruere en p-rekursiv funksjon 3 som er slik
at f(a,?) = a; nar ¢ < n. Videre vil 8(z, i) < z for alle 2 som ikke koder en sekvens som er

minst ¢ lang,.
def

La D(z,y) & (32 < y)|o x z = y|. Videre la
Rig,a) % @u,o,w <) [y = é(w,o(o,0) Az <u A DS xv),w)].
Det er lett & se at predikatet R er p-rekursivt ved Lemma 2.21. Videre la
Bla,i) 2 (uz) | Ria b2,V S(z) — 2]
Ved Lemma 2.21 ser vi at ogsa 3 er p-rekursiv. Vi har definert R slik at
R(p(b, (e, d)),z) < derdeleligpal+acoga<b & a€{by,....,b,}.

Dermed, la a = ¥(b,?¥(c,d)) hvor b, ¢ og d er slik vi har beskrevet over. Da har vi at
{bo,...,b,} = {x | R(a,x)}. Videre har vi 8(a,7) = a; for i = 0,...n og vi har f(z,y) < z

for alle x,y. Quod erat demonstrandum. O
Teorem 2.24 Enhver rekursiv funksjon er p-rekursiv.

Bevis av Teorem 2.24. Det holder 4 vise at de p-rekursive funksjonene er lukket under
primitiv rekursjon. (Teoremet fglger trivielt nar vi har vist dette.) Sa anta at f(Z,0) = ¢(2),
at f(Z,y+1) = h(Z,y, f(Z,y)), og at g og h er p-rekursive funksjoner. Vi viser at f er
p-rekursiv. La

fO(fv y) - ﬁ( (:LLZ)[(VZ < y)[ﬂ(z,O) - g(f) N ﬁ(zvé+ 1) - h(fv @,ﬁ(z,@))]] ) y)

hvor 8 er Godels g-funksjon fra Lemma 2.23. Ved lemmaene 2.23 og 2.21 er f, en p-rekursiv
funksjon. Ved induksjon pa n kan man se at f(Z,n) = fo(#, n). Dermed kan vi slutte at de
p-rekursiv funksjonene er lukket under primitiv rekursjon. O

2.7 Oppgaver

Oppgave 1
Vis at en uendelig mengde A er rekursiv hvis og bare hvis A er verdiomradet til en total
rekursiv og strengt monotont voksende funksjon. (At f er strengt monotont voksende betyr

at vi har f(z) < f(z + 1) for alle z.)

Oppgave 2
I denne oppgaven skal vi ta en liten titt pa et felt innenfor rekursjonsteorien som kalles
gradteori. La A og B vare mengder av naturlige tall. Vi definerer sa relasjonen <, ved

def

A<, B & finnes en total rekursiv funksjon f s.a. 2 € A< f(z) € B.
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Det er vanlig & uttale “A <,, B” slik: “A er m-reduserbar til B”.

Punkt a

Hvilke mengder er m-reduserbare til N? Hvilke mengder er m-reduserbare til )7 Denne
oppgaven er enkel, og forkynner intet annet budskap enn at ) og N er patologiske mengder
med hensyn pa m-reduserbarhet.

Punkt b
La A og B vere vilkarlige rekursive mengder, men forskjellig fra ) og N. Vis at A <,, B
og B <, A.

Vi definerer litt igjen.
A<,B & A<,BAAL,B.
A=, B & A<, BAB<,A.

Vi sier at A og B har samme m-grad nar A =,, B. Ved punkt b av denne oppgaven sa er
alle rekursive mengder av samme m-grad om vi ser bort fra de patologiske tilfellene () og
N. Graden til de rekursive mengdene kalles 0 i gradteorien.

Punkt ¢
Vis at den komplette r.t. mengden K ikke er av grad 0. Litt mer presist: Vis at A <,,, K
for enhver rekursiv mengde A. (Graden til K kalles 0'. Vi uttatler 0' “null hopp”.)

Punkt d

(Vanskelig.) La A veere en rekursiv mengde forskjellig fra () og N. Vis at det finnes en
mengde B slik at 4 <,, B <,, K. Det finnes altsd en mengde som er for komplisert til
a veere rekursiv, men ikke sa komplisert som den komplette r.t. mengden. Vi sier at det
finnes en m-grad mellom 0 og 0’.

Punkt e
(Ganske vanskelig.) Vis at det finnes en mengde A slik at K <,,, A.

Oppgave 3

La den unere funksjonen f, veere gitt ved fy(z) = 0, dvs. fy er konstantfunksjonen som
gir 0. Vis at f, er p-rekursiv ved & konstruere den med hjelp av p-rekursive skjema fra de
initielle p-rekursive funksjonene. Vis pa samme mate at funksjonen f, der f,(z) = n, er
p-rekursiv for alle n € N. Vis deretter at funksjonen g, ,,(21,...,2,,) = n er p-rekursiv for
alle m > 1.
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Kapittel 3

Ufullstendighet og uavgjorbarhet

3.1 Innledning

Definisjon. Vi sier at en forste ordens teori T er fullstendig for strukturen 9 dersom M = T
ogME=A=TFHA. O

Vi har tidligere kalt en teori T fullstendig dersom den er konsistent og at vi har T - A
eller T+ —A for enhver A i spraket til T. Dermed er en forste ordens teori T fullstendig
dersom det finnes en struktur 91 slik at 7" er fullstendig for 1. Det er enkelt & vise dette.
Vi overlater det til leseren.

Hvis T er fullstendig for M, sa vil T = A = M |= A. Slik mé det vaere siden 9 er en modell
for T. P& grunn av sunnhet vil da alle utsagn som kan utledes i T veere sanne i 9. Dermed
er T fullstendig for 9 hvis og bare hvis {A | T+ A} = {A | M |= A}. Hvis det finnes
en fullstendig teori for en struktur 9, s& kan vi altsa fgre et formelt bevis (tremetode,
sekventkalkyle) for ethvert utsagn som er sant i 9.

Vi skal se at det finnes en fullstendig teori for en struktur hvis og bare hvis mengden
av utsagn som holder i strukturen er rekursiv. At det finnes en fullstendig teori for en
struktur, er altsa ekvivalent med at det finnnes en algoritme for & avgjore om et vilkarlig
utsagn holder i strukturen. Dermed virker det lite sannsynlig at det for eksempel skal finnes
en fullstendig forste ordens tallteori, dvs. en teori som er fullstendig for strukturen N. Vi
har tidligere sett at det gar glatt a uttrykke i fgrste ordens tallteori at det finnes uendelig
mange parprimtall, men ingen har klart & bevise eller motbevise at sa er tilfelle. Det ville
vaere besynderlig om en maskin kunne besvare spgrsmalet. Og ikke bare dette spgrsmalet og
alle andre ubesvarte spgrsmal i forste ordens tallteori. Maskinen skulle ogsa veere i stand til
a avgjore holdbarheten av en flora av andre ikke-trivielle pastander i diverse matematiske
disipliner. Det forholder seg nemlig slik at store deler av matematikken kan reduseres til
fgrste ordens tallteori.

Det er mye etterpaklokskap i betrakningene over. (Og etterpaklokskap er en eksakt viten-
skap.) Vi kjenner algoritmebegrepet. Vi er fortrolig med Churchs tese osv., osv. Det som i
dag er utenkelig var en gang tenkelig. Hilberts program ble statuert rundt arhundreskiftet.
En av programmets méalsetninger var en fullstendig aksiomatisering av matematikken. En
annen var a vise at aksiomatiseringen var konsistent uten a bruke matematikk som var mer
tvilsom enn den matematikk man allerede hadde aksiomatisert. Ufullstendighetsteoremene
i dette kapitlet viser at programmet ikke lar seg gjennomfgre.
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Lemma 3.1 Mengden av utsagn som er sanne i en forste ordens struktur er rekursivt
tellbar hvis og bare hvis den er rekursiv.

Bevis av Lemma 3.1. (Churchs tese.) Hvis en mengde er rekursiv, sa er det trivielt at den er
rekursivt tellbar. Anta s& at mengden av utsagn som er sanne i en struktur 97 er rekursivt
tellbar. Vi har altsa en algoritme som lister opp alle elementene i mengden {B | M |= B}.
La A vere et vilkarlig utsagn i spraket til 9. Enten vil A forekomme i en slik opplisting,
eller sa vil = A forekomme. Forekommer A i listen, vet vi at A € {B | M | B}. Forekommer
—Ailisten, vet viat A € {B | 9 |= B}. Vi har altsa en algoritme for & avgjgre medlemskap
i{B|9M |- B}. Dermed er denne mengden rekursiv. O

Teorem 3.2 La 9N vere en forste ordens struktur. Anta at vi uniformt i to heltall m,n
effektivt kan konstruere et utsagn A slik at M= A < (m,n) € K. Da er ikke mengden
{B | M |= B} rekursivt tellbar.

Bevis av Teorem 3.2. (Churchs tese.) Anta motsatt, altsa at mengden {B | M |= B}
er rekursivt tellbar. Ved Lemma 3.1 er denne mengden ogsa rekursiv. Men da har vi en
algoritme for & avgjore medlemskap i K. (Konstruer utsagnet A og test om utsagnet er
med i {B |9 |= B}. Hvis ja, har vi (m,n) € K. Hvis nei, har vi (m,n) ¢ K.) Dermed er
K rekursiv. Det sier i mot Teorem 2.18. O

Teorem 3.3 La T vere en forste ordens teori. Mengden av utsagn som kan utledes ¢ T er
rekursivt tellbar. (Vi minner om den forutsetningen vi har gjort om forste ordens teorier
pa side 10, — nemlig at aksiomene er rekursivt tellbare.)

Bevis av Teorem 3.3. (Churchs tese.) Vi gir en effektiv prosedyre for & liste opp alle utsagn
i mengden {B | T B}. La Ay, A, As, ... vaere en opptelling av utsagnene i spraket til 7.
En slik opptelling kan genereres effektivt. Sa bruker vi tremetoden: (1) Bygg ut ett trinn
av “treet” T'F Ay. (2) Bygg ut to trinn i hver av “treerne” T+ Ay og T F A;. (3) Bygg ut
tre trinn i hver av “treerne” T+ Ay, T+ Ay og T F A,. (4) Bygg ut fire .... Hver gang et
“tre” T F A; lukkes, listes utsagnet A; og treet fjernes fra den uendelige prosessen. O

Nar en struktur er tilstrekkelig komplisert, finnes det ingen fullstendig fgrste ordens teori for
strukturen. Det er et hovedbudskap i dette delkapitlet. Kan vi for vilkarlige m,n uttrykke
“(m,n) € K7 1 en struktur, sa har vi nemlig et ufullstendighetsteorem for strukturen.

Teorem 3.4 (Ufullstendighet) La 9 vare en forste ordens struktur. Anta at vi uni-
formt i to heltall m,n effektivt kan konstruere et utsagn A slik at ME A < (m,n) € K.
Da finnes det ingen fullstendig forste ordens teori T for 9.

Bevis av Teorem 3.4. Teorem 3.2 sier at mengden {B | M |= B} ikke er rekursivt tellbar.

Teorem 3.3 sier at mengden {B | T+ B} er rekursivt tellbar. Dermed ma de to mengdene
veere forskjellige. O

3.2 Utfullstendighetsteoremer for tallteori

Vi har nd dekket bordet for & vise at det umulig kan finnes fullstendige forste ordens
teorier for interessante matematiske strukturer. Nar en struktur et komplisert, er ethvert
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forsgk pa a aksiomatisere sannhet i strukturen ved hjelp av fgrste ordens logikk og et
rekursivt tellbart aksiomsett, dgmt til & mislykkes. Og strukturen trenger ikke vaere s&
veldig komplisert heller. Vi skal snart se at den vanlige modellen N for forste ordens logikk
pluss funksjonene +, x,.5 og navnet 0, er en tilstrekkelig komplisert struktur.

Definisjon. Numeralene er en delmengde av termene i tallteorispraket. For ethvert naturlig
tall n finnes det ett numeral @, og vi definerer 0 = 0 og n + 1 = S(m).

Vi definerer = < y & (32)[z + S(2) = y]. La A veere et tallteoretisk utsagn. Vi definerer
(Fz < n)[A] & Fo)lz < n A Al og (Vo < n)[A] & (Va)lz < n — A]. Dette betyr at
x < y er syntaks for det tallteoretiske utsagnet (3z)[z + S(z) = y]. S& = < y kan sees pa
som en forkortelse. Dermed er det ogsd gitt hvordan x < y skal tolkes. P& samme mate er
(Fz < n)|A(x)] og (V& < n)[A(2)] kun forkortelser og tolkningen er gitt. Vi kaller (3= < n)

og (Vo < n) for begrensede kvantorer.

Vi skal n& omdefinere hva som menes med ¥?-utsagn, I19-utsagn og A?-utsagn for utsagn
i tallteorispraket.

- Et utsagn i tallteorispraket som er bygget opp fra atomaere utsagn ved hjelp av
konnektiver og begrensede kvantorer er pa AJ-form, II5-form og X5-form.

- La A vaere et utsagn i tallteorispraket pa X0-form, og la B veere et utsagn pa formen
(Va1)...(Va,) [ A]. Daer B et utsagn pa I3 ,-form.

- La A veere et utsagn i tallteorispriaket pa I12-form, og la B veere et utsagn pa formen
(Fz1)...(Fz,) [ A]. Daer B et utsagn pa X ,,-form.

- Et I1?-utsagn er et utsagn som er ekvivalent med et utsagn pa II?-form.
- Et X0-utsagn er et utsagn som er ekvivalent med et utsagn pa X{-form.

- Et AY-utsagn er et utsagn som bade er ekvivalent med et II?-utsagn og med et X9-
utsagn. O

Legg merke til at denne nye definisjonen av 39, 119 og AY bare gir mening for utsagn i
tallteorispraket. Den gir ingen mening for et generelt forste ordens logisk utsagn. (La A
vaere et tallteoretisk utsagn. Hvis A er “logisk AS”, s& er A ogsa “tallteoretisk AJ”. Det
omvendte gjelder ikke.) T resten av dette kapitlet vil vi utelukkende bruke X9, TI? og A? i
tallteoretisk betydning.

Vi har at bade ¥} C A}, og II? C A? . Videre har vi selvsagt A} C XY og A? C II7.
Dermed har vi et hierarki som gir et fornuftig mal pa kompleksiteten av tallteoretiske
utsagn. Dette vil bli klarere i lgpet av de kommende sidene. Mengden av sanne lukkede
Aj-utsagn er rekursiv. S& selv om utsagnene i A) kan vaere syntaktisk kompliserte, de kan
inneholde mange kvantorer, s& er de i en annen forstand alltid enkle: Det er avgjgrbart om

et lukket AJ er sant i NV.

Teorem 3.5 (Representerbarhet) For enhver n-er rekursiv funksjon f finnes det et
tallteoretisk X9-utsagn F(xy, ..., x,,y) slik at

flay,...;a,)=b < N|=F(a,...,a,,b).
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Bevis av Teorem 3.5. Vi vet, pa grunn av Teorem 2.24, at enhver rekursiv funksjon kan
genereres fra initialfunksjonene +, x, I og k. ved hjelp av komposisjon og minimalisering.
Vi viser teoremet ved induksjon pa en slik generering av f. Induksjonsstarten er grei. Vi

har

NE@ +a =1b,
a1 X ay =b N @ xa@y = by

I (ay,...,a,)=b NEG=bAT7
ke(ay,a) =b & NE@<@ Ab=0)V (=(a, <@) A b=5(0)).

(L1+(L2:b

T oo

—a, A - AT, =a,

Vi ser at alle de tallteoretiske utsagnene er kvantorfrie og dermed >?-utsagn.

Anta sé at f er komposisjonen f(zy,...,2,) = hMg1(Z1,. .-, % )5y (21, ..., 2,)). Induk-
sjonshypotesen gir oss X.{-utsagn Gy,...,G,, slik at

gi(ar,...,a,) =b < N|=Gi(ay,...,a,,0b)
fori=1,...,m og H slik at
h(ay,...,an)=b & N[ H@,...,a@,,b).
Lana F(zy,...,z,,y) vere utsagnet
(Fzry ooy zp)lGi(@y, ooy 20) A e AN Gol(@y, ooy @ny 20,) A H(z, o0 20, 9)]

Siden G4, ...,G,, og H er ¥X0-utsagn, sa er I er logisk ekvivalent med et X{-utsagn. (Seorg
for at alle bundne variabler i F' har forskjellig navn. Da kan enhver ubegrenset eksis-
tenskvantorer flyttes sa langt ut man matte gnske.) Dermed er F' et X9 utsagn. Videre har
vi

flay,...,a,)=b & N F(a,...,a,b).
Sa induksjonshypotesen opprettholdes i komposisjonstilfellet.

Anta sa at f er gitt ved minimaliseringen f(zy,...,z,) = (pi)lg(z1,..., 24, 7)|. Induksjons-
hypotesen gir oss et ¥{-utsagn G slik at

glay,...,a,,b) =c & N |EG(a,...,a,,b7).
Forst merker vi oss at

N 3G (@, ... @b, 2) A0 £ 2] &
g(ay,...,a,,b) konvergerer og g(ay,...,a,,b) # 0.

La Fj vaere utsagnet
G(@y, ..., @, b,0) A (Vi <b)(I2)|G(Ty,..., @6, 2) A0 £ 2].

V har na at f(ay,...,q,) = b < N E F,. Dermed vil dette beviset veere fullendt nar vi
har funnet et X0-utsagn F som er slik at N | Fy & N | F. (Merk at F og Fy ikke vil
vere logisk ekvivalente. )

La ' vere et vilkarlig utsagn i tallteori hvor variabelen u ikke forekommer, og la n vare
et fast tall. Da gjelder

N (Ve <m)(3)[C] & N (Fu)(Ve <7)(Tz < u)[C]. *)
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At (*) holder i hgyre-venstre retningen er trivielt. At venstre-hgyre retningen av (*) holder
krever et lite resonnement som overlates til leseren. Ved & benytte (*) samt noen banale
logiske omskrivninger kan vi konstruere ¥9-utsagnet F' fra Fy. Vi ma for eksempel sgrge for
at bundne variabler har forskjellige navn, og deretter flytte ubegrensede eksistenskvantorer
utover. O

Lemma 3.6 La a,b € N vere gitt. Vi kan effektivt konstruere et utsagn A pa X9-form
som er slik at N |- A < (a,b) € K.

Bewvis av Lemma 3.6 Fra definisjonene har vi at K = {{z,y) |z € W, } og

ellers.

W { {z | {e}(x) konvergerer} om {e} er en unazer funksjon
10

Vi har dermed @ € W, hvis og bare hvis det finnes z slik at 7' (e, z, z). Her er T} Kleenes T-
predikat for unaere funksjoner. T-predikatet er rekursivt. Det vil si at det finnes en rekursiv
funksjon & slik at

0 dersom Ty(y,z,z)

1 ellers.

£(z,y,2) {

Ved Teorem 3.5 finnes det et tallteoretisk 9-utsagn B(x,y, z,u) slik at £(a,b,¢) = 0 hvis
og bare hvis N |= B(@, b,¢,0). Dermed

(a,b) € K & a €W, < finnes z slik at £(a,b,2) =0 & N |= (32)[B(@,b, z,0)] .

La A(z,y) veere utsagnet (32)[B(z,y,2,0)]. Vi ser at A er et XL{-utsagn. Dermed, nar a,b
er gitt, kan vi effektivt konstruere et utsagn A som er sant i A hvis og bare hvis (a,b) € K.

Sett ganske enkelt numeralene @, b inn i utsagnet A(x,y) og fa X9-utsagnet A(@,b). Da
holder (a,b) € K & N |= A(w,b). O

Teorem 3.7 (Ufullstendighet) (i) Det finnes ikke en fullstendig forste ordens teori for
N. (ii) For enhver forste ordens teori T slik at N |= T, sd finnes det et utsagn A slik at
NEAoTHA.

Bevis av Teorem 3.7. (i) Fra Lemma 3.6 og Teorem 3.2 fglger det at mengden {B | N |= B}
ikke er rekursivt tellbar. Dermed har vi {A | T+ A} £ {A | N A} for enhver fgrste
ordens teori T' ved Teorem 3.3. (ii) La T veere slik at ' |= T. Da har vi at {B |T + B} er
en delmengde av {B | V' |= B}. Fra (i) har vi {B | T+ B} # {B | N | B}. Ergo ma det
finnes et utsagn Aslik at TH Aog N A. O

Vi merker oss at (ii) i siste teorem er en sterkere pastand enn (i), det vil si at (i) folger fra
(ii). Vi skal styrke (ii) ytterligere og vise at utsagnet A som (ii) omtaler, er et I1{-utsagn.

Lemma 3.8 Mengden {A | A er et XV-utsagn og N' |= A} er rekursivt tellbar.

Bevis av Lemma 3.8. (Churchs tese.) Det overlates til leseren & finne en algoritme som lister
opp alle X¥-utsagn som er sanne i . Ta utgangspunkt i at mengden av AJ-utsagn som er
sanne i A er rekursivt tellbar. Det er opplagt. Mengden er til og med rekursiv. O
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Teorem 3.9 (Ufullstendighet) For enhver forste ordens teori T slik at N |= T, sd finnes
det et TI-utsagn A slik at N | A og Tt/ A.

Bevis av Teorem 3.9. (Churchs tese.) Anta T er slik at N =T og T F B for ethvert II9-
utsagn B hvor A = B. Da er mengden av utsagn pa IT%-form som er sanne i A, rekursivt
tellbar siden {B | T+ B} er rekursivt tellbar. (Ta utgangspunkt i algoritmen som lister
opp {B | T+ B} og stryk ethvert utsagn som ikke har II9-form fra listen.) Av dette kan
vi slutte at mengden av utsagn pa XV-form som er usanne i A er rekursivt tellbar. Ved
Lemma 3.8 har vi at mengden av utsagn pa YX{-form som er sanne i A er rekursivt tellbar.
Dermed har vi, ved Teorem 2.16, at mengden av utsagn pa X9-form som er sanne i N,
er rekursiv. Dermed kan vi avgjgre medlemskap i K ved Lemma 3.6. Det betyr at K er
rekursiv. Selvimotsigelse. Teorem 2.18 sier jo at K ikke er rekursiv. O

Korollar 3.10 For enhver forste ordens teori T slik at N'|= T, sa finnes det et 119 -utsagn
A slik at TH A ogTVWH-A. (T er altsa ufullstendig.)

Bevis av Korollar 3.10. La N |= T. Da finnes det et IT%-utsagn A slik at N | Aog TH A
ved Teorem 3.9. Anta T+ —A. Da kan det i T utledes et utsagn som er usant i A/, Dette
sier imot at NV ET. O

Det siste korollaret gir en interessant situasjon. Nar T er en fgrste ordens tallteori, vil det
alltid finnes et utsagn A slik at bade TU{A} og TU{—A} er konsistente teorier. Bare en av
de to teoriene kan ha A som modell. Dette apner mulighetene for ikke-standard tallteori,
dvs. en teori hvor det finnes “tall” i universet som viser en oppfgrsel som anstendige tall
holder seg for god til. Tkke-standard tallteori blir analogt til ikke-euklidsk geometri.

Vi skal né& vise et enda sterkere ufullstendighetsteorem. Teoremene 3.7 og 3.9 sier bare at
det finnes et 119 A slik at N |= A og T I/ A, og bevisene gir ingen algoritme for & konstruere
A. Beviset av det neste teoremet gir en slik algoritme. Beviset og teoremet ligger ogsa
langt nzermere Goédels opprinnelige bevis og teorem. Mye av den rekursjonsteorien vi har
profittert pa over ble fgrst unnfanget noen ar etter at Gédel hadde gjort sine arbeider.
Godel benytter seg ikke av at man kan uttrykke “(m,n) € K7 i strukturen /. Han kjenner
jo ikke til mengden K. I stedet benytter Godel at det er mulig & uttrykke “utsagnet A kan
utledes i teorien 77 i N.

Teorem 3.11 (Ufullstendighet) La T vere en forste ordens teori T slik at N = T.
Uniformt i T kan vi effektivt konstruere et 119-utsagn A slik at N = A og T t/ A.

Bevis av Teorem 3.11. (Churchs tese.) Anta at vi har kodet utsagnene i spraket til 7" inn i
de naturlige tallene. Anta videre at vi har kodet utledninger i teorien 7" inn i de naturlige
tallene. All syntaks kan kodes inn i N, s& dette skal ga bra. La R(a,b) vere predikatet

a er et kodetall for et lukket tallteoretisk utsagn pa formen (Va)[A(z)|, og b er
et kodetall for en utledning av A(@) i teorien T.

Ved Churchs tese er R et rekursivt predikat. Dermed finnes det et tallteoretisk X{-utsagn
By(z,y) slik at R(a,b) & N |= By(@,b) (Bruk Teorem 3.5.) La B(z) veere utsagnet
(Vy)[-Bo(z,y)]. Vi ser at B er et II{-utsagn. For alle tallteoretiske utsagn A(z) der ba-
re x er fri, og for alle naturlige tall n har vi na at

N | B(m) < —(n koder utsagnet (Va)[A(2)]) vV Tt/ A(m) . ()
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Utsagnet (Va)[B(z)| har et kodetall. La oss dgpe dette tallet til k. Vi setter na inn B og k
i(*)og far

N B(k) & —(k koder utsagnet (Va)[B(2)]) V Tt/ B(k). (**)

Disjunkten —(k koder utsagnet (Va)[B(x)]) i (**) er usann ved valg av k og B. Dermed har
vi N |& B(k) < Tt/ B(k). Vi har antatt at A" |= T. (S& vi kan ikke utlede noe i T som er
usant i A.) Dermed mé det veere tilfellet at N |= B(k) og T t/ B(k). Videre ser vi at B(k)
ma veere et [17-utsagn siden (Va)[B(z)| er det. Leseren kan selv forvisse seg om at utsagnet

B(k) effektivt kan konstrueres fra teorien 7. O

Teorem 3.11 kalles gjerne Giodels forste ufullstendighetsteorem. Det er hentet fra Uber
formal unentscheidbare Sitze der Principia Mathematica und verwandter Systeme (1931).
Samme artikkel inneholder ogsa Godels andre ufullstendighetsteorem. Vi skal ngye oss med
a forsta hva dette teoremet sier. Vi dropper beviset.

Det kan vises at en tilstrekkelig sterk fgrste ordens tallteori T" er inkonsistent hvis og bare
hvis T'F 0 = S(0). Anta som i beviset av Teorem 3.11 at vi har kodet utsagn og utledninger
i inn i de naturlige tallene. Ved Churchs tese er relasjonen “tallet y koder et bevis i T
for utsagnet som kodes av tallet 2” rekursivt. Dermed finnes et utsagn B(z,y) slik at
N |= B(@,b) hvis og bare hvis “tallet b koder et bevis i T for utsagnet som kodes av
tallet a”. Dermed vil V' |= =(3y)[B(@, y)] holde hvis og bare hvis utsagnet som kodes av
tallet @ ikke kan utledes i 7. La na k veere kodetallet til utsagnet 0 = S(0). Da holder
N | =(3y)[B(k, y)] hvis og bare hvis teorien T er konsistent. Vi kan né statuere Godels
andre ufullstendighetsteorem.

Teorem 3.12 (G6dels andre ufullstendighetsteorem) La T, B og k vere slik det er
beskrevet over.

NET = T§-(3)B(zF).

Teoremet ma tolkes dithen at et konsistensbevis for en fgrste ordens teori ikke kan forma-
liseres i den selvsamme teorien.

Vi ma ikke glemme at vi opplever det som relativt enkelt a vise at for eksempel Peano-
aritmetikk er en konsistent teori: A" er en modell for Peanos aksiomene. Det er innlysen-
de. Dermed er Peano-aritmetikk konsistent ved kompletthetsteoremet for logikk. Godels
andre ufullstendighetsteorem sier at et slikt konsistensbevis ikke kan formaliseres i Peano-
aritmetikk. En pastand som holder i strukturen A hvis og bare hvis fgrste ordens teorien
over Peanos aksiomene er konsistent, kan ikke utledes i fgrste ordens teorien over Peanos
aksiomer. For & formalisere! et konsistensbevis av en forste ordens teori T trenger vi en
forste ordens teori 7' som er sterkere enn 7. Dermed havner vi i en paradoksal situasjon.
Den som tviler pa konsistensen av 7T, har desto stgrre grunn til a tvile pa konsistensen av
T’. Alt som kan utledes i T kan jo ogsa utledes i 7’. Vil man vise at T’ er konsistent trenger
man en teori 7" som er enda sterkere enn 7" osv. Ut i fra dette er det ikke urimelig & si
at sporsmalet om en fgrste ordens teori er konsistent, er et spgrsméal om tro. Man kan ikke
vise det uten & anta noe som er enda mer kontroversielt. Noen vil kanskje spgrre om man
ikke kan fgre “uformelle” konsistensbevis, dvs. konsistensbevis som ikke kan formaliseres i

1N4 snakker vi om & formalisere i en streng forstand. Et bevis er ikke formalisert fgr det er en endelig
syntaktisk stgrrelse. S& for eksempel hgyere ordens logikk, eller generell tallteori, kan ikke formaliseres i
denne betydningen av ordet.
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forste ordens logikk? Med et slikt bevis kunne man kanskje unnga den kinkige situasjonen
det andre ufullstendighetsteoremet byr pa. Til dette er det & svare at et bevis som ikke kan
formaliseres i fgrste ordens logikk, utvilsomt er tvilsomt. Tviler man ikke pa et slik bevis,
har man ingen heller grunn til & tvile pa at for eksempel Peano aritmetikk er konsistent.

3.3 Andre ufullstendige teorier

Ufullstendighetsteoremer er ikke noe som utelukkende hefter ved tall og tallteorier. Vi skal
understreke dette ved & vise at det heller ikke finnes fullstendige fgrste ordens teorier for
teorien om binare sekvenser, dvs. strukturen B. Leseren bgr veere i stand til 4 tenke videre
pa egenhand og finne andre fgrste ordens teorier som ngdvendigvis ma veere ufullstendige,
for eksempel en teori om kanter, noder og grafer, eller en teori om abstrakte regnemaskiner
(for eksempel registermaskiner).

Hvis det er mulig & representere de rekursive funksjonene i en struktur (se for eksempel
Teorem 3.5), sa kan vi vise ufullstendighetsteoremer for strukturen. I sa mate er det vesentlig
at bade + (addisjon) og x (multiplikasjon) er med i tallteorispraket. Forst da vil den vanlige
modellen A for spraket veere komplisert nok til & representere de rekursive funksjonene slik
som i Teorem 3.5. Utelater vi enten + eller x, er ikke dette mulig. Tvert i mot finnes det en
fullstendig fgrste ordens teori for den vanlige tallteoretiske modellen til funksjonene +,.5,0
og relasjonen <. Denne forste ordens teorien kalles gjerne Presburger-aritmetikk. Det er
kanskje en smule overraskende at strukturen B gir opphav til ufullstendighetsresultater.
Strukturen virker ikke si mye mer komplisert enn modellen for Presburger-aritmetikk.
Presburger-aritmetikk kan jo sees som en teori om unaere sekvenser.

Definisjon. Bitnumeralene er en delmengde av termene i bitteorispraket. For ethvert na-
turlig tall n definerer vi bitnumeralet n rekursivt ved 0 = e og m 4+ 1 = S;(m).

Laz=<y&E (F2)|z 0z = y]|. S& & < y er rett og slett en syntaktisk forkortelse for uttrykket
(32)[z 0 z = y| i spraket for bitteori. Videre lar 2 < y & 2 < y A ~(z = y). Intuitivt betyr
x < y at bitsekvensen z er et prefiks av bitsekvensen y.

Vi skal na sette opp en konvensjon for hvordan en bitsekvens kan tolkes som en sekvens
av naturlige tall. Nar en bitsekvens « inneholder delsekvensen 001110111111100 tolker vi
det som at 7 er tall nummer 3 i sekvensen som « representerer. Da kan tallsekvensen
(21,29, T3, ,) representeres ved

x1 stk. xg stk. xg stk. x4 stk.

—_—— —_—— —_—— —_——
001011...110011011...1100111011...11001111011...1100.

Sa 00101100110001110100 = 0011012001201°01301100 representerer (2,0,1). Det samme
gjor bitsekvensene

By = 000000000101100000000110001110100 = 0000000001*01200000000101°001°0100

og
By = 0111010010110011000 = 01°01'001'01%001*01°00 .

Bitsekvensen (; inneholder “overfladige 0’er” som vi overser. Bitsekvensen (5 viser at ¢’te
elementet i tallsekvensen kan godt veere kodet inn i bitsekvensen til hgyre for det ¢ + n’te
elementet i tallsekvensen. Bitsekvensen v =...001101110...0011011110... koder derimot
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ikke en sekvens av tall. Vi kan ikke entydig lese ut av v hva det andre elementet i sekvensen
skal vaere. Bitsekvensen 001011110011101111111110 = 001'01001201°0 koder heller ikke
en sekvens av tall. Denne bitsekvensen gir bare verdier til element nummer en og tre i en
tallsekvens nar vi forsgker a tolke den etter mgnsteret over. Det andre elementet gis ingen
verdi.

Lemma 3.13 Det finnes et bitteoretisk utsagn A(z,y, z) slik at

axb=c & B} A(g,bc).

Bevis av Lemma 3.13. La del(z, y) vaere utsagnet (3z;, 25)[(2, 02) 0 25 = y|. Betydningen av
del(z, y)imodellen B er at bitsekvensen x er en delsekvens av bitsekvensen y. La nu(z) veere
utsagnet —(3y, z)[y o So(e) o z = z]. Betydningen av nu(z) i modellen B er at bitsekvensen
z er et bitnumeral. La s& seq(z, y) vaere utsagnet

(V2)lz Ry — (Fu)|del(u,z) A (Fv)|u = So(Se(e))oz0Sy(e)owvoSe(S(e)) A nu(zow)].

Na holder seq(z,b) i strukturen B for alle bitsekvenser z som koder en sekvens av naturlige
tall, og hvor denne tallsekvensens lengde er storre eller lik b. (Tallsekvensen er kodet slik
det er skissert over.) La B(x,i,y) veere utsagnet

(Fu) [ del(u,2) A u= S5(So(e))oioSy(e)oyoSy(Sule))]

og la @ veere en bitsekvens som koder en sekvens av heltall som er minst b lang. Da holder
B |= B(a,b, c) hvis og bare hvis det b’te elementet i heltallssekvensen som kodes av a, er c.
La A(x,y, z) veere utsagnet

(Fu)[seq(u, y) A B(u,e,e) A(Vv)[v < y — (Fw)[B(u, v, w) A B(u, S;(v), 0 w)|]] A B(u, y, 2)] .

N& holder A(a,b,c) i B hvis og bare hvis a x b = ¢. Dermed har vi vist lemmaet. O

Teorem 3.14 (Representerbarhet) For enhver n-er rekursiv funksjon f finnes det et
bitteoretisk utsagn F'(xy,...,x,,y) slik at

flay,...,a,)=b < B} F(ay,...,a,,b).

Bevis av Teorem 3.14. Enhver rekursiv funksjon kan genereres fra de initielle y-rekursive
funksjonene 4, x,Z" og k. ved hjelp av komposisjon og minimalisering. (Teorem 2.24.) Vi
benytter induksjon pa en slik generering av f. (S& dette beviset blir analogt med beviset
av Teorem 3.5, men vi behgver ikke lenger bemgye oss med a konstruere et ¥9-utsagn.) I
induksjonsstart far vi ett tilfelle for +, ett tilfelle for Z7, ett for k. og ett for x. Tilfellene
for +,27 og k. er greie. Vi har

(L1+(L2:b f— B|:Q10Q2:b
IZ»TL((LM...,(L”):I) =4 B|:%:Q/\Q1:Q1/\"'/\angn
ko(aga) =0 & Bl(a, <a, ANb=¢) V (m(a, <a,) A b= Si(e)).
Problemet er & finne et utsagn F'(z,y, z) slik at a; Xa, = b hvis og bare hvis B |= a, xa, = b,

men vi har allerede lgst oppgaven. Vi har bevist Lemma 3.13, og vet dermed at et slikt
utsagn finnes.
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Det var induksjonsstarten. Tilfellet for multiplikasjon var en hard nett & knekke, ellers
gikk det rimelig greit. Induksjonstrinnene er ogsa greie. Anta at f er en komposisjonen
flag,.o2,) = hgi(@r, .oy 2n)y ooy G2, .., ). Induksjonshypotesen gir oss utsagn
Gy, ..., G,y slik at

gilay,...,a,) =b & B} Giay,...,a,,b)

fori=1,...,m og H slik at
h(ay,...,an)=b < Bl H(ay,...,a,,0b).
La F(zy,...,2,,y) veere utsagnet
(Fzty ooy zm) [ Gi@r, ooy @n,20) A ooe A Go(@1y oo Ty 2m) N H(ze, oo 2m, y)]

Dermed har vi f(ay,...,a,)=b < B F(ay,...,a,,b).

Anta sa at f er gitt ved minimaliseringen f(zy,...,z,) = (pi)lg(z1,..., 24, 7)|. Induksjons-
hypotesen gir & slik at

glay,...,a,,0)=c & B Glay,...,a,,bc).
La F(zy,...,2,,y) veere utsagnet
Gy, an,y,e) A (Vi) [i<y — (F2)[G(ar,. . an,i,2)ANzFe]].

Da har vi f(ay,...,a,) =b< B F(ay,...,a,,b). O

Lemma 3.15 La a og b veere gitt. Vi kan effektivt konstruere et utsagn A (i bitteorispraket)
som er slik at Bl= A < (a,b) € K.

Bevis av Lemma 3.15. Helt analogt med beviset av Lemma 3.6. O

Teorem 3.16 (Ufullstendighets Teorem) (i) Det finnes ikke en komplett forste ordens
teori for B. (ii) For enhver forste ordens teori T slik at B |= T, finnes det et utsagn A slik
at Bl A ogTH A.

Bevis av Teorem 3.16. Folger av Lemma 3.15 pa samme vis som Teorem 3.7 fplger fra
Lemma 3.6. O

Det skulle ogsa veere uproblematisk a vise et ufullstendighetsteorem for bitteori som sier at
utsagnet A i Teorem 3.16 (ii) kan konstrueres effektivt. Beviset av et slikt teorem vil veere
helt analogt med beviset av Teorem 3.11. Det vil derimot vaere mer problematisk & si noe
interessant om kompleksiteten av A, for eksempel styrke Teorem 3.16 (ii) med at A er et
[19-utsagn. Vi har ikke forsgkt a fore regnskap over kvantornestingen i dette delkapitlet, og
vi har heller ikke definert noe som svarer til tallteoriens begrensede kvantorer for teorien
om bitsekvenser.
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3.4 Uavgjorbarhet av fgrste ordens logikk

Merkelig nok trenger vi ikke ta hensyn til hvilke aksiomer en fgrste ordens teori bestar av
for & vise at den er ufullstendig. Hvis N |= T og det ikke-logiske sprak til T er +, x,.5,0,
s& kan ikke T veere fullstendig. Verken i den forstand at alle utsagn som er sanne i N kan
utledes i 7', eller i den forstand at 7'+ A eller T+ —=A for enhver A i spraket. (De to
formene for ufullstendighet er ekvivalente nar A" |= T'.) Uansett hvilke aksiomer T bestar
av, finnes det et I1%-utsagn A slik at T I/ A og T t/ —=A. Vi kan fortsatt hape pa at det er
mulig & utlede alle sanne tallteoretiske 39-utsagn i en fgrste ordens teori. Og er det mulig?
Ja. For & vise dette mé vi selvsagt ta hensyn til hvilke aksiomer teorien bestar av.

Definisjon. Et tallteoretisk Aj-utsagn er pa begrenset negasjons normalform (BNNF) der-
som det er bygget opp av

- atomaere setninger, dvs. setninger pa formen ¢, = i,
- negerte atomzere setninger, dvs. setninger pa formen — ¢, = ¢,

- konnektivene A,V og de begrensede kvantorene (Jz < n) og (Vo < n).

Legg merke til at et tallteoretisk utsagn kan veere pa BNNF uten & vaere pa NNF (negasjons
normalform). Utsagnet (Vo < 2)[(Jy < 2+ 1)[z + y = z|] er pa BNNF, men det er ikke pa
NNF. Husk at de begrensede kvantorene pa samme méte som konnektivene — og «., er
syntaks vi har innfegrt for & fa behageligere uttrykk for visse utsagn. Omskriver vi utsagnet
ved hjelp av forskjellige aktuelle definisjoner far vi et utsagn som ikke er pa NNF:

(Ve <2)[(3y<z+SO)[a+y==2]]
(Ve)[e<z — (yly<z+S50) A aty=-]

(V) [ ~@u)le + S(u) = 2] v @) [ @uly + S(u) ==+ SO Az +y=2]].

Lemma 3.17 FEthvert tallteoretisk AS-utsagn er logisk ekvivalent med et tallteoretisk AS-
utsagn pa BNNF.

Bevis av Lemma 3.17. Vi har

(1) —(Va)[A] er logisk ekvivalent med (Jz)[—A].
(2) —(32)[A] er logisk ekvivalent med (Vz)[—A].

Dermed kan ethvert tallteoretisk Aj-utsagn ved hjelp av (1), (2) og DeMorgans lover skrives
om til et ekvivalent AJ-utsagn pa BNNF. O

Teorem 3.18 La R vare forste ordens teorien som er gitt ved Robinsons aksiomer. (i) La
A veaere et lukket tallteoretisk AJ-utsagn. Da N |= A & R & A. (ii) La A vere et lukket
tallteoretisk X9-utsagn. Da N |F A & RE A.

Bevis av Lemma 3.18. Vi viser (i). Punkt (ii) folger trivielt fra (i). La A og A’ veere logisk
ekvivalente og anta at R = A’. Da har vi ogsd at R F A siden den logiske kalkylen var
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(tremetoden) er komplett. Ved Lemma 3.17 holder det na a vise at N |- A & RF A for
ethvert AJ-utsagn pa BNNF. N& er det trivielt at RF A = N | A siden den logiske
kalkylen er sunn og ' = R. Dermed gjenstar det & vise

N |E A = RtF Afor ethvert lukket Aj-utsagn A pa BNNF. (*)

Det gjores ved induksjon pa den syntaktiske oppbygningen av A. Vi skisserer strukturen i
beviset og lar en del detaljer ligge.

Visat REp+ g =T for alle p,q, 7 € N slik at N |=p+ 7 = 7. (Gjores ved induksjon pa g.
Se side 17.)

Vis at R+ —(p+q =T7) for alle p,q,r € N slik at N [£ P+ q =T. (Gjores ved induksjon pa
q. Se side 17.)

Visat REpxg=T7foralle pg,r ¢ Nslikat N Epxg=T,ogvisat RF~(pxq=T)
for alle p,¢q,r € N slik at N [£pxg=T.

N& er det mulig & vise at R F t; = ¢, for alle termer ¢;,¢, slik at N | t; = ¢, og at
RE —=(t; = t,) for alle termer ¢, ¢, slik at N [£ ¢, = t,.

N& har vi skissert et bevis av (*) for atomare og negerte atomaere utsagn. Dette er induk-
sjonsstart i et bevis av (*). Na skal vi se pa induksjonstrinnene.

Anta: A har formen BAC og N E A. Da har vi N | B og N | (. Dermed gir
induksjonshypotesen R+ B og RF C'. Fra dette fglger R - A.

Induksjonstrinnet nar A har formen BV C' byr heller ikke pa nevneverdige problem-
er. Det gjor induksjonstrinnene for de begrensede kvantorene. Ja, trinnet for begrenset
eksistenskvantor er forsavidt ikke sa ille: Anta at A har formen (Jz < t)[B(z)] og at
N |= A. Da finnes et numeral @ slik at N =7 < t og N |= B(7). Her er B(7) et luk-
ket AJ-utsagn A pa BNNF. Dermed gir induksjonshypotesen R+ B(7). Videre har vi at
m<t==(Ju)[m+ S(u) = t|. Dermed finnes det numeral 7 slik at N = 7 + S(m) = t.
Siden @ + S(m) = t er et lukket Af-utsagn gir induksjonshypotesen R =7 + S(mm) = t.
N& har vi altsd R F B(w) og R - 7+ S(m) = t. Dermed R F (Ju)[@ + S(u) = t]. Der-
med R -7 < t. Dermed R - 7 < t A B(@). Dermed R + (32)[z < t A B(z)]. Dermed
RF (32 < t)|B(z)|. Dermed R F A. Det var induksjonstrinnet for begrenset eksistenskvan-
tor. For & fa til induksjonstrinnet for begrenset allkvantor, ma man blant annet benytte at
(Va)[z #0 — (Jy)lz = S(y)]] er et aksiom i R. Vi lar detaljene rundt dette ligge. O

Nar vi i tillegg til ufullstendighetsresultatene for tallteori har Teorem 3.18, er det enkelt &
vise et uavgjgrbarhetsteorem for forste ordens logikk. Legg merke til at vi altsd trenger at
fgrste ordens teorier har en viss styrke for 4 vise uavgjgrbarhetsteoremet under. Det trengte
vi ikke for & vise ufullstendighetsteoremene over.

Teorem 3.19 (Uavgjgrbarhet) Mengden av gyldige forste ordens utsagn er ikke rekur-
S0

Bevis av Teorem 3.19. (Churchs tese.) Ved Lemma 3.6 kan vi effektivt konstruere et tall-
teoretisk X9-utsagn A slik at A" = A hvis og bare hvis (m,n) € K. Vi har dermed

<77”L7 n> ek & N E A Teorem 3.18
& REA def. av R+ A
< FR—A kompletthet
< FER—A.
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Anta sa at mengden av gyldige forste ordens utsagn ikke er rekursiv. Vi antar altsd at vi
har en algoritme for & avgjgre hvorvidt utsagnet R — A er gyldig. Da gir ekvivalensen over
en algoritme for a avgjore medlemskap i K. Dermed er K rekursiv. Det sier i mot Teorem
2.18. O

Spersmalet som besvares ved Teorem 3.19, var i mange ar dpent og ble kalt for “Hilberts
Entscheidungsproblem”. Beviset av teoremet kan spores tilbake til Church og Turing (1936-
37). Deres beviser er annerledes enn vart. Det er ikke ngdvendig & ga veien om tallteori.
Turing viste at stoppeproblemet for Turingmaskiner ikke kan avgjgres av en Turingmaskin.
Deretter viste han at man kan konstruere et fgrste ordens utsagn som er gyldig hvis og bare
hvis eksekveringen av en gitt Turingmaskin med input terminerer. (Og at en Turingmaskin
kan gjennomfsre denne konstruksjonen.) Av dette kan man slutte at en Turingmaskin ikke
kan avgjgre hvorvidt et vilkarlig fgrste ordens utsagn er gyldig. Hvis Churchs tese holder,
finnes det overhodet ingen effektiv metode for & avgjsre sporsmalet.

Korollar 3.20 Mengden av gyldige forsteordens utsagn er rekursivt tellbar, men den er
tkke rekursiv.

Bevis av Korollar 3.20. Tremetoden er komplett. Dermed kan vi lage en algoritme som lister
opp alle gyldige utsagn. Leseren kan overbevise seg selv om dette. S& mengden av gyldige
fgrsteordens utsagn er rekursivt tellbar. Teorem 3.19 sier at mengden ikke er rekursiv. O

Til slutt koster vi pa oss en grliten kommentar om bevismetodene i dette kapitlet. Vi har
flittig profitert pa Churchs tese, men ingen ma tro at resultatene avhenger av tesen. Vi
har bare benyttet tesen til & slutte at funksjoner som kan beregnes av innlysende uformelle
algoritmer er rekursive. Det er intet problem a bevise mer formelt at de aktuelle funksjonene
er rekursive. Den som har litt trening ser lett hvordan dette kan gjgres, men hun ser ogsé
at det krever en masse kjedelig, ninteressant, trettende, uinspirerende og munkaktig arbeid.
Hver gang forfatteren har nadd en slik erkjennelse, har han til glede bade for seg selv og
leseren appellert til Churchs tese. Det spiller ingen rolle om tesen er gal i den forstand at
det en eller annen gang i framtiden skulle dukke opp en eller annen form for maskin som
yter mer beregningskraft enn en Turingmaskin.

3.5 Oppgaver

Oppgave 1

Definisjonen av begrensede kvantorer star pa side 43. Vis at utsagnene (Va < n)[A(z)]
og =(dz < n)[=A(z)] er logisk ekvivalente. Bruk for eksempel tremetoden og vis at treet
over (Vo < n)[A(z)] — —(3z < n)[-A(z)| er lukket. Vis ogsa at (Vo < n)[-A(x)] og
(J2 < n)[A(x)] er logisk ekvivalente.

Oppgave 2

Vi har definert relasjonen < ved z < y & (32)[z+5(2) = y|. Alternativt kunne vi ha innfert
symbolet < som et primitivt relasjonssymbol i spraket for tallteori, og latt modellen A tolke
< som vanlig ekte mindre enn p& hele tall. Deretter kunne vi ha utvidet R med aksiomene

(Rs) (Va)[—-0< 2|
(Re) (Vo,y)[2<S(y) = (e=yVae<y)].
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Sa kunne vi ha gatt videre, definert de begrensede kvantorene, definert A for tallteori, etc.
Ad denne vei kunne vi ha bevist navgjgrbarhetsteoremet for forste ordens logikk . Vi skal
se litt nermere pa hvorfor denne alternative strategien virker.

Vi kaller det utvidede aksiomsettet for R<. La A vare et vilkarlig utsagn i spraket til
teorien R<. Da er

A* == A hvor ethvert delutsagn péa formen ¢; < ¢, er erstattet med (3z)[t; + S(2) = ts]

(Her er t; og t, vilkarlige termer.)

Punkt a

Vis at R F A* for ethvert aksiom A i R<.

Punkt b

Vis at for alle utsagn A i spraket til R< at RF A* & R<F A*.
Oppgave 3

I denne oppgaven skal du forsgke 4 generalisere ideen om begrensede kvantorer til andre
datastrukturer enn de naturlige tallene.

Punkt a
Definer noe som svarer til tallteoriens begrensede kvantorer for teorien om binare sekvenser,
og definer AY for teorien om bineere sekvenser analogt med AY for tallteori.

Punkt b

Vis at mengden av sanne lukkede AS-utsagn i teorien om binzre sekvenser er rekursiv.

Punkt c

I forrige oppgave ble man bedt om a vise at de tallteoretiske utsagnene (Vo < n)[A(z)]
og ~(Jz < n)[—~A(z)] er logisk ekvivalente. Vis den analoge ekvivalensen for begrensede
kvantorer i teorien om bineere sekvenser.

Punkt d

Elementene i en datastruktur kan bygges opp fra en endelig mengde konstruksjonsfunksjo-
ner med fast aritet. (0 og S er konstruksjonsfunksjonene for de naturlige tallene.) Diskuter
hva som ma veere aksiomer i en fgrste ordens teori om en vilkarlig datastruktur. Disku-
ter hvordan ideen om tallteoriens begrensede kvantorer kan generaliseres til fgrste ordens
teorier om vilkarlige datastrukturer.

Oppgave 4

I fplge definisjonen er en fgrste ordens teori T fullstendig dersom den er konsistent og slik
at T F A eller T - —A for enhver A i det aktuelle spraket. En forste ordens teori T er
fullstendig for en modell M dersom ME=T og ME A= T+ A.

Punkt a
Vis at T er fullstendig hvis og bare hvis det finnes en modell 9 slik at T er fullstendig for
m.

Punkt b

La 91 vaere en modell for et fgrste ordens sprik, og la T vere en fgrste ordens teori over
samme sprak. (i) Hvis 7" er fullstendig for 9, sa er 1" fullstendig. (ii) Hvis T er fullstendig,
sa er T fullstendig for M. Vis at (i) holder og at (ii) ikke holder.

Oppgave 5
Teorem 3.14 sier at for enhver n-zr rekursiv funksjon f, finnes det et bitteoretisk utsagn
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F(zy,...,z,,y) slik at
flay,...,a,)=b < B} F(ay,...,q,,b).

Vi viste teoremet ved induksjon pa en p-rekursiv generering av f. Vis teoremet ved induk-
sjon pa en rekursiv generering av f. Man slipper da det ubehagelige tilfellet for multipli-
kasjon i induksjonstart. Til gjengjeld far man et nytt induksjonstrinn som er omtrent like
ubehagelig.
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Kapittel 4

Referanser

La meg til slutt hjelpe leseren med litt litteratur rundt temaer som tas opp i dette kom-
pendiet. Det finnes et utall innfgeringsbgker i logikk. Problemet er at de faerreste av dem
forteller hvor man kan finne mer lesestoff om de forskjellige temaene som bergres. Jeg nev-
ner derfor [9]. Den har en liten litteraturliste og ser forgvrig ut til & vaere en temmelig
vidtrekkende og all right innfgringsbok.

Bade [6] og [7] er omfattende introduksjonsbgker til klassisk rekursjonsteori. Boken [8]
handler om subrekursjon, dvs. om funksjonsklasser som er delmengder av de rekursive
funksjonene. Der kan man blant annet finne mer stoff om de primitivt rekursive funksjonene.

Den som er interessert i & fa oversikt over logikkens historie og utvikling, kan lese fgrste del
av von Wrights bok [3]. Jeg vil i s& henseende ogsa anbefale [4] og [5]. [4] er en lettfattelig og
lettlest bok som setter Godels innsats inn i en historisk sammenheng. Boken forklarer for
lekmenn hva et aksiomsystem er, hva et absolutt konsistensbevis er, osv. Boken kulminerer
ved & bevise Godels to ufullstendighetsteoremer. [5] er en samling skrifter fra den mate-
matiske logikkens barndom og glanstid. Her finner man verker av Frege, Peano, Hilbert,
Brouwer, Skolem, Zermelo, Frankel, Russel, Gédel osv. Hver artikkel har en innledning som
hjelper leseren til & fa et historisk perspektiv pa stoffet. Har man fgrst litt kunnskap om
logikk, sa er ikke dette sa tungt & lese som man kanskje skulle tro.

Undertegnede har et naert forhold til kompendiene [1] og [2]. Begge steder finner man finne
igjen en god del fra dette kompendiet.

I [10] kan man lese om alle noenlunde alminnelige temaer i matematisk logikk. Det er en
slags oppslagsbok, og man bgr vite sann circa hva man er ute etter nar man apner boken.
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