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Denne masteroppgaven er levert inn under masterprogrammet Mekanikk, studieretning
Mekanikk, ved Matematisk institutt, Universitetet i Oslo. Oppgaven er normert til 60
studiepoeng.

Forsiden viser et utsnitt av rotsystemet til den eksepsjonelle liegruppen Fg, projisert
ned i planet. Liegrupper ble oppfunnet av den norske matematikeren Sophus Lie (1842
1899) for & uttrykke symmetriene til differensiallikninger og spiller i dag en sentral rolle
i flere deler av matematikken.



Sammendrag

I nyere tid har det blitt gjennomfert diverse studier pa blodstrgmning gjennom
blodarer, hvor forskningen har blitt utfgrt med et medisinsk perspektiv. I denne
oppgaven blir ogsa blodstrgmning gjennom blodarer sett pa, men fra et fluid
mekanisk perspektiv med et stasted innfor hydrodynamisk bglgeteori. Ved & ta
utgangspunkt i Womersley modell av en blodare med fast vegg, har vi brukt
bglgeteori til & utvide modellen til blodare med elatisk vegg. Sluttresultatet
viser en utledning til en dispersjonsrelasjon som bestar av kjente modifiserte
Bessel funksjoner. Her spiller Bessel funksjonene samme rolle som de kjente
cosh og sinh funksjonene som man er vant til i hydrodynamisk bglgeteori for
overflatebglger pa havet.
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Notasjon

(r,0, z) : sylinderkoordinater
(t): tid

U: hastighetsfelt

p: trykk

p: tetthet

P: spenningstensor

E: Youngs modul 4: Poisson forhold
u,: forskyvning i radiell retning

€: tgyning

h: tykkelse til blodareveggen

R: radius

Ry: likevekst radius

A: tverrsnitt

Ag: likevekst tverrsnitt

D: Utvidbarhetsparameter

7n: overflatehevning

w: vinkelfrekvens, pulsen
k: bglgetall

w: dynamisk viskositet
v: kinematisk viskositet
f: frekvens

q: integrert fluks

a: amplitude

a: Womersleys tall

¢: skalarpotensial

: stromfunksjon

A: bglgelende

c: fasefart

Ytterligere notasjon er beskrevet i teksten der den brukes.
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KAPITTEL 1

Introduksjon

I denne oppgaven skal jeg, med et utgangspunkt i hydrodynamisk balgeteori,
se pa blodstrgmmen i en blodare. Det har blitt utfert diverse forskning pa
blodstrgm, men fra et medisinsk perspektiv, og det er forstatt mye vi ikke vet.
Denne oppgaven vil ta utgangspunktet i Womersleys modell av en blodare
med fast vegg, hvor vi utvider denne modellen til blodare med elastisk vegg.

Blodstrgmmen drives av en puls, som lager ikke-dispersive drevne bglger. Som
betyr at det er en proporsjonalitet mellom pulsen w og belgetallet k, pa denne
méaten w = sk, der s er en konstant. De ikke dispersive bglgene har derfor
konstant fastfart ¢ = ¢ = s.

Malet for oppgaven er & komme frem til en dispersjonsrelasjon. Hvis den er
tilfredsstilt, vet vi at vi har frie dispersive bglger, med fasefart ¢ = c(w, k).
Dette betyr at vi bade har dispersive frie bglger og ikke dispersive drevne bolger
med forskjellig fasefart ¢, som lever side om side i blodarene vare.

Det er gjort eksperimenter pa hovedpulsaren til hunder , for & kunne bestemme
parametere som sier hvordan egenskaper blodareveggen har, ved a maéle disper-
sjon og dempning av kunstig induserte trykkbglger. Eksperimentene ble malt i
den fasen av hjerteslag nar hjertemuskelen slapper av og hjertekamerene fylles
med blod. Eksperimentene viste konsekvent en svak dispersjon og dempning, og
viste i alle tilfeller det samme eksponesielle forfallsmgnsteret. Ut i fra de sammen
eksprimentene har de i denne artikkelen , ogsa provd a male det viskgse bidra-
get, som sier noe om dempningen. Det var sapass lite at det var vanskelig 4 male.

Det har ogsa blitt gjort andre eksperimenter pa blod som strgmmer i arterier
, der de har prgvd a male dispersjon. De har kommet frem til at hvis man
ser pa et lite rorsegment, er det liten forskjell pa fasefarten til de drevne og frie
belgene, og de ser derfor bort i fra dispersjonen.

Denne boken er den eneste kilden jeg har funnet, som har kommet frem til
en dispersjonsrelasjon. Men siden de har tatt utgangspunkt i det som star i
denne boken , og har medisinsk bagrunn, har de valgt a se bort i fra den
radielle strukturen til hastighetsfeltet.



Siden alle kildene jeg har sett pa har medisinsk bakgrunn, skal jeg derfor
prove & komme frem til en dispersjonsrelasjonen ved hjelp av hydrodynamisk
bglgeteori.

Oppgaven er strukturert pa folgende mate: I [kapittel 2] innforer og beskriver jeg
kort de generelle likningene som er brukt gjennom hele oppgaven, samt diverse
regneregler og formler. I [kapittel 3] presenteres de elastiske parameterne og
mekanikken til en blodarevegg og egenskaper som medfglger. I[kapittel 4 kommer
metoden jeg skal bruke. Videre i[kapittel 5| blir Womersley resultater for fast vegg
gjennomgatt, men fra et stasted innfor fluid mekanikk. Her er kapittelet delt opp
i to seksjoner, hvor fgrste del tar for seg konstant palagt trykkgradient, og del to
tar for seg en pulserende strgm. utvider modellen framlagt i[kapittel |
til at blodarene har elastiske vegger, hvor vi ender opp i en dispersjonsrelasjon
med modifiserte Bessel funksjoner. inneholder diskusjonsdelen, mens
kap 8| presenterer konklusjonen til oppgaven.



KAPITTEL 2

Matematiske elementer

Denne seksjonen vil gi et overblikk over hovedligningene som er brukt videre i
oppgaven.

Vi er interessert i & se pa blodstrgmmen i en blodare, som forklart i [kapittel 1]
Ergo skriver vi koordinatsystemet i sylinder koordinater (r, 0, z).

Dermed kan vi uttrykke hastighetsvektoren pa folgende maéte:

U= (vy,09,0;) (2.1)

2.1 Likninger

Navier-Stokes ligning

Navier-Stokes ligningen beskriver her strgmning i inkompressibelt, viskgst
fluid . Uttrykt i sylinder koordinater,(r, 8, z), blir ligningene henholdsvis

[[kning (2-2)] [ikning (2.3)] og [likning (2.4)|

r-komponenten:

2
ov, ov, vy Ov, ov, vy

p(at +UT87'+78¢9 +vzaz 7’)
op lﬁ % 1 03w, 52%_1};_351}0

= e ) Y e T e T )

0-komponenten:

Ovg Ovg g Ovg Ovg U
e T T ae T T )
19p lﬁ Ovg 1 0%vy 0wy v ov,

2
= v MG ) T e T 2t g

) (23)

z-komponenten:

(6vz+ 3vz+vi6vz+ %)
ot " ar T a0 T o
@ 12 v, 1 0%v, 0O3v,

“9: TG ) T e T e

) (24)



2.1. Likninger

Kontinuitetslikningen

dp 10
T y) + = — —(pv,) =0 2.5
L () + () + () (25)
Inkompressibel kontinuitetslikning:
10 10vg Ov,
= (rv,) + - =2 =0 2.6
r@r(rv)+r69 0z (2:6)
Viskgs spenningstensoren:
v, 15} 1 Ov, 1/0v, v,
o sor(5) T e 3G T 5)
P=2u| 52+ 4%  1fmiw  Lomgioel  (27)
1/0v, ov, 1 Jv, 1 9v v,
3 (5 + %) 300 T 3or o=
Bessels likning
Bessel ligningen er gitt ved:
d*w dw
2 2 2\,

Denne differensiallikningen har singulariteter ved z = 0 og z = oo .
Bessels funksjon av fgrste type, som er standard lgsning av Bessels likning, er

pa formen:
Ly (Gr2)"
J = (=r)¢ )t 2.9
() = 7 D e (29)
Denne lgsningen er en analytisk funksjon av z € C, untatt grenpunktet z = 0

nar ¢ ikke er et heltall.



2.1. Likninger

Modifisert Bessels likning

En modifisert Bessel ligning er gitt pa formen:

d?w dw
2 2 2\,
s +rdrf(r +¢Hw=0 (2.10)

Denne kommer fra Bessels likning ovenfor, ved & bytte ut r med +ir, og har
samme singulariteter .

Likning har to standard lgsninger, som kalles modifisert Bessel funk-
sjon eller Bessels funksjon med imaginzert argument. Det forste standard
lgsning er

Ie(r) = (%r)c ,;) m (2.11)

Denne lgsningen har samme egenskaper som lgsningen [2.9]

Den definerende egenskapen til den andre standard lgsningen er

Ke(r) = (/—e™ " (2.12)

og har grenpunkt i z = 0 for alle (.

Gamma funksjonen

Bessel funksjon og modifisert Bessel funksjon innerholder gamma funksjonen,
som er gitt pa formen

I(r) = /OOO " e dy (2.13)

(2.14)

Forholdet mellom Bessel | og Bessel J funksjonene

Forholdet mellom Bessel funksjon og den modifiserte Bessel funksjonen kan
skrives slik

Jg(rei%i) = QI((r)ei%i (2.15)



2.2. Regneregler i sylinderkoordinater

2.2 Regneregler i sylinderkoordinater

Ikke-trivielle beregningsregler

VxVe=0 (2.16)
V- (Vx10)=0 (2.17)
V x (V x %) =V(V-7) - V7 (2.18)

hvor ¢ er et skalarfelt, og ¢ er hastighetsvektor [4].
Virvlingen til hastighetsfeltet er gitt pa formen:

10v, Ovg, ~
rar a0t G g )

ov, Ov, - 1
r

V x 7= f(%(rvr) — W)ZZ (2.19)

Laplace operator er gitt ved:

10,06 10% 0%

2 D=2+ 2.2
Ve rar(rar)+r2 00 +(’922 (2.20)
Vektor Laplace er gitt ved:
2 2 Up 2 81}9 Fad 2 Vo 2 a'Ur - 2
VU:(Vvrfﬁfﬁ%)2r+(vUg*ﬁJrﬁae)ngrvUZZZ (2.21)

2.3 Helmholtz dekomposisjon

Et virvelfritt vektorfelt har et skalar potensial og et magnetfelt har et vektorpo-
tensial. Helmholtz dekomposisjon (ﬂgﬂ) sier at et vektorfelt kan dekomponeres
til en sum pa formen

T=Vo+VxA (2.22)
hvor ¢ er et skalarfelt som kalles skalar potensial, og A er et vektorfelt, som

kalles vektor potensial. Der den forste delen er virvelfri og den andre delen er
divergensfri.

Coulomb mal

Coulomb maél er definert ([5]) av malerens fikserings tilstand slik

V-A=0 (2.23)



2.4. Leibnitz formel (Reynolds transport teorem)

der A er et vektorfelt, slik som ovenfor.

2.4 Leibnitz formel (Reynolds transport teorem)

Leinbnitz formel (Reynolds transport teorem) ([13]) tar i betraktning et vilkarlig
volum Q = Q(t) med grenseflate I' = T'(¢), som ikke ngdvendigvis beveger seg
med fluidet, og la W(Z,t) veere en skalar, vektor eller tensor funksjon av rom og
tid definert i €2(t) og 7 veere normalvektor. Volum integralet bli da:

/ U(Z,1)dO (2.24)
Q(t)

og er en veldefinert funksjon av bare tid. Endringshastigheten av ¥ i Q(t) er
gitt ved

A
dt Q(t)
1
lim — / U(7,t + At de/ (T 1)d2|  (2.25
At=0 At | Joutar) ( ) Q) (1) ] (2.25)

Hvis grenseflaten T'(t) beveger seg med hastighet or, vil dette introdusere
en flux av ¥ proporsjonal til ¥ -77. Som en konsekvens av dette, vil integralet bli:

/ U(F,t+ At)dQ =
Q(t+At)

/ U(Z,t + At)dQ + At / U(Z,t+ At)Tp - 7dl (2.26)
Q) r()

Endringshastigheten av ¥ kan da skrives som

4 Wd)

li !
= lim —
At—0 At

U(Z,t + At)op - i7dl — / U(Z,1)dQ)

/ U(Z,t + At)dQ + At/
Q(t) Q(t)

I'(®)

1
:/ lim —[\IJ(:E’,t+At)dQ—\I/(;E,t)dQ]+/ lim (&, t+At)dp-7dl
Q) At—0 At r(t) At—0

(2.27)




2.5. Taylor utvikling

eller ekvivalent

A / OVEL) yiy 4 / (F,t+ At)Tp - 7@dl (2.28)
dt Joew a@ Ot ()

En mer passende form i denne oppgaven er

R(z) R(z)
diz ; s(r, z)dr = /0 %dr +s(R, 2)|r (2.29)

der R(z) er radius og s(r, z) er en tilfeldig funksjon.
2.5 Taylor utvikling

Senere i oppgaven skal vi Taylor utvikle ledd om likevekstradius » = Ry

of

F()lr=r = f(Ro) + (R = Ro) 5-lr=Ro
1 0% f 1 L3 f
+5(R- Ry)? oz lr=ro + (R — RO)Sﬁn:RO T (2.30)



KAPITTEL 3

Elastiske egenskaper

3.1 Elastiske parametere

E - Youngs modul. Det beskriver forholdet mellom spenning og tgyning. Det er
stort sett veldig stor, og bruker vanligvis enhet GPa (gigapascal).

0 - Poisson forhold er forholdet mellom tgyning i r-retning og tgyning i z-retning.
K - bulkmodul
G - stivhetsmodul

Forholdene mellom de er




3.2. Mekanikken til blodareveggen

3.2 Mekanikken til blodareveggen

Figur 3.1: Blodare med elastiske tynn vegg. Veggen har konstant tykkelse h.
Likevekst radius Ry, og radius R(z,t).

Egenskapene til blodareveggen, er studert i boken . Blodareveggen er av
et isotropt linezert elastisk materiale og har en konstant tykkelse h. Vi antar
at tykkelsen til veggen, h, er si liten at spenningskomponenten P,.. = 0 i
spenningstensoren [2.7] Ved & bruke forholdet mellom spenningstensoren P og
toyningtensoren é = £(Vi + (V@)T), hentet fra kompendiet , finner de et
uttrykk for veggforskyvningen i radiell retning, w,., uttrykt slik

(1-8%)R3
= 1
Uy WE P (3.1)
der 0 er Poisson forhold og E er Youngs modul. Beskrevet i avsnitt
Da kan tverrsnittet skrives slik
A =n(Ro +u,)? ~ 7R3 + 21 Rou, (3.2)

Siden jeg skal se pa et isolert arterie segment fylt med veeske, og antar at h er
liten, trenger vi derfor kun se pa utvidbarhetsparameteren som er definert som
endring i volum for en gitt endring i trykk, delt pa initial volumet Vj slik som
dette

1AV

=V Ap (3.3)

Siden sekvensen er bundet og strgmmen er pulserende kan den bli estimert til
tverrsnittsarealet for en gitt endring i pulstrykket. Da kan den skrives slik:

1,04
- A_O(a_p)p=:vo (3'4)

10



3.2. Mekanikken til blodareveggen

hvor A er initial tverrsnittet, A tverrsnittet som funksjon av tid og rom, og p
er trykk.

Fra likning og kan likning skrives om til en denne formen

1 AA 2Ry (1—62)
- IO(TP)PIPO - T E (35)

Grunnen til at man vil skrive D pa denne formen, er for a gjore det lettere a
finne et estimat for D. Der verdiene til § og E kan males ved & gjore en strekk test.

I blodarer kan vi anta et estimat pa Poisson forholdet § = 0.45 og Youngs
modul F ~ 1M Pa.

Hvis vi antar at radiusen til blodaren Ry = 0.5¢m og tykkelsen til veggen er
h = 0.01em, kan vi finne et estimat for D

2Ry (1-6?%)
D= B (3.6)
1 1-—0.452
T 0.01 1MPa (3.7)
2
_.m
=7,9810 5F (3.8)

11



KAPITTEL 4

Metode

Innledningsvis trenger vi alle grunnleggende likninger og randkrav.
Anta fgrst belgelgsning for hastighet v, trykk p og overflatehevning n pa formen

n(z.t) ny
p(r,z,t) | = [ p(r) | =7 (4.1)
(r, z,t) o(r)

hvor z er aksen langs blodara og r er radius.

Deretter skal vi lgse den radielle strukturen av feltene p(r) og o(r) og vi skal
finne dispersjonsrelasjonen, altsé relasjonen mellom w og k som garanterer at
vi kan ha frie bolger.

I neste runde gnsker vi & se hvordan ikkelineszere effekter kan dukke opp,
ved at bglgefeltene fra ledene orden kan drive ikkelinesere hgyere ordens korrek-
sjoner. Dersom det er resonans, dvs de ikkelinesere inhomogenitetene driver det
opprinnelige systemet pa en méate som tilfredsstiller dispersjonsrelasjonen, sa
forventer vi & matte introdusere langsomme skalaer og utlede evolusjonslikninger
for & beskrive den langsomme utviklingen til bglgene.

For & illustrere hva slags framgangsmate vi har i tankene for & behandle
ikkelinesere effekter kan vi med fordel se pa en enkel svingende pendel, se

vedlegg [A71]

12



KAPITTEL 5

Womersleys fast vegg

I dette kapittelet gar jeg gjennom Womersleys resultat, for blodstrgm i sirkulzert
rgr med fast vegg. Dette resultatet har jeg sett pa i alle disse kildene ,
og , der alle kildene er skrevet av folk med medisinsk bakgrunn. I
denne seksjonen gjenskaper jeg deres resultater fra mitt stasted innenfor fluid
mekanikk. Dette kapittelet bestar av to seksjoner. I seksjon [5.1] er den konstant
palagt trykkgradient, men i seksjon [5.2] er det med pulserende strom.

5.1 Konstant palagt trykkgradient

Vi
z p1 I "‘; P2
R

Figur 5.1: Blodare med faste vegger, med radius R.

Vi ser pa et sirkuleert rgr med faste vegger, med lengde [ og radius R. Rgret er
fylt med en tyktflytende vzeske, blod, med tettehet p og dynamisk viskositet .
Den kinematiske viskositeten er v = %

Siden dette er et rgr, bruker vi sylinderkoordinater (r,0, z). Blodet strgmmer
med en hastighet ¢ = (v, vg,v.). Antar at vi har en trykkgradient som dette

9p _ p1—p2
0z [
Siden vi har viskgs strgm, kan vi derfor bruke Navier-Stokes ligning:

r-komponenten:

(O, O v O Ov v
p@t " or r 00 =0z r

13



5.1. Konstant pélagt trykkgradient

_ o + (}2( 811,.) + 1 %, n 0*v, _Ur 3%)
T o T E e\ e r2 002 022 12 r2 00
(5.1)
0-komponenten:
Ovg Ovg g Ovg Ovg U0
ot e T T )
_ 1op 10  Ovg 1 0%vg O%ve vy 2 Ov,
= MCa ) Y mae T et )
(5.2)
z-komponenten:
((%Z . v, _’_%802 n %)
ot T T a0 T s
_Op 10, Ov, 1 0%v, 03,
5. TG ) T e T o)
(5.3)

I tillegg har vi to randkrav.
Det kinematisk randkravet, som sier at det ikke kan strgmme blod gjennom
veggen:

v, =0 ved r=R (5.4)

Og at det er full heft pa veggen:

v, =0 ved r=R (5.5)

Vi antar at vi kan se bort fra at blodet strgmmer i sirkuleerer bevegelser, derfor
antar vi vg = 0 og % = 0. Dette antar vi for resten av denne oppgaven.

P& grunn av randkravene og antakelsene, antar jeg at v, = 0 overalt, og
problemet blir forenklet til dette:

r-komponenten:
dp
— =0 5.6
or (5:6)
z-komponenten:

ov, ov,,  Op 10  Ov, 0%v,
o ) = e e ) T )

14



5.1. Konstant pélagt trykkgradient

Pa grunn av betingelsen for inkompressibilitet ser vi at v, ikke kan veere
avhengig av z. Antar da at v, = v,(r). Vi antar at trykkgradienten er konstant.

Bevelgelseslikningen til vaesken blir da

d2vz 1 dvz b1 — P2

dr2 7 dr ul =0 (58)
hvor lgsningen for v, (r) blir:
v = PP R T 59)
4pl R?

04 \\ 4

02 ™~ .

01

-0.2 - B

03k ______.--*" 4

hastighet vz

Figur 5.2: Hastighetsprofilen til Poiseuille strgm. R=0.5cm

Lgsningen er vanlig Poiseuille lgsning for jevn flyt. Ser at randkravet for v, =0
er oppfylt, siden jeg har antatt at v, = 0 overalt. Ser ogsa at randkravet v, = 0
ved r=R, er oppfylt her

v.(R) = p14;lp2 R2(1-1)=0 (5.10)

15



5.1. Konstant pélagt trykkgradient

v, har sin storte verdi ved r=0, kaller den for v,,q4

1 — P2
Vzmaz = b 4ulp R2

(5.11)

Den integrerte fluksen ¢ = [ [ fido = 27 fOR v, (r)rdr, der 7 = i, blir da

R j—
q= 27T/ vrdr = ]%WRAL = UzmTMﬂ'R2 (5.12)
0 H

16



5.2. Pulserende strom

5.2 Pulserende strom

Vi er interessert i a se pa blod som strgmmer i blodarer. Derfor utvider vi til a
se pa en pulserende strgm, da vi vet at % = konstant. Da skriver vi % = ae™?,
som er periodisk med frekvens f = 52 og amplituden a til trykkgradientpulsen.
Da far vi med et ekstra ledd fra Navier-Stokes, siden vi ser at % er avhengig
av t, og at da er ogsa v, avhengig av t. Antar fortsatt at v,, = 0 overalt, da blir
v, = v, (1, t).

Da blir bevegelseslikningen péa formen:

v, 10v. 10v.
or2 ror v Ot
I tillegg har vi de samme to randkravene.

Det kinematisk randkravet, som sier at det ikke kan strgmme blod gjennom
veggen:

= ae™! (5.13)

v, =0 ved r=R (5.14)

Og at det er full heft pa veggen:

v, =0 ved r=R (5.15)

Skriver om v, (r,t) = V(r)e™? og setter det inn i bevegelseslikningen

BV 1AV e

a
- == 5.16
dr2  rdr v i (5.16)
Skriver om likningen til formen
V. 14V Pw a
L Ty =2 5.17
dr?2 v dr + v m (5.17)

Da kan lgsningen skrives slik
Jo(r/=i?)
V=" (1 - Ow)) (5.18)
=12

hvor Jo(i%x) er en Besselfunksjon. Skriver o = R\/g , der a er Womersleys tall.
Det er et dimensjonslgst uttryk for pulserende strgmningsfrekvens i forhold til
viskgse krefter.
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5.2. Pulserende strom

Setter V inn igjen i v, og far dette uttrykket

v.(r,t) = V(r)e™t = £ (1 - W) el (5.19)

piw

Ser at randkravene er oppfylt, akkurat som problemet over.

Parametere til blod og blodarer

g
cms '’

I blodet er tettheten p = 1.05-%; og den dynamiske viskositeten p = 0.04

cm3

Dermed blir den kinematiske viskositetet v = % = 0.038 C’f )

Frekvensen til pulsen er w, og den antar jeg til & veere w = %%. Radiusen

til blodaren antar jeg til a veere 0.5cm.

-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 a 01 02 03 04 05

Figur 5.3: Hastighetsprofil til v, i likning Alle parameterene til blodet star
ovenfor. Her har jeg satt amplituden a=0.6. Womersleys tall blir da a = 6.94.
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5.2. Pulserende stram

Figur 5.4: Hastighetprofil til v, i likning[5.19} Her bruker jeg de samme verdiene
som ovenfor, men endrer radius til R=0.3. Da blir Womersleys tall o = 4.16

Den integrerte fluksen ¢ = [ [ ¢+ fido = 27 fOR v, (r)rdr, der 7 = i, blir da

3 . .3
. FRZi (1 B 204?2 Jl(l,za)> gt (5.20)
p o iw
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KAPITTEL 6

Elastisk vegg

I denne kapittelet utvider jeg den modellen fra [p| til at blodarene har elastisk
vegg. Har fortsatt et sirkulsert rgr, men gar na over fra fast vegg til elastisk
vegg. Da blir radiusen r = R(z,t) og tverrnittet A(z,t) = mR?. Vi har ogsa
likevekt radius R og likevekt tverrsnitt Ag = wR2. Vi har fortsatt hastighet 7,
men na med ¢ = (v,,0,v,), der v, # 0. Integrert fluks blir ¢ = q(z,t). Vi har
ogsa trykk p i blodet og trykk py utenfor veggen nar r = Ry. Den faste linjen
pa figuren er R, mens det stiplete linjen er Ry.

Figur 6.1: Blodare med elastisk vegger, med likevekst radius Ry og radius R(z,t).

Med normalvektor

OR
_i — (1707 _ﬁ) (61)
1+ (28)2
Og tangentvektorer
OR
L (%R0,1
I (5:,0.1 (6.2)
(%82 +1
L (0-1-(FH%0) -
my = P (£)2 = —ip (6.3)
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6.1. Utvidbarhet

6.1 Utvidbarhet

I en isolert arterie segment fylt med vaeske, der h er liten, kan vi derfor kun se
pa utvidbarhetsparameteren som er definert som endring i volum for en gitt
endring i trykk, delt pa initial volumet Vj slik som dette

1 AV

D=—— (6.4)

Vo Ap
Siden sekvensen er bundet og strgmmen er pulserende kan den bli estimert til
tverrsnittsarealet for en gitt endring i pulstrykket. Da kan den skrives slik:

Y

= E(%)p:po (6.5)

der Ay er initial tverrsnittet, A tverrsnittet som funksjon av tid og rom, og p er
trykk.
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6.2. Hoved likninger

6.2 Hoved likninger

Har hastighet pa formen ¥ = (v,.,0,v,), siden det allerede er definert at jeg ikke

har hastighet i sirkulaere bevegelser.

Navier-Stokes
r-komponenten:

ov, ov, ov, ap 19, Ov, 0%v, v,

Por torgy o) =g T e e T )
z-komponenten:
Ov,, Ov, v, @ lﬁ Ov, 0%v,

+v

Plgr T, T ) =5, till 5,05+ 52)

Siden blodet er inkompressibelt har vi i tillegg kontinuitetsligningen

v,

GZZO

10
rarU) T

I tillegg er det ikke er radial hastighet i sentrum, der r = 0,

v =0

(6.9)

Det kinematiske randkravet, som sier at det ikke kan strgmme blod gjennom

veggen, ved r=R,

L g_om
Y
oR , OR
ot "o
At det er full heft pa veggen, ved r=R,
- 7=0
a—RUT +v, =0

0z

(6.10)

(6.11)

(6.12)

(6.13)

Na skal jeg finne det dynamiske randkravet, starter med utvidbarhetsparamete-

ren, for a finne et uttrykk for R

104
- AO 8]? Pp=Ppo

(6.14)
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6.2. Hoved likninger

0A
a—p|p:p0 = AgD (6.15)
A= AoD(p - po) + AO (616)
TR? = mR(D(p — po) + 1) (6.17)
R = Ro\/D(p—po) +1 (6.18)
Dette er det dynamiske randkravet, ved r=R
R = Rov/D(p—po) +1 (6.19)

Da har jeg skrevet ned hele problemet med alle likningene jeg trenger og fire
randkravene. Videre skal jeg Taylorutvikle randkravene om likevekstradius Ry.

Starter med a Taylorutvikling alle leddene

OR OR
E’UZ“ZR = EUZL‘:RO + e (620)
ov,.
Vrlr=r = Vr|r=r, + (R — RO)EL.:RO + -+ (6.21)
OR OR
35 Urlr=n = G vrle=ro o+ (6:22)
Ov,,
Uz|7':R - Uz|7':R0 + (R - RO)W“:RO + - (623)
1 1
V1+D(p(R) —po) =1+ §D(P(RO) —Ppo) — gDQ(p(Ro) —po)’ 4+ (6.24)

Taylorutviklingen for det siste leddet blir litt spesielt. Dette er fordi jeg antar at
1 er stor og D(p(Rp) — po) er liten. Det er fordi D(p(Rp) — po), som er utslaget
av blodaren er lite i forhold til 1.

Videre nedover kommer de Taylorutviklede randkravene

Det kinematiske randkravet blir da, ved r = Ry

OR OR v,
Ty, = — 2
5 + 5, U = Ur + (R — Ro) r (6.25)
Full heft randkravet blir da, ved r = Ry
OR v,
avr + Vy + (R — RO) 87« = 0 (626)
Det dynamiske randkravet blir da, ved r = Ry
1 1 5 9
R = Ro(1+ 5 D(p(Ro) — po) — g D*(p(Ro) = po)”) (6.27)
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6.3. Lineariserer problemet

6.3 Lineariserer problemet

Herfra skal jeg se pa det linezere problemet. Starter derfor med a skrive opp
alle de lingere likningen og randkravene.

Lineariserte Navier-Stokes
r-komponenten

v, Op 10, ov.. 0O%v, v,
=—— - - = 6.28
P ot or +u(r ar(r or ) 022 r2) ( )
z-komponenten
Ov, Op 10, Ov, 0%v,
__ 9 I (r 2 6.29
p@t 82+M(7‘8r(r67“)+ 822) ( )
Kontinuitetsligningen, som allerede er lineser
10 v,
;a(rvr) + 5 = 0 (6.30)
Det er ikke radiell hastighet i sentrum, der r = 0,
v, =0 (6.31)
Linearisert kinematisk randkrav, ved r = Ry, blir
OR
— r . 2
5 =V (6.32)
Linearisert full heft kravet, ved r = Ry, blir
v, =0 (6.33)
Lineariserte dynamisk randkrav, ved r = Ry, blir
1
R = Ro(1 + §D(P(Ro) —po)) (6.34)
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6.3. Lineariserer problemet

Anta bglgelosning

p(r, z,t) p

R Z, t) _ R i(kz—wt)
ozt | = o | € (6.35)
(% (’I", 2, t) iy

Setter inn dette i likningene, og faktoriserer ut e*(F2=«t £ (.

Navier-Stokes
r-komponenten:

~

N D 10, 0v, 9. Uy
_ R i — k%6, — = 6.36
piert, = =L 4 p( 2 (r ) — kP, — ) (6.36)
z-komponenten:
10, 0v, 9
— DIl = —ikD = — k%0, 6.37
Plwv, ikp + u(r 5 (r 5 ) — k*0) (6.37)
Kontinuitetsligningen
10, . .
;E(rvy») +ikv, =0 (6.38)
Det ikke radial hastighet i sentrum, der r = 0,
U, =0 (6.39)
Kinematiske randkravet, ved » = Ry
—iwR = ¥, (6.40)
Full heft kravet, ved r = Ry
v, =0 (6.41)
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6.3. Lineariserer problemet

Dynamiske kravet, ved r = Ry

R = Ro(1+ 3D(p(Ro) ~ o)) (642)

For a lgse dette linesre problemet, ma jeg forst lgse for r-avhengigheten. Det
var det jeg gjorde i problemene ovenfor med fast vegg. Siden jeg na har tre
koblede andre-ordens differensialligninger for denne r-avhengigheten, blir det
for vanskelig a lgse analytisk. Derfor ma jeg na prgve en annen fremgangsmate.
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6.4. Helmholtz dekomposisjon

6.4 Helmholtz dekomposisjon

Herfra skal jeg prove en annen fremgangsmate, for a4 se om problemet blir lettere
a lgse.

Skal n& uttryke ¢ som en superposisjon av virvelfrie og divergensfrie deler, ved
a introdusere Helmholtz dekomposisjon . Da far jeg

= Vo+V x (i) (6.43)
som betyr at
_ 09 oY
0 10

Kontinuitetslikning

V.- 7=V-(Vo+V x1ig)=0 (6.46)
v2¢+v-v X hig =0 (6.47)

10 9¢. 0% 0 oY oY
rar( EHMH ar(’")’o’&)'(_? 0, <w+ 7)) 0 (6.48)

2 2
MO
Kan ogsa regnes ut slik
71«5(”7“”%:0 (6.52)
Far e~ g gt =0 (65
2 2 2 2
XN R
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6.4. Helmholtz dekomposisjon

Neste steg er a ta virvlingen til Navier-Stokes:

V x [% = —%Vp + V27 (6.56)

Forst regner jeg ut virvlingen til 7, ved hjelp av likningene [2.16] og likning [2.23]

VX T=Vx(Vo+V x (Yig))
=V X Vé+V x(Vx(ig))
=V x (V x (¢ip))
= VV - (¢ig) — V - V(tig)
= V(ig - V) + 9V - ig) — V> (thip)
= —V*(ig)
= —V%ig — hV2ig (6.57)

Kan ogsa regne ut slik, men det over hjelper bedre i denne sammenheng

VX 7=V x(Vo+V x thig)
=V X V¢ +V x (V x thig)
_ 9 , 99
=V (87”’0’ 0z

2 %P -

020r 8z8r)29+v x (=

= (
B op 1 o
_VX(_ana;w_FE)
1w 1y 9 -
=GV (G * 05 F a2

- (%21/} — V*)ig (6.58)

)+ V x (V x (0,%,0))

oYy 10
5707 ;E("Wb))

Sa regner jeg ut virvlingen leddvis

VxVp=(5-(5-) = 5-(5-))ig =0 (6.59)

ov 0

o= a(*v2(¢i;))
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6.4. Helmholtz dekomposisjon

:_v%%%@) (6.60)

V x vV20 = —vV2V2(¢ig) (6.61)

Setter sammen alle leddene, sa far jeg virvlingen til Navier-Stokes

—VQ(%{T) = V2V (yig) (6.62)
s = v i) (6.63)
Skriver alle leddene ut
O = (Vi — V%) (6.61)
LR R PR R ©65)

Dette har na blitt min varmelikning.

Det neste jeg gjor er at jeg skal sette inn uttrykkene for v, og v, i Navier-Stokes
ligning og rydde opp. Starter med r-kompontenten, og skal deretter gjore det
samme for z-komponenten.

r-komponenten av Navier-Stokes

v, dp

p@t - 8r+ 2

10, Ov, 0%v, v,
7'67"( or )+ 022 7’72) (6.66)

88¢ oY

(20 _ %y _ 8p 10, 0,00 oY
815 or 9z’  or

+ulo g (r 8(8r 52)
op . 1 g O
822 (E B &) - 772(5 - 5)) (6.67)

8(&;5 aw) 5‘p+ L2 @_ 0%
8t or 9z’ Or H r Or T(’“)T2 T(f?r(’“)z
P Py 109 o

b0~ 5 e Tiegs) (669)

(62¢ - aw) o L9% Po Do, 0
Potar a0~ or M e T o T a2
196 102 9% % 10

~ o e~ o ow tirgy) 60
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6.4. Helmholtz dekomposisjon

2?¢ 0%

Lo _ ap 0 2 9 190
Poor ~ oto-

)=t Gr Yoz T e
oy By 1oy 1 9%

) (6.70)

0z3  0Or20z 120z roroz

Nar vi bruker kontinuitetslikningen [6.51] far vi dette uttrykket

P v b 106 0w Du 104
p otor  otdz’  Or H r2 0z 0z3 Or?20z rOrdz

) (6.71)

Fortsetter videre med & rydde opp, prgver a forenkle uttrykket mitt videre

6 0 _ 10y 10v v v 10%,

otor  otdz  por r2 0z 023  0Or20z rordz
¢ 1op 0% 1oy 0% 0% 1 0%
oior ~ por To: VSR e o a%or raras) 67
¢ 10p 9 0y 1 9% 0% 19y

gor = por Toor TV T e T ran) T4

(6.72)

Ved & bruke varmelikningen [6.64] blir uttrykket forkortet til

0%¢ 19p
otor — por (6.75)

Da har uttryket for r-komponenten blitt kraftig redusert, til & bli en likning for
¢ og p, som bare er avhengig av r og t.
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6.4. Helmholtz dekomposisjon

Skal na prgve det samme for z-komponenten.

z-komponenten av Navier-Stokes

(6.76)

Ov, __@_’_ (}2( 8vz)+82vz)
pat_ 0z MT@TTBT 072
0, 0¢p 10 _ Op
P@(&‘F;E(“ﬁ))— G
10, 0,06 190 0% 0p 10
+u(;§(ra(§+;a(rtb)))ﬂ-@(&ﬂ-;g(”/’))) (6.77)

0% 9% 10y, Op 19, 86 100
ooz Y aar Trar)” "o, MG gas Y rar

Lo Py P 197 9
P(@+%+;E)—_a‘i‘ﬂ(;(m-l—rm-yw_,_ﬁw
Loy Py 0. B¢ 107 9%
"o o Ve Tam i taen) 619
P 0% 10 p 0 ¢ 106 26 20%

Moz T ator T o)™ 9. e Gt e Tae) Trae

102 0% 0% 10y 1

e Tazer tas 2o Tt (680)
Bruker igjen kontinuitetslikningen far vi
0?¢ 0% 10w Op 20%) 10% 93
oz T arar Trar) = "o TG o i T aaar
#By 1oy 1
+ 3 2o + 7731#) (6.81)
Fortsetter videre med & rydde opp og prove a forenkle
¢ 0% 100 10p 20% 10%y 03
otz Toor Trat - po: VG T e T aar
By 1oy 1
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6.4. Helmholtz dekomposisjon

6 Lov_ 1w v v 200
otdz ' r ot pdz otor ot T 2o
10%) 9% 2 10%¢ 10% 10y 1
rar Tazar T T CeE trm Ty~ mY) (683)
o 10w to 006 o tov ow 1
otdz  r ot  pdz Or Ot or2  ror 022 r2
19% 10%  19) 1
v (ra 20022 2 or 7"731&) (6.:84)

Bruker ogsd denne gangen varmelikningen [6.64] til & forkorte uttrykket til
dette

Py 1 19p 19% 19 10y 1

g0: Tror = 5. TG Tram Ty Y (689
Fortsetter enda en gang for & prgve & forenkle enda mer
o __1op 109 107 VLl 1
otoz pOz r Ot r o2 102 12 or o8
%0 19p 1.0¢ Py 9w 19y 1
g0~ 00 o VeE Tzt Y (687)
Forkorter igjen ved bruk av varmelikningen og far
0%¢ 10p
otdz  poz (6.88)

Bade r-komponenten [6.75] og z-komponenten [6.88] har na blitt kraftig redu-

sert, begge likningene inneholder na bare ¢ og p. Ser at hvis jeg tar % av

z-komponenten
jeg sette opp al

6.88| og 8% av r-komponenten blir de like. Videre na skal
e de nye ligningen med randkrav.
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6.5. Det lineaere problemet

6.5 Det linezere problemet

Navier-Stokes
r-komponenten

0% _ _10p

otor — por
z-komponenten

#¢ _ _10p

otdz  poz

Kontinuitetslikningen

92 109 9%
ozt rar T a2

Varmelikningen

v Lov o o 1

ot V(; or  or?2 0922 r?
Ingen radial hastighet i sentrum, der r =0

9 0w _,

or 0z

Kinematiske randkravet, ved r = Ry

or _ 0o v
ot or 0z
Full heft kravet, ved r = Ry
op 10 B
o *a*(“m =0

Dynamiske randkravet, ved r = Ry

R:&ﬁ+éD@mw—mD

)

(6.89)

(6.90)

(6.91)

(6.92)

(6.93)

(6.94)

(6.95)

(6.96)
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6.5. Det lineaere problemet

Losning for trykket

Siden jeg har fatt likningene til a dekoble, kan jeg integrerer de to Navier-Stokes
komponentene med hensyn pa rom, og fa er lgsning for trykket.

0% 1 [0op
og
0% 1 [0p

Da far jeg ut Eulers trykklikning, der trykket er gitt ved den tidsderiverte av ¢

__ 09
p=—pg tpo (6.99)

Na kan jeg bruke dette til & fjerne trykket fra det dynamiske randkravet. Jeg har

R = Ro(1+ 3 D(p(Ro) ~ po)) (6.100)
og
_
p—po=—p (6.101)

Setter uttrykket jeg har funnet for trykket inn i den dynamiske randkravet, og
far dette som det nye dynamiske randkravet, ved r = Ry

B 1 _0¢

der R = Ry + 1, der 7 er overflatehevningen beskrevet slik

%

1
= ——RogDp—
n 20p8t

(6.103)

Dette skal jeg bruke som mitt dynamisk randkrav.
P& grunn av denne endringen, skriver jeg om det kinematiske randkravet til
dette:

on _0¢ _0v
=gt (6.104)
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6.5. Det lineaere problemet

Anta bglgelosning

p(r, z,1) b

W(Za t) _ ,rz ei(kz—wt)
olr=t) | = |0
U(r, 2, t) (8

Setter inn dette i likningene, og faktoriserer ut e*(*2=«%) = (:

Navier-Stokes
r-komponenten:

0% 1o
or  por
z-komponenten:
wh = —=ip
Kontinuitetslikningen
?¢ 109 A
- —k¢=0
or? + r o ¢

Varmelikning /diffusjonslikningen

s 10¢ 029 I A
—zww—u(;g—kﬁ—k%b—ﬁzb):o

Kinematiske randkravet, ved » = Ry

wﬁzi%—k‘d}

Full heft kravet, ved r = Ry

1
Ry

b+ 2 g

.k/\
ke + or

(6.105)

(6.106)

(6.107)

(6.108)

(6.109)

(6.110)

(6.111)
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6.5. Det lineaere problemet

Dynamiske randkravet, ved r = Ry

1 N
N = R0§Dpwi¢ (6.112)

Ingen radial hastighet i sentrum, der » =0

b
5 kv =0 (6.113)

Loser problemet

Siden jeg na har kontinuitetslikningen for g@ og varmelikningen for 1[1 er det
neste jeg skal gjore a finne lgsninger for disse.

~

Starter med kontinuitetslikningen, far & finne en lgsning for ¢

%6 106 5.
ﬁ“r;a—k ¢o=0 (6.114)

Kan skrive om likningen til

02 R A
2079 99 2,25 _
Uws +r . k*r<¢ =0 (6.115)

For & fjerne k2 mé jeg innfore et variabelskifte, r = ~e der gamma er en konstant.

3_868_1&

Z == _Z 6.116
or  Orde ~Oe ( )

0? 1 02
— === 6.117
or?2 2 0¢? ( )

Setter inn i kontinuitetslikningen
1 9% 19¢ )

27"2—@ + e 9 _ K226 =0 (6.118)

~v2 Oe? v Be
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6.5. Det lineaere problemet

ser da at
1
== 6.119
T= (6.119)
Da kan Igsningen skriver slik
b= Aly(e) (6.120)
Setter inn igjen uttrykket for €, og far lgsningen
¢ = AIO(%) (6.121)

der A er en konstant og Io(%) er en modifisert Bessel funksjon, se likning
P& grunn av betingelsen om at det ikke er radial hastighet i sentrum, har vi
ikke lgsningen Ky(r) siden

. [m _,
}%Ko(r) Mgt T (6.122)

Dette er ogsa vist i [figur 6.2]

0

Figur 6.2: Her er den bla kurven I(r) og den oransje kurven Ky(r). Ser at
Ko(r) ikke er definert i r=0.
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6.5. Det lineaere problemet

Fortsetter med & se pa varmelikningen

. 10¢ 029 N
i vt g K - 50) =0
Rydder litt opp

0% 109 gonr 1~ dw s
oz Vg TRV T Yt Y=o
0% L iw
o G R =+ = 0
9% O W~ -
2Y v Y202 Y _ —
3T2+T8T (k y)w 0

(6.123)

(6.124)
(6.125)

(6.126)

Ser at jeg ma fa det som star i parentesen til & bli 1, for at jeg skal kunne finne

en lgsning analytisk. Derfor skal jeg innfore et variabelskifte.
Velger r = 3¢, der 8 er en konstant.

9 969 19

or  Oroc  BoE

” _192
or2 2 0€2
Setter dette inn i varmelikningen
1 9% 194 W .
B s e + B e — P = )i = § =0
0%y 9 W~ -
2079 OV p2e202 W o
€0 g ~PEW =)0 —d=0
Trenger derfor
2.2 W _
PO - ) =1
Det betyr at
1 5 W
FE
2L _v
p k2w

(6.127)

(6.128)

(6.129)

(6.130)

(6.131)

(6.132)
(6.133)
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6.5. Det lineaere problemet

Setter uttrykket for 3 tilbake, og far

2 0%
3 8752

e

% (E+1)

Da er ser vi at lgsningen er

¥ = BIL(§)
setter inn igjen, og far lgsningen

r

1&:811(5

)

=0

(6.134)

(6.135)

(6.136)

(6.137)

der B er en konstant, og I1() er en modifisert Besselfunksjon, se likning [2.1
Akkurat som lgsningen for QAS, likning |6.121} gjelder samme betingelse her, slik

av vi ikke har med K7(7). Ogsa vist i

|
B8O
&0 |

i
a0 |

20} \

80 |

00 . . . R

-0.5 -0.4 -0.2 -0.2 -0.1

xsi

L
o 01 02 03

04 05

Figur 6.3: Den bla grafen er I (§) og den oransje grafen er K;(§). Ser ogsa her

at K (€) ikke er definert i £ = 0.
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6.5. Det lineaere problemet

N& som jeg har funnet lgsning for gﬁ og 1[1 setter jeg de inn i de tre randkravene.

Kinematiske randkravet, ved r = Ry

wi) = z’% — ki
.0 Ry Ry
L Ry Ry
= 1AL (—) — kBI,(—
wi) = 1AL ( S ) 1( 3 )

Full heft kravet, ved r = Ry

oy
3 =
Ry, Ro..
ROBfl(F) + E(Bh(?)) =0
Ry

, Ry 1 Io(&) + (%)
ikRAI(Z2) + - BI(T5) + B(— 55—

N
ik¢ + — 0
i ¢+RO¢+

R 1
z’kAIo(70> + =

)=0

Dynamiske randkravet, ved r» = Ry

(6.138)

(6.139)

(6.140)

(6.141)

(6.142)

(6.143)

(6.144)

(6.145)
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6.6. Dispersjonsrelasjonen

6.6 Dispersjonsrelasjonen

Videre skal jeg sette opp en 3x3 matrise med 3 likninger og 3 ukjente. De 3
likningene er det kinematiske randkravet, det dynamiske randkravet og full heft
randkravet. De 3 ukjente er A, B og 7.

—ily (%) kL (%) W\ /A

_ Lo(F)+ I () -

ikIo(He) AL () (M) 0| | B =0 (6.146)
1 RoDpiwly(fe) 0 1) \7

Deretter regner jeg ut determinanten av matrisen lik 0, det()= 0

Rq Rq
LSRN NNET SRl EL A

Io(Be) 4+ I(He
—fRODpzwIO(—)w(ioh(%)+ 0(’3)2; G 0 (6.147)
Ip(Be) + (2
B () ol ); ) + IR D()
(8o I, (B
+%Roppwzo(i)w(Riofl(%)+ 0(5)2; 2(5)»:0 (6.148)
Ro. R Ro. 1 R Io(5e) + I (%)
K Io(ZH () = ~h(Z) (e h(F) + ()

s FoDplo(Z0 (- 1) 3 ) (6.149)
2y Ro. L) 1 R Io(f) + ()
B = i (g h U3+ gy
Io(Be) 4+ I(He
- JRoDpA () ols );5 )
(6.150)
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6.6. Dispersjonsrelasjonen

Her har jeg kommet frem til dispersjonsrelasjonen

, L) 1 () + () o 1 To(fe) + (M)
R = (L SR D (e (e
IO(TO) Ro Qﬁ_[l(?(]) 2 RO 2B11(70)
(6.151)
hvor
1 v
=/ - — .152
B k2w (6.152)
og
! (6.153)
Y= L .
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KAPITTEL 7

Diskusjon

7.1 Analogi

I hydrodynamisk bglgeteori Eﬂ, har vi sett mye pa overflatebglger pa havet.

I kapittel [6] loste jeg Laplace likning og fikk ut de modifiserte Bessel
funksjonene i likning

Dette kan vi sammenligne med nar vi lgser Laplace i kartesiske koordinater, for
overflatebglger i havet. Nar vi i lgser Laplace likning i kartesiske koordinater
far vi ut lgsninger av de hyperbolske funksjonene cosh(k(z+h)) og sinh(k(z+h)),
som spiller samme rolle som de modifiserte Bessel funksjonene.

Figur 7.1: Hastighetsprofil til overflatebglger pa havet. Der H er avstanden fra
bunnen til likevekt.

Figur 7.2: Hastighetprofilen i en blodare. Ser slik ut med fast vegg, kan ha
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7.2. Mitt resultat

7.2 Mitt resultat

Her har jeg kommet frem til dispersjonsrelasjonen

L) 1 L) + (%)

Io(i)(Ri0+( 2ﬂ11(%)

~

1 9 1 Io(%) + (%)
D= oD+ (e

(7.1)

B2 — — )

der Iy, I og Iy er modifiserte bessel funksjoner. der § definert i likning [6.134]
og v definert i likning [6.119] ser slik ut

1 v
B = 2w (7.2)
T=1 (73)

Har fatt en bglge som har samme egenskaper i begge retninger.

7.3 Sammenligning

Her skal jeg sammenligne min dispersjonsrelasjon med Vosse og Dongen
sin dispersjonensrelasjon

De starter med a skalere Navier-Stokes komponentene og kontinuitetslikningen,
for a gjgre hele problemet dimensjonslgst. De skalerer bare med den reelle

delen av k, k.. De antar deretter at fasefarten, ¢ = =, er mye stgrre enn
hastigheten til fluidet og at bglgelengden, A = i—”, er mye stgrre enn den
dimensjonslgse radiusen R%. Derfor velger de a kvitte seg med hastigheten i

radiell retning, v,.. Og lgser derfor problemet bare for v,. Vosse og Dongen
kommer frem til en dispersjonsrelasjon, men det gjgr de ved & se bort fra
den radielle strukturen. De kommer frem til en dispersjonsrelasjon som ser slik ut

k(w) = if—o, /17711710 (7.4)

) = /=5 (7.5)
2J1(i2w)

Fiolw) =
10(w) i%wJo(i%w)

der Jy og Ji er bessel funksjoner.

For & kunne sammenligne min dispersjonsrelasjon med denne, ma jeg skrive
litt likning om, ved a forst sette inn uttrykkene for cp(w) og Fip(w), og da
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7.3. Sammenligning

ender jeg opp med

132000 (1% w)
K (w) = Dpw?(1 — 0 %) 7.7
() = D1 = &
ved hjelp av likning [2.15] som sier
Je(ret %) = 2L (r)e* (7.8)

kan vi skrive om de ordinaere Bessel funksjonene til modifiserte Bessel funksjoner.
Da ser jeg at mitt andre ledd i min dispersjonsrelasjonen

Ro Ro
S RoDp?(7p + v R (7.9)

Ro 281 (53)

har lik form som dispersjonsrelasjonen til Vosse og Dongen. Siden de har sett
bort fra den radielle strukturen, kan det veere en grunn til at jeg har med et
ledd ekstra.

Bolgetallet & = k. + ik; der k, = QT”, med A som er bglgelengden og k;
maler dempningen av bglgene. Siden bade 5 og « innerholder bglgetallet k er
det vanskelig & finne k,. og k;, derfor har jeg ikke hatt nok tid til & studere

dispersjonsrelasjonen min ngyere.

Jeg legger ogsa merke til at Vosse og Dongen har unngar a si hva k,. og k; er.
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KAPITTEL 8

Konklusjon

I denne oppgaven har jeg sett pa de elastiske egenskapene til blodarene, og
hastighetsfeltet til blodet.

Vist pa vellykket vis ved hjelp av Helmholt dekomposisjon at jeg har lgst den
radielle strukturen, i steden for & integrere over tverrsnittet slik som Vosse og

Dongen har gjort.

Vi spekulerer i at dett er et viktig og riktig steg pa veien til et mer sofistikert
uttrykk for hastighetsfeltet.

Videre kan man finne ut hvordan ikkelinezere effekter kan dukke opp.
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TILLEGG A

Vedlegg

A.1 Pendel
Bevegelsen til en enkel pendel kan bli beskrevet som
d’0 g .

hvor [ er lengde, g er gravitasjon og 6 er vinkelforskyvning. For et 2D-felt har
jeg hastigheten gitt ved ¥ = ui+wvj, samt v(6, ¢). Hastighetene blir da beskrevet
av [likning (A.2)|og [likning (A.3)]

% —¢=u (A.2)
fo =% Iging = (A.3)

Sjekke at feltet er divergensfritt:
v-a:%+g—;:o (A4)

Siden feltet er divergensfritt og 2Dﬂ§ﬂ, eksisterer det en strgmfunksjon.

_ % _ = _lp
u_a¢_¢—>1p— 5¢ + f1(0) (A.5)
v = %Z = %sin@ =Y = %00894' f2(9)

— Y= —%(b? + %0059 (A.6)

¢=V%?w+% (A.7)

Da far jeg strgmlinjer:

Faseportrett
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A.1. Pendel

Pendel
G —\: T T T T T | ]
4 - ,__LR\ ’_____,,--"'/_,--
\ )] b /
/ A . AN
S S N
e T
2o |
Ny . e
) =
4 .____/ ____.-'f \'\-\.\_\_-\- "\\\1"'\-.
-6 ‘fflf i I i i i ‘I.;
-8 -4 2 i} 2 4 [}
phi
Figur A.1: Faseportrett av strgmlinjer
Taylor-utvikling:
3
sin9z976+~~ (A.8)
Da far jeg:
93
0 +20-")=0 (A.9)
l 6
Vanlig pertubasjon:
0 =0y + €6y +€292 +6393—|—"' (AIO)
Velger utgangsposisjonen 6y = 0
Setter inn i likningen:
0 20 303)3
€0 + 20 + 30U + %(691 20, 4 gy (Ot ; ) g (aa
" 211 3l g 2 3 630%
ed) +e¢ 02—1—693—1—7(6914—6924-6 93—7): (A.12)
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A.1. Pendel

(€"):
%+%m:o (A.13)
=0, = ae'V 4 pe iV (A.14)
(€2):
954—%92=() (A.15)
(€%):
g9 91
Al
0% + 93 16 (A.16)

0y + %93 = %(ag’egiﬁt + 3a2be'V Tt 4 3abze iVt 4 b36731\ﬁt) (A.17)

Siden 63 er ikke-linezert, mé jeg bruke en langsom tidskala. jeg starter med
denne likningen:

20 g 0
T - ) = Al
e +le-) =0 (A.18)

6
Videre bruker jeg flerskala pertubasjon :

7=t (A.19)
0(t) = 0o(t, 7) + €b1(t,7) + 6292(t, T)+ 6393(t, T) 4 (A.20)
o =0 (A.21)
d 0 5 0
p7iiT + € 3 (A.22)
d? 9? 9? 0?
= 2 gt o (A.23)
ag 06, 5005 890 005
d?0 926, 28292 3 8(91 0%04
proiak e +e 52 +e (26t87+ 92 —) +O0(eh) (A.25)
0%, 28292 3, 061 0%04 €363

2 3 1y
€oz T€ o T€ ( 55 o )+ (691+€ O2+€ 9377) =0 (A.26)

(61)2
8281 g
5z 70 =0 (A.27)
= 0, = A(r)eiVT 4 A (r)e VT (A.28)

49



A.1. Pendel

8292 g
S T 702=0 (A.29)

%05 90 g0} 9 00,

ot? l 16 otor
Setter inn lgsningen for 61, og hgyresiden blir:

(A.30)

%(ASGBiﬁt + 3A2A*eiﬁt + 3A(A*)2efi\/%7t + (A*)?’e*?’i\/%»t)f

21\/;(‘5;1 W ? VeV [3A2A*g ~ 2 \/?flﬂJ“

eV E {314(14*)251 +2i ﬁdj } + APV L (AW (A31)

For & utelukke at det dukker opp (secularity), krever jeg at A(7) tilfredstiller:

gdA
g — A.32
¥ 6l l dr =0 (4.32)

. g dA*

A(A 20/ = = A.
3()61+\/;d7 0 (A.33)
For & lgse for A(7), skriver jeg slik:

A(1) = R(7)e(™) (A.34)

Siden likningene over, er kompleks konjugerte av hverandre, velger jeg & finne

A(r) fra den gverste likningen.
0A 1 9 ix
5 = 4\/; A%A (A.35)

1 OR a9 ..
(z‘4ﬁR3 + 5+ Rim- Ne? =0 (A.36)

Deler opp i reel og imaginer del, der begge delene skal vaere null

27];2 = 0; R(7) = R(0) = konstant (A.37)
a0 1 |g o
5 =1 7R (A.38)
B L /9,2
0(7) = 0(0) — 4\[1% (0)7 (A-39)
A(r) = R(0)e?O— 3 VER O (A.40)
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