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Forsiden viser et utsnitt av rotsystemet til den eksepsjonelle liegruppen FEg, projisert
ned i planet. Liegrupper ble oppfunnet av den norske matematikeren Sophus Lie (1842
1899) for & uttrykke symmetriene til differensiallikninger og spiller i dag en sentral rolle
i flere deler av matematikken.



Sammendrag

Denne oppgaven undersgker effekten av skip som beveger seg over en
dybdeendring. Fenomenet blir illustrert ved beregninger av mini-tsunamien
i Oslofjorden. Cruiseferger som beveger seg inn i en grunnere del av
fjorden skaper lange, tsunami-liknende bglger. En belgehoyde pa opptil
1.4 m er observert. Bglgene medforer skade pa bebyggelse og erosjon av
strender. Metode og resultater presentert av Grue (2020) reproduseres, til
en lavere ordens ngyaktighet. En sammenheng mellom normalhastigheten og
hastighetspotensialet fas ved bruk av en Fourier-transform for & invertere
integrallikningene. Alle beregningene er linezre. Sa fort skipets baug nar
dybdeendringen oppstar det en hevning av havoverflaten foran skipet. Vannet
som normalt skyves ned mot den flate havbunnen vil nd mgte pa en helning
péa den nye vanndybden og bli sendt tilbake normalt fra bunnvariasjonen.
Beregningene stemmer med observasjoner. Metoden brukes videre til & undersgke
skip som seiler inn pa en lengre grunne hvor det lokale Froude-tallet er i det
transkritiske regimet. Beregningene blir gjennomfgrt for en veldig vid kanal
slik at belgene ikke reflekteres fra kanalveggen. Et bglgemgnster utvikles, og
brer seg sideveis med tiden. Bglgen som forplanter seg oppstroms for skipet er
stasjoneer. Bglgens posisjon relativt til skipet er konstant og bglgen brer seg til
siden i en slags “V” form. Vinkelen hovedbglgen brer seg ut med blir mindre
med gkende Froude-tall. Stgrrelsen pa responsen er pavirket av en variasjon i
stgrrelsen pa dybdeendringen.
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KAPITTEL 1

Introduksjon

1.1 Motivasjon og problemstilling

1.1.1 Hva er en tsunami?

Hva er egentlig en tsunami? Ordet “tsunami” er japansk, hvor “tsu” kan
oversettes som “havn” og “nami” som “bglge”. En tsunami er en bglge du ser i
havnen. Vanligvis forbindes tsunamier med svaert store bglger. Alle vannbglger
er avhengig av vanndybden de forplanter seg i, og oppferer seg forskjellig i dypt
vann og grunt vann. Opplgpet i en havn demper hastigheten til bglgen samtidig
som den gker bglgehgyden, derav en tsunamibglge.

Tsunamier kan ha ulike genereringsmekanismer. Dette pavirker blant annet
hvordan energien overfgres til fluidet og gjgr at tsunamiens arsak har noe
a si for bglgens karakteristikk. Mest kjent er tektoniske tsunamier, grunnet
undevannsjordskjelv. Jorskjelvene forer til enorme bglger, ofte flere hundre
kilometer lange. En serie slike undersjoiske jordskjelv forarsaket en rekke
tsunamier i Indiahavet i 2004. Mest kjent er bglgen som traff Thailand med
en hgyde pd oppmot 11m (Rossetto mfl. 2007). Over 280 000 mennesker
mistet livet (Lay mfl. 2005). Med en gjennomsnittlig vanndybde pa 4000m,
beregner Glimsdal mfl. (2013) en bglgehgyde pa rundt 0.7m nar belgen
forplantet seg over Stillehavet. Pa tilsvarende vis forarsaket et undersjpisk
jordskjelv i 2011 den stgrste tsunamien registrert i Japans historie. I fglge
Suppasri mfl. (2013) ble tsunamien varslet 3 minutter etter jordskjelvet inntraff.
Likevel medfgrte en feil i beregningen av bolgehgyden at mange stilte uforberedt.

En annen mindre utbredt type tsunami er forarsaket av skred. Disse bglgene
har generelt mindre perioder og bglgelengder, men kan ha store lokale effekter, i
motsetning til de stgrre jordskjelv-tsunamiene som forplanter seg lange distanser
fgr de nar land. Disse mindre tsunamiene kan veere like farlige, ettersom de
er sveert vanskelige & forutse og generelt mer kompliserte & modellere (Diden-
kulova, Pelinovsky og Soomere 2011). En potensiell slik bglge ble illustrert
i den norskproduserte filmen “Bglgen”. Her var de inspirert av et potensielt
skred fra Akerneset i Mgre og Romsdal. Skredet er beregnet & forarsake en
flodbglge som kan ramme opptil flere tettsteder i omradet. I 1998 traff en 15m
hgy slik bplge Papua New Guinea. Glimsdal mfl. (2013) forklarer at tsunamien
forst ble antatt a veere forarsaket av et jorskjelv. Da forsgk pa & modellere
dette ga altfor lave bglgeamplituder begynte mistanken a falle pa et skred. Jor-
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1. Introduksjon

skjelvet var arsaken til skredet, men kunne ikke ha forarsaket den stgrste bglgen.

En tredje kategori av havnebglger er meteorologiske tsunamier, generert av
variasjoner i lufttrykk som beveger seg over hav med en varierende bunn. Bgl-
gene er ofte omtalt som meteotsunamier, og er av en mye mindre skala enn den
klassiske jordskjelv-tsunamien. P4 samme mate som vanlige tsunamier har de
lave amplituder og lange perioder ute pa havet, men forsterkes kraftig inn mot
land. Monserrat, Vilibi¢ og Rabinovich (2006) viser hvordan disse tsunamiene
kan ha tilsvarende periode og skalert lengde som tsunamier forarsaket av jordras.
Pattiaratchi og Wijeratne (2015) bemerker at selv om disse bglgene ikke har
like stort skadeomfang, inntreffer de mye oftere.

I denne oppgaven skal det sees pa en fjerde kategori av tsunamier, nemlig
mini-tsunamier. Fenomenet ble forst forklart av Grue (2017). Disse bglgene
forarsakes av skip som beveger seg over en dybdeendring. Mini-tsunamier kan
fore til erosjon av strender og lignende.

1.1.2 Tsunamien i Oslofjorden

I 2017 publiserte NRK en episode av radioprogrammet Ekko - NRK Radio
om store tsunami-liknende bglger observert i Oslofjorden, etterfulgt av
dokumentarartikkelen Tsunamien i Oslofjorden. Bglgene er observert langs
kysten med perioder pa 30-60 s. Med lengder pa 0.5-1.0 km brer de seg utover
den 2-3 km brede fjorden. Bglgene forplanter seg med gruntvanns-hastigheten
og oppforer seg som en mini-tsunami. Belgehgyder pa opptil 1.4 m er blitt
malt (Grue 2020). NRK dokumenterer kyst-beboerenes frustrasjon grunnet
i skadene bglgene forarsaker. De forklarer at introduksjonen av Color Lines
nyeste cruiseferger i 2004 medfgrte problemet. De nye fergene er verdens stgrste
av sin type, og er flere titalls meter lengere enn eldre ferger. Grue (2017)
forsgker a forklare det nye bglgefenomenet i Oslofjorden, og viser til beregninger
som er i god overenstemmelse med observasjonene. Kart over bunntopografien
i Oslofjorden avslgrer en 700m lang hylle med en dybdeendring pa 32 m,
for cruisefergene seiler inn ved Flaskebekk. Grue (2017) beskriver hvordan
veldig lange bolger blir generert nar et skip beveger seg over en dybdeendring.
Som for havbunnen i Oslofjorden, er dybdeendringen sammenlignbar med den
gjennomsnittlige og relativt grunne vanndybden. I Grue (2020) blir teoretiske
og numeriske beregninger for en ekte skipsgeometri presentert. I tillegg blir
en tolkning av genereringsprosessen til fenomenet forklart. Hastighetsfeltet
rundt skipet produserer en ny reaksjonshastighet, eller “anti-hastighet”, ved
dybdeendringen. Reaksjonshastigheten er normal pa den nye havbunnen og
skaper en vertikal hastighet ved havoverflaten som genererer bglgene. Effekten
skjer i hovedsak nar baug og hekk passerer dybdeendringen.



1.2. Tidligere arbeid

Figur 1.1: Mini-tsunamien i havnen pa Flaskebekk. Bildet er tatt av Tore
Henning Larsen.

1.1.3 Problemstilling

I denne oppgaven vil vi undersgke effekter av skip som beveger seg over en
dybdeendring. For & gjore dette ser vi pa mekanismen bak mini-tsunami feno-
menet i Oslofjorden, i tillegg til metode og resultater presentert av Grue (2020).
Videre vil vi bruke dette til & undersgke hva som skjer nar et skip beveger
seg over en dybdeendring som gir et lokalt Froude-tall i det transkritiske regimet.

1.2 Tidligere arbeid
1.2.1 Froude-tallet

Froude-tallet er en dimensjonslgs stgrrelse som betegner forholdet mellom
treghetskrefter og tyndgekrefter. Froude-tallet basert pa den lokale vanndybden
blir sentral gjennom hele oppgaven, og vi bruker derfor forholdet mellom
skipshastigheten og gruntvannshastigheten,

Fr=U/\/gh (1.1)

hvor U er skipets hastighet, g er tyngdeakselerasjonen og h er den typiske
vanndybden. Vi skal undersgke bglger dannet av skip som beveger seg i det
transkritiske regimet, det vil si rundt F'r = 1, nar skipet reiser med samme
hastighet som bglgene.

I 1978 beskriver E. Tuck (1978) hydrodynamiske utfordringer knyttet til skip i
begrensede farvann, og historien bak stagnasjonen i utviklingen pa omradet.

3



1. Introduksjon

Tuck papekte at datidens voldsomme gkning i skipsstrgrrelser har fort med seg
helt nye problemer. Han bruker en analogi til aerodynamikken, hvor gruntvanns-
hastighetens ekvivalent er lydens hastighet. Froude-tallet blir sammenlignet
med aerodynamikkens Mach-tall, siden de begge betegner forholdet mellom
fartgyets hastighet og belgehastigheten i mediet. I begge tilfeller bryter lineser
teori sammen nar dette forholdet naermer seg 1, i aerodynamikkens tilfelle er
dette kjent som det & “bryte lydmuren”.

Torsvik, Dysthe og Pedersen (2006) ser pa skip i grunt vann for varierende
Froude-tall. Dette kan gjgres ved a variere vanndybden h, men ogsa ved a
varierere skipshastigheten U. Beregninger er gjort i en dimensjon. En oppstrgms
bglge genereres, avhengig av varigheten til hastighets- eller dybdeendringen. Er
tidsrommet stort genereres en stgrre bglge.

1.2.2 Skip i begrenset fluid

En rekke artikler beskriver skip i bevegelse i begrensede farvann, som ek-
sempelvis skip i grunne fjorder og laguner. Constantine (1960) presenterte
teoretiske betraktninger pa omradet og viste til tre distinkte hastighetsomrader,
subkritisk, kritisk og superkritiske hastigheter. I subkritiske og superkritiske
omrader oppnas en jevn bevegelsestilstand relativt til skipet. I det kritiske
regime derimot, vil en mengde fluid bygge seg opp foran skipet, i form av
en undulerende bglge. Resultatene ble bekreftet eksperimentelt ved modelltester.

Ogséa R. F. Beck, Newman og E. O. Tuck (1975) sd pa jevn bevegelse av skip i
en idealisert kanal med et rektangelformet tversnitt. Skipet ble tilnsermet ved en
antagelse om et slankt skip (hvor dypgang og lengde er mye stgrre enn bredden)
og ved en kildefordeling. En grunnere region pa hver sin side av kanalen gjor at
subkritiske beregninger gar over i det superkritiske regimet ved kanal-veggen.
En slik kanal blir ogsa undersgkt numerisk av Torsvik, Pedersen og Dysthe
(2009), ved bruk av COULWAVE modellen. Oppstromsbglger brer seg pa
tvers av kanalen i en tilneermet rett linje, til tross for dybdeendringen. Mei
(1986) bruker ogsa et slankt skip og ser pa solitonegenerering i det transkritiske
regimet. Det blir funnet at skipet skaper solitoner oppstrgms, til og med nar
kanalens bredde er av samme orden som skipets lengde, det vil si mye bredere
enn skipets bredde (grunnet slankt skip tilngerming).

Pedersen (1988) tar for seg forstyrrelser i form av en trykkfordeling, en kilde-
fordeling og en tidsavhengig bunntopografi. Et lignende bglgemgnster blir
observert for alle tre tilfeller. Kildefordelingen tilsvarer representasjonen av et
slankt skip brukt av Mei (1986). Det er sett pa forstyrrelser i bade et ubegrenset
fluid og i en bred kanal. Svakt superkritiske tilfeller er modellert basert pa
numeriske lgsninger av et tre-dimensjonalt sett med ikke-linezere Boussinesq
type likninger. I vid kanal blir solitonenes refleksjon ved sideveggene tatt i
betraktning. Dette gir grunnlag for tvil rundt blokk koeffisienten (A/W h, hvor
A er tverrsnitts arealet av skipet, W er kanalens bredde og h er kanalens
dybde) som en ledende parameter for vide kanaler. For savidt superkritiske
Froude-tall blir det funnet et stasjonzert bglgemgnster. I motsetning til de
lineaere resultatene oppstar den ledende bglgen foran forstyrrelsen.
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Li og Sclavounos (2002) ser pa ikke-linezre lange bglger generert av en
forstyrrelse i grunt vann. Forstyrrelsen er modellert som en trykkfordeling
og som et slankt skip. Balansen mellom ikke-linearitet og dispersive effekter
for lange bglger forarsaker generering av solitoner som reiser oppstrgms foran
forstyrrelsen. Bevegelse ved subkritisk, kritisk og superkritiske hastigheter blir
undersgkt. I alle tre tilfeller blir det observert tre-dimensjonale, soliteere bglger
oppstrgms for forstyrrelsen. Bolgekammen til solitonene er nesten perfekte
parabler. Det blir funnet at parabelenes krumning avtar med tiden. Solitonene
oppstrgms lgsner ikke fra forstyrrelsen for det superkritiske tilfellet, til forskjell
fra kritiske og subkritske beregninger.

1.2.3 Pavirkning fra hurtigferger og skipstrafikk

De siste arene har det blitt dokumentert en rekke tilfeller verden over, hvor
hurtigferger og skipstrafikk har hatt innvirkning pa diverse aspekter ved om-
givelsene. I mange tilfeller dreier det seg om bglger av lik stgrrelseorden som
mini-tsunamien observert i Oslofjorden. I tillegg, er det rapportert lignende
miljgskader, blant annet erosjon av strender. Flere artikler har gjennomfgrt
numeriske beregninger, ofte ved bruk av langbglge teori, og sammenlignet
med observasjoner og eksperimentell data i hap om a forklare dette nyere
bglgefenomenet.

Under hgysesongen i Tallinn-bukta betjener hurtigfergene Tallinn - Helsinki
ruten opp til 50 ganger om dagen. Hurtigferger er kjent for & generere skipsbgl-
ger med uvanlig lange perioder. I fplge Soomere (2005) utgjer disse bglgene
minst 5-8% av den totale bglgeenergien og rundt 18-35% av bglgekraften
i omradet. Torsvik og Soomere (2008) analyserte egenskaper ved bglgene i
Tallinn-bukta numerisk, ved bruk av en Boussinesq type gruntvannsmodell
(COULWAVE). Den variable bunnen gjgr at hurtigfergene gar over i det
superkritiske regimet (Fr > 1), hvor de stgrste bglgene blir generert. Det blir
beregnet en maksimums bglgehgyde pa opptil 3m. Didenkulova, K. E. Parnell
mfl. (2009) har sett pa det samme fenomenet bade teoretisk og eksperimen-
tellt, med et fokus pa virkningen av opplgpsdybden pa de generte bglgene.
Til sammen 212 skipsbglger ble malt, bade 100m fra kysten og pa opplepet
til stranden. Neer kysten viser dataen amplituder pa 1.6m og perioder pa
10 — 15s. Kun en svak forsterkning er grunnet opplgpet. Senere brukte Torsvik,
Didenkulova mfl. (2009) GPS maélinger for & finne ngyaktige skipsruter og
tilsvarende bglger. Modelleringen stemte godt overens med bade amplituden
og perioden til de observerte skipsbglgene og tilsvarende skipsruter. I fglge
Soomere, K. E. Parnell og Didenkulova (2011) vil bglgene dannet av hurtigfer-
gene transportere like mye eller mer vann inn mot kysten enn alle andre typer
bglger tilsammen. Tilbaketrekkningen av alt dette vannet bidrar til en raskere
fjerning av sedimentet fra stranden. Dette blir ogsa dokumentert av Soomere,
K. Parnell og Didenkulova (2009) og Didenkulova og Soomere (2011) hvor
det undersgkes hvordan lange bglger forarsaker en redistribuering av sedimentet.

Ogsa i Venezia-lagunen er det observert uvanlig store bglger generert av skip.
Til forskjell fra studiet i Tallinn-bukta, ser K. E. Parnell mfl. (2015) pa en smal
navigasjonskanal med grunnere omrader pa hver side. Skip av moderat stgrrelse
ved lave Froude-tall (0.37-0.5) generer depresjonsbglger (omtalt som “Bernoulli
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1. Introduksjon

Wakes”) med dybder pa opp til 2.5 m. Fenomenet blir sammenlignet med
meteorologiske tsunamier. I begge tilfeller produseres det en depresjonsbglge
etterfulgt av en undulerende bglge. Rapaglia mfl. (2015) bemerker at de mer
enn 3000 fartgyene som passerer gjennom Malamocoo-Marghera kanalen i
Venezia-lagunen bidrar til forflytning av opp til 1.2 - 10° tonn med sediment.
Dette pavirker bade miljget, grunnet forflytning av forurenset sediment, i tillegg
til & veere en gkonomisk belastning ettersom kanalen ma graves ut hvert ar.

K. Parnell, McDonald og Burke (2007) papeker lignende problematikk som for
hurtigfergene i Ostersjgen. I Marlborough Sounds, New Zealand, forbindes den
nordlige og sydlige gya av hurtigferger. Grusstrendene langs ruten har respondert
sveert raskt pa bglgene assosiert med hurtigfergene. Det blir vist at strender sa
mye som 7 km fra skipsruten kan bli pavirket. Whittaker (2002) dokumenterer
blant annet effekten av hurtigferger og annen skipstrafikk i Loch Ryan, en fjord
i Skottland og en naturlig havn for skipsforbindelsen til Nord Irland. Det blir
vist at de lengere skipsbglgene transporterer mer sediment enn de naturlige
vindbglgene. Utenfor Tiburon Peninsula, San Fransisco, har Neuman mfl. (2001)
plassert et eget-designet instrument som maler stremningshastigheten. Lange
bglger med perioder pa 30-40 s reiser oppstrgms og passerer malestasjonen
i god tid fer selve hurtigfergen. Bglgene viser store likheter med solitoner.
Grue (2020) foreslar at disse belgene har samme genereringsmekanisme som
de i Oslofjorden. Erikson, Larson og Hanson (2003) bekrefter at hurtigfergene
pavirker fritidsaktiviteter ved strender, og derav turisme.
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1.3 Disposisjon av oppgaven

Resten av oppgaven er organisert som fglger.

Kapittel 2 presenterer en matematisk formulering av skipsbevegelsen. Vi gir en
oversikt over utledningene presentert i Grue (2020). Kapittelet avsluttes
med et sett av Fourier-transformerte likninger for hastighetspotensialet
og overflatehevningen. Likningsettet gjores dimensjonslgst for det skrives
om pa matriseform.

Kapittel 3 ser nsermere pa modelleringen av skipet og havbunnen. Den
numeriske implementasjonen av likninger fra Kapittel 2 blir beskrevet.

Kapittel 4 presenterer en test av den numeriske modellen. Beregninger for
en smal tank i tre dimensjoner sammenlignes med en tilsvarende to-
dimensjonal beregning. Vi ser pa hvordan en gkning i skipsbredden kan
utnyttes. Konvergens av likningene blir diskutert.

Kapittel 5 tar for seg mini-tsunamien i Oslofjorden. Beregninger sammenlignes
med resultater fra Grue (2020), i tillegg til observasjoner fra beboerene
pa Flaskebekk.

Kapittel 6 utforsker videre hva som skjer nar et skip seiler inn pa grunnere vann
hvor Froude-tallet er lik 1. Vi ser pa beregninger gjennomfgrt for skip i en
veldig vid numerisk kanal, i tillegg til hva som skjer med oppstrgmsbglgen
over tid.

Kapittel 7 gir en oppsummering av resultatene fra oppgaven og en konklusjon,
samt foreslar videre arbeid.






KAPITTEL 2

Matematisk formulering

I dette kapittelet presenteres en matematisk formulering av skipsbevegelsen.
Kapittelet avsluttes med et sett med Fourier-transformerte likninger for hastig-
hetspotensialet og overflatehevningen. Likningsettet gjores dimensjonslgst for
det skrives om pa matriseform. Vi har pa nytt utledet alle likninger presentert
i Grue (2020). En oversikt over utledningene blir presentert, hvor detaljer
finnes i Tillegg A. Den matematiske formuleringen benytter en rask metode for
beregning av havbglger. Metoden involverer bruk av Fourier-transform for &
invertere integrallikningene. Dette lgser Laplace-likningen pa havoverflaten. En
funksjon for normalhastigheten til den frie overflaten blir dermed funnet. Vi
antar linezer teori.

Metoden presentert i dette kapittelet ble fgrst introdusert av Clamond og
Grue (2001), i bade to- og tre dimensjoner. Ved & underspke konvergens
av likningene ble det vist at kun én iterasjon er ngdvendig for tilstrekkelig
ngyaktighet i praktiske beregninger. Grue (2002) beskriver blant annet veldig
store ikke-linezere havbglger. Her blir metoden anvendt i tre dimensjoner. I
Fructus og Grue (2007) blir metoden illustrert for havbglger over en varierende
bunntopografi, ved bruk av en Green-funksjon. Beregninger viser at metoden
fanger opp det mest essensielle av bolgefeltet og er flere stgrrelsesorden raskere
enn eksisterende metoder hvor full potensialteori er benyttet. Grue (2015)
har utviklet en modell for et to-lagsfluid med sterkt ikke-linesere indre bglger,
som anvender metoden benyttet i dette kapittelet. Bade Grue (2017) og se-
nere Grue (2020) bruker metoden for beregning av mini-tsunamien i Oslofjorden.

Gjennom hele kapittelet ser vi pa det tredimensjonale tilfellet og folger
notasjonen brukt i Grue (2020). Unntaket er koordinatsystemet, hvor vi betegner
horisontale koordinater ved x = (x1,z2) og den vertikale koordinaten ved y.
Tiden er gitt ved t. Havoverflaten er linearisert om y = 0. Bunnvarisjonen er
beskrevet ved yg = —h + B(x), hvor 5(x) betegner avviket fra den typiske
vanndybden h. Vi antar et inkompressibelt, virvelfritt fluid slik at potensial
teori er gyldig og fluidet tilfredstiller Laplace likningen, V2¢ = 0. Fluidets
hastighetspotensial er beskrevet ved ¢(x,y,t), slik at hastighetsfeltet er gitt
ved u = V¢. Hastighetspotensialet pd bunnen og pa havoverflaten defineres
som henholdsvis ¢ 0og ¢r. Normalhastigheten pa havoverflaten betegnes som
V. Mer presist defineres fglgende,



2. Matematisk formulering

or = ¢(x,y =0,1) (2.1)

¢B:¢(Xay:y3at) 2.2
99

Vi = — 2.3

Ll (2.3)

Malet er & undersgke hvordan bglgene generert av skip som reiser over en
dybdeendring utvikler seg med tiden. For a gjore dette integreres de linezre
kinematiske og dynamiske randbetingelsene ved den frie overflaten fremover i
tid. Betingelsene er gitt ved,

on 09

ot Oy (24)
0¢p B

o T9n=0 (2.5)

hvor 7(x, t) beskriver overflatehevningen, det vil si avviktet fra y = 0. En lgsning
av Laplace-likningen gir en forbindelse mellom funksjonene Vg, ¢p og ¢p.

2.1 Integrallikningen

Lgsningen til Laplace-likningen fas fra en anvendelse av Greens teorem pa
hastighetspotensialet ¢(x,y,t) kombinert med en Green-funksjon. Vi begynner
med integrallikningen gitt av Newman (2018, s. 137, likning 4.79). En utledning
av denne er gitt i seksjon A.1.3 av Tillegg A. Helt generelt kan integrallikningen
skrives,

0G0 _
/S {qi) o~ G an,] S = 21 (2.6)

for et punkt (x,y) pa flaten S. Legg merke til at integrasjonsvariablene er
gitt ved (x,7’), mens evalueringspunktet (x,y) holdes fast. For & forenkle

notasjonen definerer vi ¢/ = ¢(x’,y,t). Tilsvarende gjelder for alle andre
merkede funksjoner. Green-funksjonen er gitt ved G(x, y) og den normalderiverte
o

skrives som 7~ =n- V. Flaten S omgir fluidvolumet V, og bestar av den frie
overflaten (havoverflaten) F', havbunnen B og de vertikale kontrollflatene S, i
fjernfeltet. En illustrasjon av dette er vist i figur 2.1. Antar vi at bevegelsen dgr
ut i fjernfeltet, vil ikke integralet over S. gi noe bidrag, og vi star igjen med

0G0 B

Deler vi opp integralet pa venstre side av likning 2.7 har vi,
oG 0¢' oG 0¢/
g O AY9 g Y Y _
/F [¢Fan/ G@n’] [dS]F + /B {(?Ban/ Gan’] [dS]B 2m (2.8)

10



2.2. Evalueringspunkt pa overflaten F

Normalvektoren, n, peker ut av fluidet. Vi kan definere den frie overflaten og
havbunnen som henholdsvis F/ =y’ — ¢’ =0, og B’ = (—h+ ') —y = 0. Her
beskriver §(x’) skipsformen pa F. Bade skipsformen og havbunnen blir definert
i detalj i Kapittel 3. Normalvektoren for hver flate defineres som,

\vd 2 j— v's
/ pu = 2.9
"SR W P =
V'B’ V’ﬂ’ —j
b= = 2.10
"B W Vi 2
For et flateelement pa overflaten F har vi,
[dS]p = [1+ |V} 6|7 2dx! (2.11)
Tilsvarende, er flateelementet langs havbunnen, B,
[dS]p = [L+ V18 *]/2dx’ (2.12)
Normalhastigheten langs overflaten F', er definert slik at
a /
Vi = 8—2/ (14 |V'6"|2)1/2 (2.13)
F
Sc -
B

Figur 2.1: Mlustrasjon av overflaten S som omgir fluidvolumet V. Illustrasjonen
er laget i programmet Paint S.

2.2 Evalueringspunkt pa overflaten F

Green-funksjonen for et evalueringspunkt pa den frie overflaten, gis ved en tre-
dimensjonal kildefunksjon og dens avbildning i y = —h, slik at Gy = 1/r +1/rq.
Her er r = [R* + [y — y?]'/2, r1 = [R* + [y +y + 2yp)*]'/> og R =2’ — .
Dette gir fglgende integrallikning,

e o6 e
/F [qb'Fan,l _ Glaﬂ 1dS]r + /B {qxg Bn’l] dS]p = —2n6p  (2.14)

11



2. Matematisk formulering

Hvert ledd i integrallikningen skrives om slik at det inneholder faktoren 11{, 1%
eller R . Dette gjores ved bruk av rekkeutviklinger om § og 8 som tilnserminger
til Green—funkSJonene pa F. Rekkeutviklingene, samt variablene R, Ry, R; og
deres deriverte, er definert i seksjon A.1.1. En fullstendig utledning av likningene
i denne seksjonen er gitt i seksjon A.1.5 i Tillegg A. Hvert ledd pa venstre side

av likning 2.14 kan uttrykkes ved,

/waGl 4Slr = [ (6 =6)915 - Vi gpax

o !
/ d)Fa 2h) Rld

/(5’+5)V'— Vi¢pdx' + O(6) (2.15)
F R
fttsi [ e
F
/ QSBE)Gl _ 72/BﬂlvllRiO -V hdx (2.17)

En inverstransform brukes til & uttrykke %, R%) og R% (se likning A.33-
A.35, Tillegg A.1.1). Vi definerer e; = e~ *"  hvor bglgevektoren er gitt ved,
k = kiiy + k1i2, k = |k| og k1 er komponenten i skipets bevegelsesretning.
For & forenkle notasjonen bytter vi om merkede og ikke-merkede variabler
og definerer A; = ik - F{8V1¢p}. Insatt i integrallikningen far vi folgende
Fourier-transformerte ledd,

[ ngtasie f = 0 PV - kR (Vi)
— kF{0F Her F{Vr}}} (2.18)
kf{L¢F%C:;[dS]F} = —(1+ )ik - F{6Vi¢p} — k25 F{¢r}
— e kF{op} + kFInF ke F{or}})  (2.19)

k ale o T (1 + 61)1211
F{/B‘ZSB%WS]B} =2e14; = W (2.20)

Videre definerer vi B; = ik - F{6Vi¢p}, og setter alt inn i en Fourier-
transformert versjon av likning 2.14. En omskriving gir fglgende,

~

F{Vi} = kE\F{op} — kE\F{6Vi} — ik - F{oV1dr} + cosfll(lkh) (2.21)

12



2.3. Evalueringspunkt pa havbunnen B

—2kh

hvor By = (1 —e1)/(1 +¢;) = 1=¢

17— = tanh(kh). Dette gir et uttrykk for
potensialet pa overflaten F,

~

o . A
Vi + By = k tanh(kh) [qu - f{&VF}} + m (2.22)

og tilsvarer likning (19) i Grue (2020). Her bruker vi en ny notasjon for
Fourier-transformerte stgrrelser, slik at eksempelvis F{¢} = ¢

2.3 Evalueringspunkt pa havbunnen B

For et punkt pa havbunnen B, bruker vi en Green-funksjon gitt ved G, =
1/r+1/rp, hvor 113 = [R% 4 [y + y]?]"/? er speilingen med hensyn pa y = 0.
Til forskjell fra likning 2.14 har vi derfor,

/ [w%ﬁz ngii] asie+ [ [%%Gﬂ[dﬂg—zmg (2.23)

P& samme mate som i forrige SekS_]On kan ledd i integrallikningen skrives om
slik at de inneholder faktoren - 5 R— eller R— En mer detaljert utledning av
dette finnes i seksjon A.1.5 i Tillegg ‘A. Ledd i likning 2.23 kan uttrykkes ved,

[ |5z st

! a 1 /2 2 82 !t / /

/ 8qdeF_/F [1—5+ (6’2+ﬁ)ah2+ }VFdx (2.25)

Ry
, ¥y a51a

= /B Vil [(ﬁ’—ﬁ)—é(ﬁ’—m?’v? }V’ Friad (2.26)

/B[‘b%‘ai L ] /d’Ba 2h) R *d /

f/ Vidh- [(ﬁ’+ﬂ)2(ﬂ/+ﬂ)2(§h)
32
(5 +8)° a@h)? +} QR—ld’ (2.27)

Igjen forenkler vi notasjonen ved a bytte om merkede og ikke-merkede variabler.
Bruk av inverstransform gir fglgende,

13



2. Matematisk formulering

2177 |:G2 g¢:| [dS]F = {2::1VF} + ﬂl]:_l {2€1VF}
12
+ %}"_1 {2ke1f/F} . (2.28)

;ﬂ/ {a;p aGQ} [dS]p = F! {26131/1@} LB F! {2611_@1}

1 12 ~—1 ®
+3B°F {2k6131}+... (2.29)

1 , 01 T o )
,%/B [(ﬁB@n,J [dS]p = F {*Al/k} — BF {k¢3}+0(5 ) (2.30)
1 o 1 (e A X
“or /. {QﬁBanrlB} [dS|p = F {61(¢B 7A1/]g,A2/2)}

L g {ef(ké’B - ,211)}
1 R
coBPEH AR o) (231
tilsvarende likning (12)-(15) i Grue (2020). Dette settes inn i en Fourier-

transformert versjon av likning 2.10. En omorganisering og multiplikasjon
med k gir,

0= 261( AF + Bl) — 1211 — k(;B + 6%([{5&3 - 141 — kAQ/Q)
+kF {ﬁ/}_—l {261(VF + By) — kép +e1(kdp — Ay) }
+ k]-‘{ prF {Zkel(VF +B1) + e%k%}B}} +0(8%) (2.32)
Som Grue (2020) kan vi definere W = Vi + By slik at,
0=2e1W — (1 +e})A; — (1 — eDkdp — keF Ay /2
+kF{BF 1 {2e0W — kb + eFkds — A}
+ k}'{ 2F ke + elkgbB)}} +0(5%) (2.33)
I tillegg defineres k¥ = 2e,W — (1 — €2)kop — (1 + €2)A; — €2kA,/2. Hvis
flere ledd i rekkeutviklingen inkluderes i likning 2.33, vil man gjenkjenne et

mgnster som gjentas for hvert hgyrere ordens ledd av 8 (likning (16) i Grue
2020). Derfor definerer vi,

~

U+ Ay +elkAy /2 (2.34)

:§>
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2.4. Effekter ved flat havbunn

og,

T, =k [k;\lf +Ekdp + (1+ ) A; + e2kAy)2 (2.35)

Dette gir

(1—e2kop =2eW — (1 +e2)A; — ke?Ay/2

1
+kF {BTl + 2ﬁ2T2} (2.36)
Et restledd defineres ved
. 1 ke% o k 1
== A T, + =3°7 2.
kR 21— 2+(1—e%)]:{ﬁ 1+25 2} (2.37)

Vi deler likning 2.36 pa (1 — €?) slik at potensialet langs bunnen kan skrives
som,

ks = W/ sinh(kh) — Ay / tanh(kh) + kR (2.38)
Fra likning 2.23 har vi at W=Vr+B; = ktanh(kh) {(ﬁp — f{éVF}} + @ﬁﬁ?
slik at
. k [‘%F - f{(SVF}} 1 1 P
5= cosh(kh) * (cosh(k‘h) sinh(kh) tanh(kh)> L
b |br — F{oVi}] o
= — tanh(kh)A; + kR (2.39)

cosh(kh)

Dette tilsvarer likning (17) i Grue (2020).

2.4 Effekter ved flat havbunn

Den totale bevegelsen til fluidet kan beskrives ved ¢ = ¢y + ¢, hvor subskript
“0” angir potensialet for skipets bevegelse over flat bunn (8(x) = 0). En
tilleggsbevegelse beskrevet ved hastighetspotensialet ¢, oppstar nar skipet
mgter en dybdeendring. Langs bunnen er den kinematiske randbetingelsen
%(d)o +¢) = 0. For en flat bunn (8(x) = 0) er den skalerte normal hastigheten
pa den frie overflaten beskrevet ved,

0 ;
Vo = VIT VAP 5 = (j - V16) - Vo

n
0p 96  0¢ 96  O¢ ) 06

= (1 — ) = —ue(t)— 2.4
Oxy Oxy  Oxg Oxe Oy ( 8y> (®) 0xy (2.40)

15



2. Matematisk formulering

hvor vi har brukt normalvektoren til overflaten F', gitt i likning 2.9. I det siste
likhetstegnet har vi brukt at % = 0 pa den frie overflaten F', siden det ikke er
noe strgmning gjennom overflaten. I tillegg er det brukt at hastighetspotensialets

deriverte pa overflaten er lik skipshastigheten, g—j’l = ug(t). Likningen skaleres

ved & dele pa y/gh og dimensjonslgse stgrrelser betegnes ved “*”. Fourier-

transformeres dette, ved bruk av relasjonen f{aa—ai} =iky - F{0}, har vi

Vir = Vo.r/Vgh = —ikiul(t*) = —ikyug(t*)e"F170®) § . (2.41)
: —

Fra intergrallikningen, har vi et uttrykk for normalhastigheten pa havover-
flaten, gitt ved likning 2.22. Grue (2020) viser at By er pa storrelse med
ktanh(kh)F{6Vr} slik at de to kansellerer hverandre og kan neglisjeres. Hvis
vi i tillegg ser pa en flat bunn, 8(x) = 0, far vi relasjonen,

Vo.r = ktanh(kh)do. r (2.42)

Kombineres dette med uttrykket for normal hastigheten pa overflaten F' (likning
2.9), far vi

~ VO F —ikﬂto(t)g
k = . = 2.4
bo.F tanh(kh) tanh(kh) (243)

Vi gjore dette dimensjonslgst ved & dele pa +/gh,

_ Vor/Veh __Vor ikt (2.44)
Vagh tanh(kh)  tanh(kh) tanh(kh) ’

(kéo,F)* _ k¢0,F

Ved bruk av likning 2.39 med $(x) = 0 innsatt, har vi en dimensjonslgs relasjon
for potensialet langs bunnen, B, gitt ved,

(kdo.r)* — kF{5(Vo.r)*}
cosh kh

(kdo,5)" = (2.45)

Fra dette kan vi finne den horisontale hastighetskomponenten langs bunnen
(yp = —h) ved

iky

o ko, } (2.46)

uly— = F Hiki - dop} = F

Den horisontale hastighetskomponenten langs bunnen av skipet er pa samme
vis gitt ved,

uly gy = 20F ' {iky - do,r} (2.47)

16



2.5. Kinematiske og dynamiske randbetingelser

2.5 Kinematiske og dynamiske randbetingelser

Vi gnsker a finne ut hva som skjer pa overflaten F etter en dimensjonslgs tid ¢*.
Merk av vi til forskjell fra Grue (2020) ikke deler opp overflaten F' i en skipsdel
(“BDY”) og en havdel (“FSF”). Vi har dermed heller ingen ekte skipsgeometri.
Dette gjor at vi beregner havbglger der skipet skulle veert. Noe som gar fint
siden Grue (2020) har vist at effekten av de to metodene er omtrent den samme.
Dette gjor ogsa at §(x) settes til 0 i likning 2.39. Kombineres likning 2.3 og 2.4
er den kinematiske randbetingelsen er gitt ved,

an B
i Ve=0 (2.48)

péa overflaten F'. Normalhastigheten pa £, er gitt ved likning 2.22. Neglisjeres led-
dene By og ktanh(kh)F{6V;}, kan vi uttrykke en linezer, Fourier-transformert,
kinematisk randbetingelse ved

on Ay
— — ktanh(kh)pp = —————
anh(kh)or cosh(kh)

o (2.49)

hvor A, = ik - F{8V1¢p} og ¢p = ¢o,8 + ¢p. I tillegg er den Fourier-
transformerte, dynamiske randbetingelsen for ¢p,

=L Lgn=0 (2.50)

Vi kan gjenkjenne relasjonen %2 = ktanh(kh) i likning 2.17, slik at likningsettet
vi gnsker a lgse kan skrives,

877 UJ2 N Al
ot ?wF ~ cosh(kh) (2:51)
opr
7 = 2.52
5 T91=0 (2.52)

For a gjgre likningsettet dimensjonslgst, introduseres skalerte variabler ¢* = \/%t

* h . :
og w* = \/;w som gir,

g on g (W A,
a— -— —_— — = 2.
h ot* \/;w <g<pF> cosh kh (2:53)
g0or |
—_— = 2. 4
\/; e T91=0 (2:54)

Likning 2.21 blir skalert med \/g og likning 2.22 blir multiplisert med w* /g,

slik at
o L fw,.\ _  [h A
a“ (g(pF> B \/;cosh kh (2:55)

ot*

+w'h=0 (2.56)

17



2. Matematisk formulering

Defineres ’(/AJ = %cﬁ r har vi fglgende skalerte likningsett,

877 E h Al
ot ¢ v= \/;cosh kh (2:57)
b o

Til slutt deles alle ledd pa den karakteristiske dybden h, slik at

oG/h) L -, (A1/vgh)
ot —wi(W/h) = c;shkh (2:59)
KO oy~ 20

Vi kan definere den dimensjonslgse hgyresiden i likning 2.57 ved Al* =
Ay /Ngh = iky - F{BVop/\/gh} = iki - F{8Vp}. 1 tillegg, blir n* = n/h
og Y* =/h = ;’—thJF ogsa nye dimensjonslgse variabler. Vi har dermed et
komplett dimensjonslgst sett med likninger, gitt ved

677* ®, Tk Al*
ot ¢ v = cosh kh (2.61)
o*

Ht = 2.62
o +w' =0 (2.62)

Gjennom resten av kapittelet antar vi at alle stgrrelser er dimensjonslgse, og
ser derfor bort i fra “*” notasjonen. I tillegg, redefineres hgyre side av likning

2.61, slik at h = %. Dermed har vi,

0
op

Dette kan skrives om til et linesert system pa matriseform, ved & introdusere

o |7
Y = |1 2.65
K 209
0 —w
A= L} 0 } (2.66)
Likninger 2.63 og 2.64 blir dermed,
N N Bl A
Y, + AY = ol = H (2.67)

som kan lgses ved & multiplisere med den integrerende faktoren e“?,

18



2.5. Kinematiske og dynamiske randbetingelser

eAtY; + eMAY = [eAtY} —AH (2.68)
t

Vi definerer Z = etV slik at

Zy=eMH (2.69)
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KAPITTEL 3

Modellering av skip over en
dybdeendring

Vi gnsker & simulere et skip i bade to og tre dimensjoner, over en varierende
bunn-topografi. Dette kapittelet presenterer den numeriske implementasjonen
av likningene utledet i forrige kapittel. For & simulere fremover i tid skal vi
bruke Runge-Kutta metoden av bade andre og fjerde orden (forkortet RK2 og
RK4). I tillegg beskrives ulike parametere, samt skipsform og havbunn.

3.1  Numerisk implementasjon

Likningsystemet 2.69 i kapittel 2 integreres fremover i tid for a finne Z ved
dimensjonslgs tid t\/%. Vi integrerer numerisk ved bruk av Runge Kutta

metoden, med et tidsskritt pa dt\/% = 0.04. Ved bruk av Z = eY kan vi lose
for ¥ og finne overflatehevningen 7(x, t).

Beregningsomradet defineres som et rektangel i det horisontale planet
med lengde L, og bredde Lo, hvor vi har henholdvis N; og N, bereg-
ningspunkter i hver retning. Opplgsningen er gitt ved dz; = Li/N;
og drs = Lo/Ny. Alle iterasjoner gjgres i Fourier-rommet og storrel-
ser Fourier-transformeres numerisk ved bruk av Fast Fourier Transform
(FFT) funksjonen, fft2(), i MATLAB. Spektralrommet defineres ved bgl-
getallsvektorene (0, Aky,2Aky, ..., (N1/2 — 1)Aky, —N1/2Aky, ..., —Aky) og
(0, Ako,2Aks, ..., (Ny/2—1)Aky, —No/2Aks, ..., —Aky) som sorteres ved bruk
av funksjonen ifftshift(). Simuleringen stoppes for bglgesystemet nar enden
av kanalen.

I denne seksjonen beskrives bruk av Runge Kutta metoden for & lgse likning
2.69. Vi antar at,

Ipir — 2y (dZ
= —_— f = .1
Az ( o > or t =t, (3.1)
Ipir — 2y (dZ
+At = <dt> for t =ty i1 (3.2)
n+1
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3. Modellering av skip over en dybdeendring

hvor n = 0,1,2..., Ny benevner antall tidsteg, At, slik at tiden ved tidspunkt
n er gitt ved t, = n * At og simuleringens slutt er gitt ved tiden T' = Np x At.
Ved & addere likninger 3.1 og 3.2, far vi

=3 () o (5)) e

Lgses det for 2n+1, ved insetting av (%) = €At"ﬁn og (,TZ) 1 =
n n

U
&

eAtnt ﬁn+1 far vi feglgende,

N N At N N
Znir = Z+ 5 | €M Hy + M0 Hp| (3.4)

Ved t = t,, er det siste leddet I;[n+1 derimot ukjent. Derfor innfgres en tilnserming
H* ~ ﬁnﬂ istedet. For a lgse dette bruker vi en litt annen notasjon.

Hgyre side av likning 2.69 defineres som f(Z, t) = eI For & finne Z i neste
tidskritt gjor vi en tilnserming til den deriverte i punktet ¢ = t,, er gitt ved

Kl = .f(thn) (3'5)

i tillegg til en tilneerming av den deriverte i t = t,,41 = t,, + At, definert som

Ky = f(Z + K1 At,t + At) (3.6)

P& samme vis som i likning 3.4 blir neste tidskritt derfor tilnsermet ved

Znr = Zn + (K + Ky) = (3.7)

Dette tilsvarer Runge Kutta metoden av andre orden (RK2), hvor notasjonen
tilsvarer beskrivelse av Langtangen (2016, s.779). Runge Kutta av fjerde
orden (RK4) blir definert pa en liknende mate. Vi beholder definisjonen
av K fra likning 3.25. Men i tillegg brukes et estimat av den deriverte i
t=tny1/2 = tn, + 1At slik at,

S At At
Kzzf(Zn+K17,t+7) (3.8)
At At

Ks=f(Zn+ K27,t + =) (3.9)

2

Til slutt har vi ogsa en en tilnserming av den deriverte i t = t,,11 = t,, + At,

Ky = f(Z, + K3At,t + At) (3.10)
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3.1. Numerisk implementasjon

Neste tidskritt er dermed gitt ved,

. A At

For a lgse for overflatehevningen 7 ved tiden ¢y, bruker vi at

QAL {coswt —smwt} (3.12)

sinwt  coswt

Den Fourier-transformerte overflatehevningen 7 og hastighetspotensialet ¢ kan
oppnas via vektoren Y (se likning 2.65), som igjen fas ved Y = e~ 4N Z. Dermed
er,

N = 21’1\[ COS(th) + 22’]\7 sin(th) (313)

’LZJN = —Z; nsin(wty) + 22 N cos(win) (3.14)

hvor henholdsvis 21 n og 22 v er forste og andre element i vektoren 7 ved tiden
tn, 0g PN = %ﬁN. En inverstransform ved ifft2() funksjonen i MATLAB gir

oss 7(ty) = FH{i(tn)}-

En tilneerming av restleddet

I den numeriske implementasjonen benytter vi en tilnszerming av potensialet
langs bunnen, ¢z, til storrelsesorden O(32). Derfor uttrykkes restleddet, kR,
gitt i likning 2.37 i Kapittel 2, som en stgrrelse proporsjonal med 2. Dette er
utledet i Tillegg A.2.1. Vi kan skrive tilnszerminger til T, og T, som,

Y = A, +0(p?) (3.15)

A~

=k op +0(8%) (3.16)

slik at restleddet kan uttrykkes ved,

=3 s Lo fergean b ro) )
21-& 1- e 2

Den iterative prosessen

Siden potensialet langs bunnen, (2)3, gitt i likning 2.39 er uttrykt ved Ay, som
igjen inneholder qASB, mé vi lgse for A; iterativt. Vi setter § = 0 i likning 2.39
og deler opp potensialet langs bunnen. Hvert ledd er proporsjonalt med 57,
slik at for n = 0,1,2,... betegner ledd k(¢p), ledd til storrelsesorden O(B") .
I denne oppgaven bruker vi en tilnserming til stgrrelsesorden O(%). Dermed
definerer vi,
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3. Modellering av skip over en dybdeendring

k(dg)o = kdr/ cosh(kh) (3.18)
k(dp)1 = —A; tanh(kh) (3.19)

TR S LAy LI Y s gL (3.20)
B2~ 21—6% 2 l—e% ! 2 B '

slik at kdp = k(dB)o + k(dp)1 + k(dB)2 + O(8). Ved beregning av k(dp)
benyttes k($3)0 i A;. Prosessen gjentas iterativt ved & bruke siste tilnserming
k(qASB)O + k(qASB)l + k(qASB)g p& nytt i beregning av A; og A, for bedre tilnserming
av k(QASB)l 0g k(éB)z
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3.2. Skipet

3.2 Skipet

Skipets form i tre dimensjoner er gitt ved funksjonen 0(x,t). Skipet beveger
seg kun i zi-retningen, og slik at posisjon til skipets midtpunkt er beskrevet
ved x1 = xo(t). Vi betegner skipets lengde med Ly og skipets bredde med Wy.
Skipets dypgang betegnes med dp. Definerer vi 1 = x1 —x¢(t), kan skipsformen
ved tiden ¢ beskrives ved

§(Z1,12) = —dy [1 - (2501)8 - <2Wf”§>6] <0 (3.21)

Funksjonen §(Z1,x9) tilsvarer skipsformen brukt av Grue (2020), og har en
relativt skarp overgang til overflaten F. Dette er vist i figur 3.1.

Ly = 210m; Wy = 35m; dy = 6.8m
T T T T T

g N |7
< 05 .
P,
-1T | | | 1 | 1 | L 1
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
xl/hl

Figur 3.1: Skipsform i z;-retning med parametere tilsvarende Color Line
cruisefergene Color Magic og Color Fantasy.

I denne oppgaven har vi satt skipets lengde til Ly = 210 m. P4 samme mate
som Grue (2020), er dette et estimat av lengden mellom vertikale vinkler pa
skipet og er illustrert i figur 3.2. Lengden Ly tilsvarer 94% av lengden til Color
Line cruisefergene Color Magic og Color Fantasy. Begge har en lengde pa rundt
224m. Et deplasement pa Vj = 36000 m? oppnés ved bruk av en blokk koeffisient
(Newman 2018, p.365). Denne er satt til,

© LoWodo
hvor skipets volum finnes ved Vy = [ ddzdzs.

Cp 0.7 (3.22)

I den numeriske implementasjonen skaleres skipsformen og alle dens parametere
med den typiske vanndybden h. Vi benytter ogséd en omskriving av Fourier
transformen av §(Z1,z2) ved et variabelskifte, slik at den transformerte ved
tiden ¢ enkelt kan finnes ved,

F{8(x1 — z0(t), 20)} = e #*120 O Fl5(xy 29,8 = 0)} (3.23)
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3. Modellering av skip over en dybdeendring

Sklp sett fra siden i x;i-retning.

(—-—w—)

(b) Skip sett forfra i z2-retning.
Figur 3.2: Illustrasjon av lengden mellom vertikale vinkler pa skipet. Lengden

Ly tilsvarer 94% av lengden til Color Line cruisefergene Color Magic og Color
Fantasy.

Posisjon til skipets midtpunkt er gitt ved x1 = xo(t), slik at

UT (l—cos(i)) for
zo(t) = {U( 0+ (1— 7)510)’ for

ISEIME]

<
> (3.24)

H‘ﬁ'.j‘m

hvor T er tiden det tar for skipet & oppna hastigheten U. Skipet begynner i ro
og oker hastigheten gradvis. Dette for & unnga oppstremsbglger i oppstartsfasen.
Nar hastigheten U oppnés, holdes den konstant for resten av simuleringen.
Skaleres hastigheten og tiden slik at Fr = U/\/gh, t* = \/£t og T§ = \/1T,,
far vi posisjonen skalert med vanndybden h,

o FrTi(1 —COS(T*)) for o < 2

Skipets hastighet ved skalert tid t* er gitt ved posisjonens tidsderiverte,
u(t*) = daf/dt*, slik at

W (t%) = uo()/\/gh = {FT&IH(T*) for 7= < o (3.26)

™
Fr, for % T 2 5
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3.3. Havbunnen

3.3 Havbunnen

Som i forrige kapittel er havbunnen gitt ved yg = —h; + 5(x). Variasjonen fra
den typiske vanndybden, hi, beskrives ved,

Blxy) = %Ah [tanh(afz; — 24]) — tanh(a[z; — xp))] (3.27)

hvor hs betegner dybden ved det grunnere partiet mellom dybdeendringene.
Storrelsen pa dybdeendringen er beskrevet ved Ah = h; — hy. Punktet x,
angir midten av den initielle dybdeendringen og punktet xz; angir tilsvarende for
dybdeendringen ut av den grunnere regionen. Begge er punkter langs x1 —aksen.
I denne oppgaven begrenses variasjonen til x;-retning, og bunnen er derfor
uniform i xs-retning og B. Bunnen benyttet for simulering av mini-tsunamien i
Oslofjorden i Kapittel 5 er illustrert i figur 3.3. I Kapittel 6 benyttes havbunnen
illustrert i figur 3.4. I den numeriske implementasjonen skaleres dybdeendringen
og alle dens parametere med vanndybden h;. Vi har valgt & bruke enheter i de
fleste figurer i denne oppgaven fordi det gjor sammenligningen med forholdene
i Oslofjorden tydeligere.

Ah/hy = 0.5; « = 0.35

F T
0 ; :
—_— 1 1
A -20 : By : Ty
«. 1 1
-40 A 7
| 1 | 1 1 )
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

2 [km)]

Figur 3.3: Havbunnen yp = —h; + $(x) benyttet i Kapittel 4 og Kapittel 5.
Lengden pa dybdeendringen tilsvarer Grue (2020), dvs. z, — 2, = 0.7 km.
Havoverflaten F' er gitt ved y = 0. Havbunnen er uniform i xo-retning.

Ah/hy = 0.565; o = 0.35

z; [km)]

Figur 3.4: Havbunnen yp = —hy + B(x) benyttet i Kapittel 6. Kun en initiell
dybdeendring hvor x, = —0.7 km. Havoverflaten F' er gitt ved y = 0. Havbunnen
er uniform i xo-retning.
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KAPITTEL 4

Test av numerisk modell

I dette kapittelet skal vi se pa resultater som sansynliggjor at implementasjonen
av den numeriske modellen er riktig. Dette inkluderer en sammenligning av
to- og tredimensjonale beregninger ved bruk av en veldig smal numerisk tank,
en sammenligning av Runge Kutta metoden av andre og fjerde orden, og en
sammenligning av forskjellige skipsbredder. Konvergens av likningene presentert
i Kapittel 2 og Kapittel 3 vil ogsa bli diskutert.

4.1 Smal tank i tre dimensjoner

Som en effektiv sjekk pa at koden fungerer kan de todimensjonale beregningene
sammenlignes med tredimensjonale beregninger for en veldig smal numerisk tank.
I folgende beregninger har vi brukt skipsformen gitt ved funksjonen ¢ i likning
3.22, og bunnvariasjon gitt ved likning 3.27. Bredden pa den tredimensjonale
tanken er satt til W = 0.1h; = 4.6m. Figur 4.1 viser god overenstemmelse
mellom overflatehevningen ved midten av den smale bglgetanken og tilsvarende
to-dimensjonale beregning.
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4. Test av numerisk modell

T=80; Fr =0.53

== 30

_ _ _ _ _ _
1 1.5 2 2.5 3 3.5
x, [km)]

Figur 4.1: Overflatehevning midt i kanal (zo = Okm) for tre-dimensjonal beregning ved bruk av en veldig smal tank er gitt ved bl striplet
linje. Den to-dimensjonale beregningen er gitt ved svart, heltrukken linje. RK4 er brukt med h; = 46m og ho = 23m, T'\/g/h1 = 80 og
Fr = 0.53. Kanalens lengde er L;/hy = 200 i z1-retning og Lo/hy = 0.1 i xo-retning, hvor vi bruker henholdsvis N7 = 2400 og N2 = 10
punkter. Det grunnere partiet av havbunnen gar fra x, = —0.7km til x; = 0.0 km.

o
™



4.2. Sammenligning av RK2 og RK4

4.2 Sammenligning av RK2 og RK4

En sammenligning av Runge Kutta metoden av andre og fjerde orden er
gjennomfgrt. Ved & skrive to uavhengige kildekoder med ulik metode for
numerisk integrasjon kan vi vaere mer sikre pa at det vi gjor er riktig. Et
eksempel pa dette er vist i figur 4.2.

T=40; Fr = 0.53

0.6 ﬂ - - RK2[

0.4

o
no
T
L

|
o
N
T
I

S
~
T
Il

0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
x1 [km]

Figur 4.2: Overflatehevning midt i kanal (x5 = Okm) for T'y/g/h1 = 40. Figur
viser en sammenligning av beregning med RK2 og RK4, for h; = 46m og
he = 23m, og Fr = 0.53. Kanalens lengde er L;/hy = 200 i z1-retning og
Ly/hy = 0.1 i zo-retning, hvor vi bruker henholdsvis N7 = 2400 og Ny = 408
punkter. Det grunnere partiet av havbunnen gar fra z, = —0.7km til x; = 0.0
km.
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4. Test av numerisk modell

4.3 Konvergens

I denne seksjonen illustreres konvergens for beregninger av oppstrgmsbglgen. Vi
ser pa tilnserminger til hastighetspotensialet langs bunnen, definert i Kapittel 3
ved likninger 3.18-3.20. Forskjellen mellom tilnserminger av stgrrelsesorden
O(B) og O(B?), i tillegg til effekten antall iterasjoner har pa lgsningen blir
vist i figur 4.3. I alle fglgende beregninger er det brukt en kortere kanal med
lengde Li/hy = 100 i zq-retning og Lo/hy = 52 i xo-retning, med henholds-
vis N1 = 1200 og Ny = 816 punkter. Beregningene er utfgrt med RK4, hvor
den typiske vanndybden er satt til hy = 46m. Froude-tallet er gitt ved F'r = 0.53.

Siden tilnsermingene er utviklet til stgrrelsesorden (™ for n = 0,1,2, vil
dybdeendringens storrelse, S,qa. = Ah/2hy, pavirke hvordan lgsningene kon-
vergerer. Figur 4.3 (b) viser forskjellen i tilnserminger til steorrelsesorden
O(B) og O(B2%). En relativt liten forskjell i tilnzerminger k(dp)o + k(dp)
og k(ép)o + k(dp)1 + k(dp)s illustrerer konvergens av metoden. Figur 4.3
(a) bekrefter at et gkende antall iterasjoner utgjor en relativt liten endring i
beregningene.

Vi kan fa en idé om hvor stor “feil” vi gjor ved a se neermere pa forskjellen mellom
to tilngerminger. For tilnserminger i figur 4.3 (b) kan vi definere henholdsvis
s1 =k(op)o+k(dp)1 og s = k(dp)o+k(dp)1+k(dB)s, slik at feilens storrelse
beregnes ved summen av kvadratet i hvert punkt,

sum(|As|?) = sum(|s; — s2/?) (4.1)

Denne stgrrelsen burde bli mindre ved en mindre dybdeendring, bestemt av
Bmaz = Ah/2hq. En varisjon i Ah/hy og tilsvarende forskjell i tilnaerminger s;
og sy er gitt i tabell 4.1 og bekrefter dette.

Ah/hy | sum(]As]?)
0.3 1.2800e-07
0.4 2.7940e-06
0.5 4.2043e-04

Tabell 4.1: Forskjell i tilneerminger s og so for en varisjon i Ah/hy.
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4.3. Konvergens

T=60; F'r = 0.53;
0.2r

0.15+ —2it.
—4it.
04+ —6 it.

0.05

-0.05 -
-0.1r
-0.15 -
-0.2 ! ! !

0.5 1 1.5
z1 [km]

(a) Sammenligning av oppstromsbglgen for beregninger med et gkende antall iterasjoner
ved T = 60.

T =50; Fr = 0.53;

0.2 = = =
— 2 = k(pn)o + k(¢n)i + k(on)2
=Y ) - - 51 = k{¢g) + klosh
0r st

02 \ 7

- \ 7,

& S
'0~4 1 Il Il Il 1 1 Il Il I}
0.2 0.3 0.4 0.5 ) 0.6 0.7 0.8 0.9 1
2, [km)]

(b) Sammenligning av tilngerminger, s1 og sz, til potensialet langs bunnen med og
uten restledd gitt i likninger 3.18-3.20, til henholdsvis stgrrelsesorden O(8) og O(3?).
Beregninger er gjennomfgrt med 4 iterasjoner til tiden 7" = 50.

Figur 4.3: Overflatehevning midt i kanal (z2 = Okm) for Ah/h; = 0.5
(he = 23m) og Fr = 0.5328.
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4. Test av numerisk modell

4.4 Bredden pa skipet

Grue (2020) benytter et skip med dimensjoner tilsvarende cruisefergene Color
Magic og Color Fantasy i Oslofjorden. Nar det videre refereres til “normal
skipsbredde” referer vi til bredden pa disse cruisefergene. En sammenligning
av et skip med dobblet bredde og halvert dypgang avslgrer at de to tilfellene
gir helt like resultater. Skipet med dobbelt bredde og halvert dypgang er i
praksis sveert urealistisk, ettersom det vil ligne mer pa et stort flak enn et
skip. Likevel er ikke dette av betydning nar effekten er den samme. Dette gir
oss en stor fordel i de pafslgende numeriske beregningene, fordi vi kan bru-
ke det samme antallet beregningspunkter pa en bredere tank med et bredere skip.

Figurer 4.5 og 4.6 bekrefter at beregningene vare gir samme resultat for ulike
skipsbredder. Et skip med fire ganger normal skipsbredde blir ogsa undersgkt.
Dypgangen er tilpasset slik at deplasementet til skipet alltid forblir 36000m?.
De tre settene med skipsparametere er gitt i tabell 4.2 og en sammenligning
av disse er illustrert i figur 4.4. I beregningene er det brukt en kanal med
lengde Li/hy = 200 i zq-retning og Lo/hy = 52 1 xo-retning, med henholds-
vis N1 = 1200 og Ny = 408 punkter. Beregningene er utfgrt med RK4, hvor
den typiske vanndybden er satt til hy = 46m. Froude-tallet er gitt ved F'r = 0.53.

Et likt resultat for en bredere skipsgeometri viser ogsa til at leddet F{6Vr}
i likning 2.22 og 2.37 er av liten betydning. I denne oppgaven er dette leddet
satt lik 0, tilsvarende trykkfordelingen benyttet i Grue (2017).

L0/2h1 W0/2h1 do/h1

Grue (2020) | 2.283 0.38 0.149000
2x bredde 2.283 0.76 0.071517
4x bredde 2.283 1.52 0.035442

Tabell 4.2: Dimensjoner pa skip gitt ved d2(x). Parametere er skalert med
vanndybden h; og tilpasset slik at deplasementet forblir 36000m?.
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4.4. Bredden pa skipet
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4. Test av numerisk modell

xp/hy = 41.2463; T=93; Fr = 0.5328;

—Wy/2h, = 0.38
—Wy/2h; = 0.76
- - Wo/2hy = 152

.03 , l , , | , | , | |
2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

z; [km)]

Figur 4.5: Ved kanalvegg (x2 = 1.2km). Sammenligning av overflatebglger med skipsbredde fra Grue (2020) mot 2x og 4x denne stgrrelsen.

I alle tilfeller er deplasementet pa 36000m?® bevart. RK4 er brukt med h; = 46m og hy = 20m, T = 93 og Fr = 0.53. Kanalens lengde er
Ly/hy =200 i 21 retning og Lo/hy = 52 i x5 retning, hvor vi bruker henholdsvis N1 = 1200 og Ny = 408 punkter. 4 iterasjoner er brukt i
alle beregninger. Skipets midt er ved z; = 1.2073 km.
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4.4. Bredden pa skipet
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4. Test av numerisk modell

4.5

En oppsummering av kapittelet

Vi har sett pa resultater som bekrefter at koden gjgr som den skal. I hovedsak
er det brukt en havbunn tilsvarende illustrasjonen i figur 3.3. For & oppsummere
har vi kommet frem til fglgende,

38

Beregninger ved bruk av en smal numerisk tank i tre dimensjoner gir
omtrent like resultater som beregninger i to dimensjoner.

Numerisk integrasjon ved Runge Kutta metoden av andre og fjerde orden
gir samme resultat.

En mindre forskjell i vanndybde, dvs. lavere (3,42, gir mindre forskjell
mellom tilnszerminger s; og so til bglgen oppstrgms for skipet. Dette er
vist bade i tabell 4.1 og figur 4.3 (b) og illustrerer konvergens av metoden
beskrevet i Kapittel 2.

Bade 2, 4 og 6 iterasjoner i beregning av Ay gir omtrent like resultater
for oppstromsbglgen.

Effektene av dybdeendringen er tilngermet uendret for normal skipsbredde,
2x normal skipsbredde og 4x normal skipsbredde, med dybgang justert
slik at deplasementet forblir 36000 m?.



KAPITTEL 5

Mini-tsunamien i Oslofjorden

I dette kapittelet skal vi se pa en simulering av mini-tsunamien i Oslofjorden.
Beregningene sammenlignes med resultater fra Grue (2020), i tillegg til observa-
sjoner fra beboerene pa Flaskebekk. Til slutt blir en mer detaljert beskrivelse
av mekanismen bak fenomenet presentert.

Mini-tsunamien blir generert pa et punkt rett bak Ildjernsflu fyrtarn, vist i figur
5.1. Arsaken til bolgen ligger i havbunnens variasjon i omradet. En grunne, rundt
14m dyp, begynner sgr for Ildjernsflu og strekker seg 700m langs skipsruten
(Grue 2017). Dybden for og etter den grunnere regionen er henholdsvis 46m
og 60m. Gjennom dette kapittelet bruker vi en sveert forenklet modell av
havbunnen, hvor h = 46m bade fgr og etter dybdeendringen som vist i figur 3.3.
Avstanden fra den typiske skipsruten til havna pa Flaskebekk er estimert til
a veere 1.2km. Stortsett alle figurer og beregninger i dette kapittelet benytter
metode og numerisk implementasjon introdusert i Kapittel 3 og Kapittel 4.
Fremstillingen av resultatene er inspirert av Grue (2020).

5.1 Observasjoner

Flaskebekk er et omrade pa nordvestsiden av Nesodden (se figur 5.1). T 2004
introduserte Color Line to nye cruiseferger med bildekk, Color Fantasy og
Color Magic. Cruisefergene er begge 224m lange, nesten 50m lengere enn bade
Pearl og Crown Seaways fra DFDS (Grue 2017). Samtidig begynte beboerne
pa Flaskebekk & legge merke til skade pa den eldre bebyggelsen som ligger
helt nede ved fjorden. Store belger gravde ut grunnen under badehusene fra
1800-tallet. En storre hovedbolge etterfulgt av flere kortere bglger ble observert
hver gang cruisefergene passerte opp fjorden.

I 2016 ble et begrenset antall bglgehgyder og perioder mélt. Bglgehgyden pa
Flaskebekk er blant annet dokumentert ved bilder tatt av Tore Henning Larsen.
Figur 5.2 viser vannstanden ved maksimum og minimum bglgehgyde. Hvert
trappetrinn er malt til & veere 17 cm. Grue (2020) bruker dette til et grovt
estimat pa bglgehgyden og regner med at forskjellen i vannstand er mellom 5
og 6 trappetrinn, tilsvarende en bglge pa 0.9 m. Skipets hastighet ble samtidig
registrert til 22 knop. I tillegg har det blitt malt en rekordhgy bglgehgyde
pa 1.4 m av beboer E. Staff (Grue 2017), ved bruk av en maéalestokk. Grue
(2017) har registrert bglgenes periode ved Flaskebekk, med stoppeklokke. Den
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5. Mini-tsunamien i Oslofjorden

ledende bglgen fra Color Fantasy hadde en periode pa T' = 70 s. Dette tilsvarer
en bglgelengde lik A = ¢T' ~ 820 m, hvor gruntvannshastigheten ¢ = /ghs,
med hy = 14m er brukt. I tillegg til mal av bglgehgyde og periode har ogsa
tilsvarende skipshastighet blitt registrert. For cruisefergene til Color Line er
det dokumentert skipshastigheter som varier i omrddet 7—11 ms™" (Grue 2017).

~1.8 km

l

Figur 5.1: Ildjernflu fyrtarn og havnen pa Flaskebekk i Oslofjorden. Skipsruten
gar til venstre for lilla, striplet linje. Kartet er et utsnitt hentet figur 2 av Grue

(2020).
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5.1. Observasjoner

Figur 5.2: Maksimum (a) og minimum (b) vannstand i havnen pa Flaskebekk.
Bildene er tatt av Tore Henning Larsen.
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5. Mini-tsunamien i Oslofjorden

5.2 Sammenligning ved kanalvegg

Siden alle observasjoner er dokumentert fra havna pa Flaksebekk, er det hen-
siktsmessig & se pa beregninger av bolgesystemet ved kanalveggen (x5 = 1.2km).
Grue (2020) visuliserer beregnet overflatehevning ved observasjonspunktet pa
Flaskebekk i figur 5a). Beregningene er gjennomfort til O(32) og er derfor mer
ngyaktig enn beregningene i denne oppgaven. Likevel gir en sammenligning en
god indikasjon pa gyldigheten av resultatene vare.

Alle stgrrelser, inkludert skipets form gitt i likning 3.22 og dybdeendringen gitt
i likning 3.27, er lik stgrrelser brukt i beregninger av Grue (2020). Dimensjonene
pa skipet er satt slik at de tilsvarer dimensjonene til Color Magic og Color
Fantasy. Dette er gitt i tabell 4.2, under Grue (2020). Kanalens lengde satt til
Ly/hy =200 i z1-retning og Lo /hy = 52 i xo-retning, hvor vi bruker henholdsvis
Ny = 1200 og N2 = 408 punkter. Det vil si en 9.2 km lang kanal, med en bredde
pa £1.2 km. Kanalens midt er satt til (z1,22) = (0.0,0.0) km. Dybdeendringen
begynner ved x, = —0.7 km og slutter ved z, = 0.0 km, hvor stigningsparamete-
ren er gitt ved a = 0.35. Skipet begynner i ro, 8 vanndybder fgr dybdeendringen.

Beregningene er gjennomfert for F'r = 0.5328, eller en skipshastighet lik
U ~ 11.32ms~! ~ 22 knop. Dette tilsvarer hastigheten registrert for dokumen-
tert belgehgyde i figur 5.2. Den hgyeste hastigheten registrert av beoboerene pa
Flaskebekk var pa U ~ 23 knop (Grue 2020). Figur 5.3 viser overflatehevningen
ved kanalveggen ved T'\/g/h1 = 93. Et tidskritt pa dt\/g/h1 = 0.04 er brukt.
Svart, striplet linje viser resultater fra Grue (2020). Bla linje tilsvarer vare
beregninger. I tillegg viser tabell 5.1 tilsvarende bglgehgyder ved kanalveggen
for de ulike beregningene samt for observasjoner gjort pa Flaskebekk.

Bolgehgyde ved kanalvegg [m]
Observasjoner 0.90
Grue (2020) 0.89
Vére beregninger 0.99

Tabell 5.1: Bolgehgyde observert pa Flaskebekk sammenlignet med vare
beregninger og resultater fra Grue (2020).
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5. Mini-tsunamien i Oslofjorden

5.3 Genereringsmekanismen

I denne seksjonen presenteres genereringsmekanismen bak mini-tsunamien i
Oslofjorden. Beskrivelsen i denne seksjonen er basert pa arbeid presentert
i Grue (2020). Figur 5.6 viser konturplott fra vire bergeninger av skipets
baug ved inngangen av dybdeendringen (a), av skipet midt i den grunnere
regionen (b) og av skipets hekk nar den passerer utgangen av dybdeendringen
(c). Vare beregninger av bolgesystemet tilsvarende det som er observert pa
Flaskebekk er vist i figur 5.7, hvor skipet har reist 1.5 km etter dybdeendringen.
Kun halvparten av beregningsomradet er vist grunnet symmetrien i kanalen.
Figur 5.5 (hentet fra Grue 2020) illustrerer hastighetsfeltet til fluidet langs
bunnen nar skipets baug og hekk passerer dybdeendringen fra dypere til
grunnere region og fra grunnere til dypere region igjen. Tilsammen forkla-
rer dette genereringsmekanismen bak bglgesystemet og hvordan det utvikler seg.

I oppstartsfasen av simuleringen beveger skipet seg langs en flat bunn. Det
betyr at 8 = 0 og ¢ = 0, slik at bevegelsen til fluidet kun er beskrevet av ¢q.
Ingen overflatebglger vil forekomme fordi vi benytter en dobbeltlegemelgsning,
hvor skipet speiles om flaten F. Et skip i bevegelse over en flat bunn skyver
fluidet nedover og under seg, som vist i figur 5.5 (a) og (d) for henholdsvis
skipets baug og hekk. Figur 5.4 illusterer dette ved et gyeblikksbilde av den
horisontale hastighetskomponenten langs havbunnen, B, for F'r = 0.53. Has-
tighetskomponenten er symmetrisk om skipets midt, og figuren viser derfor
kun halvparten av kurven. Skipet er 210 m langt, slik at enden pa skipets
baug ligger ved 1 = 105m i figur 5.4. Skipets midtpunkt er gitt ved x; = Om.
Rundt 100 m foran og bak skipets midtpunkt blir horisontalhastigheten postiv.
Dette stemmer med piler som peker til hgyre (i skipets bevegelsesretning) i
figur 5.5 (a) og (d). Langs havbunnen under skipet (x; = [—100,100] m) er
hastighetskomponenten negativ, tilsvarende piler som peker til venstre (mot
skipets bevegelsesretning) 5.5 (a) og (d).

Nar skipet beveger seg over dybdeendringen (S # 0) vil en normal reaksjons-
hastighet virke pa fluidet. Her er uttrykket “reaksjonshastighet” et forsgk pa
en oversettelse av “reaction velocity” fra Grue (2020), og betegner hastigheten
fluidet far ved den nye vanndybden som fglge av den skipsinduserte hastigheten.
Vannet som normalt skyves ned mot den flate bunnen vil nd mgte pa en helning
pa den nye vanndybden —h + [ og bli sendt tilbake normalt fra havbunnen.
Reaksjonshastigheten kan forklares ved a se nsermere péa definisjonen av A, fra
Kapittel 2. Vi har at,

Ay =ik - F{BVi¢p} = F{V1 - (BV1¢B)} (5.1)

slik at en inverstransform gir,

A1 =V1-(BVi¢g) = V1B Vidp + fVies (5.2)

Hvis dybdeendringen er liten kan vi tilnsermet si at Vi¢p ~ (u,v), hvor u og v
er hastighetskomponenter i henholdsvis x1- og xo-retning. P4 samme mate kan

vi tilngerme V3¢p ~ V3¢ = —g%f = —‘Z—”";, hvor w er hastighetskomponenten i
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Hastighet langs bunnen
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Figur 5.4: Horisontal hastighetskomponent langs flat bunn. Her er u; skalert
med /gh. Vanndybden ved flat bunn er h = 46m og Fr = 0.53. Kun halve
plottet er vist grunnet symmetri. 1 = 0.0km tilsvarer bunnen under skipets
midtpunkt.

y-retning. Vi har brukt at hastighetspotensialet, ¢, oppfyller Laplace-likningen

(V2 = Vip+ giyf = 0). Dermed kan likning 5.2 uttrykkes ved,

Al zu%Jrv—fﬂ— (53)

I tillegg kan vi tilnezerme %—Z’ ~ w|_p4a. Normal hastigheten langs bunnen er

gitt ved v, = /1 + |V15|?np - Vép. Her har vi multiplisert med /1 + |V 3|2
for & gjore uttrykket litt penere. Ved bruk av likning 2.10 gir dette, v, =
ug—fl + Ur‘%i — w, og tilsvarer det negative av hgyresiden i likning 5.3 slik at,

A1 = —Up (54)

Dermed vil normalhastigheten langs den nye vanndybden fortsatt veere lik
null. Dette gir mening siden fluidet ikke kan stromme gjennom havbunnen.
Likning 5.4 gir en matematisk forklaring pa genereringsmekanismen. Nar
skipets baug passerer den initielle dybdereduksjonen, vil normalhastigheten
v, tilsvare pil 1 i figur 5.5 (b). Reaksjonshastigheten tilsvarer pil 2 og er
beskrevet av fluksleddet Al = —v,,. Fluksleddet fll beskriver interaksjonen
mellom skipet og dybdeendringen. Ved likning 2.49 far vi en vertikal hastighet
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5. Mini-tsunamien i Oslofjorden

ved havoverflaten, F~1{ A,/ cosh(kh)}, illustrert ved pil 3 figur 5.5 (b), som
skaper en hevning foran skipet. Et tilsvarende konturplott er gitt i figur 5.6 (a).
Innen skipet har nadd midten av den grunnere regionen maler bglgen 1m, som
vist i figur 5.6 (b). Belgehgyden avtar raskt i xo-retning. Vi vil fa en lik men
motsatt effekt nar skipets hekk beveger seg over den initielle dybdeendringen.
Alle hastighetsvektorer blir reversert, som vist i figur 5.5 (e). En senkning av
overflaten oppstar bak skipet.

Ved en dybdegkning er situasjonen er igjen reversert. Nar baugen til skipet pas-
serer utgangen av den grunnere regionen dannes det en senkning av overflaten
foran skipet, illustrert ved figur 5.5 (¢). En bglgehevning utvikles bak skipet
nar hekken passerer dybdeendringen fra grunt til dypere vann, vist i figur 5.5
(f). Merk at en del av disse bplgene forplanter seg i motsatt retning av skipets
bevegelse. Det dominerende langbglgesystemet bestar av en ledende hevning,
fulgt av en senkning og deretter enda en hevning og forplanter seg oppstrgms
for skipet. De kortere bglgene falger bak skipet. Bglgesystemet nar skipets hekk
passerer den siste dybdeendringen er vist i figur 5.6 (c¢). Observasjonspunktet
pa Flaskebekk tilsvarer 1 = 1.5 km i figur 5.7. Dette er avstanden mellom
Flaskebekk og utgangen av den grunnere regionen. Pa et tidspunkt treffer
bglgesystemet kanalveggen og reflekteres tilbake.

3 elevation
U— U— H& U—s deyz‘l;gzseion
how bow how
v A downward 5
o __/ __/\|Y5\/
P < ]
b LY
image
velocity 9
@ (®) ©
elevation 3
ssion wave
R N
upward et stern stern
V'él()(fit}' \—14¥ &
T« X_ 2
1e TR
image 1
velocity
(d) (e) 5

Figur 5.5: Reaksjonshastigheter og resulterende overflatehevning ved skipets
baug for (a) flat bunn (b) dybdereduksjon (c) dybdegkning, samt ved skipets
hekk for (d) flat bunn (e) dybdereduksjon (f) dybdegkning. Illustrasjonen er
laget av Grue (2020).
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5. Mini-tsunamien i Oslofjorden

xo/hy = 41.2463; T=93; Fr = 0.5328

_"

0 0.5 1 1.5 2
I TAB_

Figur 5.7: Skip ved observasjonspunkt pa Flaskebekk (z; = 1.5 km).

2.5
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KAPITTEL 6

Skip ved kritisk hastighet

I dette kapittelet undersgkes skip som beveger seg over en dybdeendring slik
at det lokale Froude-tallet gar over i det transkritiske regimet. Gjennom hele
kapittelet bruker vi notasjonen Fry = U/v/ghy og Fro = U/\/ghs. Dette
tilsvarer Froude-tall henholdsvis for og etter dybdeendringen. Vi ser pa hvordan
oppstrgmsbglgen utvikler seg over tid, i tillegg til variasjoner i bolgelengde
og bolgehgyde for forskjellige Froude-tall. Et snitt av bglgesystemet som brer
seg til siden for skipet blir presentert. Til slutt ser vi pa hva som skjer om vi
varierer det initielle vanndypet h;.

6.1 Effekter ved transkritiske skipshastigheter

Skipets initielle Froude-tall, F'ry, justeres utifra gnsket Froude-tall, F'ro, i den
grunnere regionen av tanken. Dette gjores ved at hastigheten U holdes konstant.
For et kritisk Froude-tall etter dybdeendringen krever vi at

v o_ 1
Vghs
Dette gir en skipshastighet lik U = \/ghs, og tilsvarer U ~ 14 ms~—!. Det er litt
hgyrere enn hva som er realistisk for skipene i Oslofjorden, hvor den hgyeste

skipshastigheten dokumentert var pa rundt 23 knop (Grue 2017). Vi setter inn
skipshastigheten i uttrykk for Fry, og far

F?"QZ

(6.1)

ha
Fri=4/—= 6.2
T1 Iy ( )
Generelt bruker vi
h
FT‘l = iFT’Q (63)
hy

for gnsket F'ro. Tabell 6.1 oppsummerer Froude-tall og skipshastigheter benyttet
i beregninger i dette kapittelet.

Vi skal benytte en bunntopografi tilsvarende illustrasjonen vist i figur 3.4,
med vanndybder satt til by = 46 m og he = 20 m (som gir Ah/h; = 0.565).
Dybdeendringen er flyttet fremover i forhold til det som er gitt i figur 3.4 og
begynner ved x; = 0.46 km for beregninger i dette kapittelet. Skipet begynner
8 vanndybder fgr dette, ved x; = 0.092 km. Den bredeste skipsvarianten er
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6. Skip ved kritisk hastighet

anvendt for a kunne kjgre beregninger med en bredere kanal. Kanalens lengde
er Ly/hy = 250 i x1-retning og Lo/hy = 156 i xo-retning, hvor vi bruker hen-
holdsvis N7 = 1500 og No = 408 punkter. Dette tilsvarer et beregningsomrade
pa 11.5 km i xi-retning og 7.2 km xs-retning. Hovedpoenget med a benytte
et sd stort beregningsomrade er & unnga at bglgesystemet nar kanalveggen.
Dermed vil det ikke forekomme pavirkning fra reflekterte bglger.

Figurer 6.1 - 6.4 viser hvordan bglgesystemet for et skip med lokalt Froude-tall
Fro = 1.0 utvikler seg over tid. Et rgdt rektangel angir skipet og skipsposisjonen.
Skipet har reist 1 km mellom hver figur. Kun halvparten av beregningsomradet
er vist grunnet symmetrien om z1-aksen. Vi ser at oppstremsbglgen folger skipet
over tid. Kortere bglger utvikler seg bak skipet. Hovedbglgen foran skipet har
en slags “V”-form, slik at deler av bglgesystemet beveger seg ut til siden med en
vinkel pa xi-aksen. Dette blir sett nsermere pa i videre seksjoner. Tilsvarende
konturplott for Frg = 0.95, Fry = 1.05 og Fry = 1.1 er gitt i Tillegg B.

Fri | Fry | U [ms™1]
0.6264 | 0.95 13.31
0.6594 | 1.00 14.00
0.6923 | 1.05 14.71
0.7253 | 1.10 15.41

Tabell 6.1: Froude-tall for og etter dybdeendring, og tilsvarende skipshastighet
for hy = 46m og ho = 20m.

T=63.48; Fr = 0.6594

x; [km]

Figur 6.1: Skip med lokalt Froude-tall Fro = 1.0 for dimensjonslgs tid
T+/g/h1 = 63.48.
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T=96.44; Fr = 0.6504

1.5

-15
z; [km]

Figur 6.2: Skip med lokalt Froude-tall Fry = 1.0 for dimensjonslgs tid
Tv\/g/h1 = 94.44.

T=129.44; Fr = 0.6594

1.5

'
-

-15

ap [km]

Figur 6.3: Skip med lokalt Froude-tall Fry = 1.0 for dimensjonslgs tid
T+\/g/h1 = 129.44.
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T=162.4; Fr = 0.6594

25 km]|

xy [km]

Figur 6.4: Skip med lokalt Froude-tall Fro = 1.0 for dimensjonslgs tid
T+/g/h1 = 162.40.

6.2 Skipsbredden

Figur 6.5 viser bglgesystemet rett etter dybdeendringen for (a) vanlig
skipsbredde (lik Color Magic og Color Fantasy) og (b) fire ganger denne
skipsbredden. En sammenligning av de to tilfellene er vist i figur 6.6, og bekrefter
pa nytt resultatene fra Kapittel 4 og fra Grue (2020).

T=63.48; Fr = 0.6594 T=63.48; Fr = 0.6594

15

0 1 2 5 4 5 o 4 1 Py 3
2 [knn] 2 fla)

(a) Normal skipsbredde lik Color Magic (b) Skip med fire ganger normal bredde.
og Color Fantasy. Dypgangen er justert slik at
deplasementet er det samme.

Figur 6.5: Skip som beveger seg inn i grunnere region slik at F'ro = 1.0. Rgd
rektangel viser skipets stgrrelse og posisjon.
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6. Skip ved kritisk hastighet

6.3 Oppstromsbglgen over tid

Vi er interessert i hvordan oppstrgmsbglgen utvikler seg over tid. Mer spesifikt
lurer vi pa om bglgen er stasjonzer, det vil si om bglgen forandrer form, storrelse
eller posisjon over tid. For a undersgke dette ser vi pa et snitt langs x;-aksen,
midt i kanalen. Dette er gjort for de fire ulike tidspunktene i figurer 6.1-6.4.
Kurvene er plottet med skipets midtposisjon som referansepunkt, gitt ved
1 = 0.0km. P& denne maéten er det lett & sammenligne oppstrgmsbglgen
etterhvert som skipet beveger seg fremover. Figur 6.7 viser dette for F'ro = 1.0.
Tilsvarende er gjort for Fry = 0.95, Fro = 1.05 og Fry = 1.1 og er gitt i figurer
B.2, B.5 og B.8, i Tillegg B.

For alle fire tilfeller er oppstromsbglgens posisjon, form og stgrrelse lik over
tid, noe som tyder pa at en stasjonaer bglge utvikles. Tabell 6.2 viser relativ
belgehgyde og belgelengde i forhold til det lokale vanndypet (ha) for forskjellige
Froude-tall, i tillegg til avstanden mellom oppstrgmsbglgens maksimumspunkt
og skipets midt (Azq). Sterrelser er beregnet for det siste tidspunktet, nar
skipet har reist rundt 4.5 km etter dybdeendringen. Da kan vi vaere mer sikre
pé at oppstromsbglgen har blitt stasjonaer. Bolgehgyden er malt som maksimalt
avvik fra y = 0, ved bruk av max() funksjonen i MATLAB. Mal av bglgelengden
er mindre ngyaktig, ettersom det er vanskelig & bedgmme nar oppstrgmsbglgen
begynner og slutter. Vi har derfor malt halve bglgelengden, det vil si kun den
delen av oppstrgmsbglgen som er over y-aksen.

Fry | [masl/he | 252 /hy | Az [m]
0.95 0.1057 6.90 542
1.00 0.0958 7.65 535
1.05 0.0822 8.05 531
1.10 0.0731 9.60 528

Tabell 6.2: Bolgehgyde og bglgelengde til stasjonser oppstrgmsbelge for
varierende Froude-tall, hvor hy = 46m og hy = 20m. Az; angir avstanden
mellom oppstremsbelgens maksimumspunkt og skipets midt.
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6. Skip ved kritisk hastighet

6.4 Bolgene som brer seg ut til siden

Vi har sett at deler av bglgesystemet brer seg ut til siden med en vinkel pa
xr1-aksen. Et snitt av belgesystemet rundt 45 grader pa zi-aksen er vist i figur
6.8. Figur 6.9 viser bglgene langs denne linjen. Dette er gjort ved MATLAB
sin improfile funksjon. Tilsvarende plott langs den samme linjen er vist for
Fry =0.95-1.101 Tillegg B, i figurer B.3, B.6 og B.9. En sammenligning er vist
i figur 6.10 Tabell 6.3 viser ekstremal verdier av overflatehevningen langs linjen i
6.8 for en variasjon i Froude-tall. Stgrrelsene x4 0g Tmin betegner posisjonen
til henholdsvis maksimum og minimumspunktet til overflatehevningen langs
profilen (det er altsa ikke verdier av x1). Forskjellen |02 — Tmin| gir halve
bglgelengden. Den bglgehgyden er en storrelsesorden lavere enn hgyden til
bglgen foran skipet i forrige seksjon. Bglgelengden derimot er dobblet.

FT2 Nmax [I’Il] Tmax [km] Timin [m] Tmin [km] )\'maw/2 [m]
0.95 0.086 3.328 -0.114 3.501 220
1.00 0.142 3.100 -0.178 3.263 163
1.05 0.238 2.919 -0.281 3.059 140
1.10 0.380 2.788 -0.432 2.917 129

Tabell 6.3: Bolgehgyde og bglgelengde for varierende Froude-tall, beregnet med
hy = 46m og hy = 20m.

0 T=162.4; Fr = 0.6594 LEOQQG

xo [km]

'
o,

-1.5

a; [km]

Figur 6.8: Skip med lokalt Froude-tall Fry = 1.0 for dimensjonslgs tid
T+\/g/h1 = 162.40. Figur viser linje gjennom bglger som beveger seg bak
skipet for F'r = 1.0. Linjen tilsvarer profilplott i figur 6.9.
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T=162.4; Fry = 0.6594; Fry = 1.0
0.2 . , ;

.02 I I | | I I

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
Distanse langs profilen [km)]

Figur 6.9: Skip med lokalt Froude-tall Fro = 1.0 for dimensjonslgs tid
T\/g/71 = 162.40. Figur viser profilplott av linje i figur 6.8.

T=170.92; Fry = 0.6264; Fry = 0.95;

T=162.4; Fr; = 0.6594; Fry = 1.0
0.2
0.1
0.05
E oo E
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-0.1
-0.15
o 05 1 1.5 2 25 3 3. 4 45 5 0 05 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5
Distanse langs profilen [km] Distanse langs profilen [km]
(a) Fro =0.95 (b) Fre =1.00
T=154.68; Fry = 0.6923; Fry =1.05 T=147.68; Fry = 0.7253; Fry = 1.1
T T T T T T 05 T T T T T T T
0.2
0.1
EI F
-0.1
-02
0.3
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5 5 0 0.5 1 1
Distanse langs profilen [km)]

5 2 25 3 35
Distanse langs profilen [ku)]
(d) Fry =1.10

Figur 6.10: Profilplott av bglger som brer seg ut til siden, tilsvarende linje i
figur 6.8.

(c) Fra =1.05
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6. Skip ved kritisk hastighet

6.5 Oppstromsbglgens vinkel

I denne seksjonen ser vi pa omrisset av den ledende bglgen etter et stasjoneert
bglgesystem har utviklet seg. Bolgesystemet har blitt filtrert slik at kun delen av
bglgefronten med en hgyde over 1m er vist. Vi gnsker a4 sammenligne vinkelen
denne bglgen brer seg ut med for forskjellige Froude-tall. I figur 6.12 er kon-
turplott lagt oppéa hverandre med bglgefrontens spiss som referansepunkt. Fra
dette ser vi at “V” formen til bglgefronten blir spissere for gkende Froude-tall.
Vinklen til bade fremsiden og baksiden av bglgefronten er malt og vist i tabell 6.4.

Vi betegner vinkelen mellom bakre del av bglgefronten og xi-aksen som 6;.
Vinkelen mellom linjen som avgrenser fronten av bglgen og x;-aksen er gitt ved
05. Generelt er vinkelene vanskelige & male, siden bglgefrontens fremre og bakre
del begge krummer savidt innover. Derfor har vi definert tre referansepunkter,
punktet i enden av bglgekammen i zo-retning, og punktene hvor fremre og
bakre del av bglgen krysser xi-aksen. Rette linjer mellom kryssningspunktet pa
z1-aksen og enden av bglgekammen definerer vinkelen til bglgefrontens fremre
og bakre del. En illustrasjon av dette er gitt i figur 6.11. Vinklene er malt
med gradeskive. Fra tabell 6.4, observeres det at tykkelsen pa bglgefronten
reduseres med gkende Froude-tall, som illustrert av A#. Fronten blir ogsa lenge-
re i xo-retning og det kan virke som om hele bglgesystemet blir dratt mer utover.

= F N

Figur 6.11: Illustrasjon av metode for mal av vinkler pa fremre og bakre del av
den ledende bglgefronten. Rette linjer mellom kryssningspunktet pa x;-aksen
og enden av bglgekammen definerer vinkelene 6; og 65. Bredden til bglgen
illustreres ved AQ = 05 — 0.

Fro [ 60°] | 62 [°] | A6 [°]
0.95 | 71.5 80.5 10.0
1.00 | 66.0 70.0 4.0
1.05 | 61.0 63.5 2.5
1.10 | 57.5 58.5 1.0

Tabell 6.4: Vinkelen mellom x5 aksen og linjen som begrenser fronten av bglgen
for varierende Froude-tall, med hy = 46m og hy = 20m.
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—Fro=0.95
— Fry=1.00
— Fro=1.05
- - Fro=1.10

1.8

2 | | | | | | 59
1.2 - -08 -06 -04 -0.2 0
x; [km]

Figur 6.12: Omrisset av den ledende bglgefronten med hgyde over 1 m,
ved forskjellige Froude-tall. Konturplottene er lagt oppa hverandre med
bglgenfrontens spiss som referansepunkt.
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6.6 Hva skjer om vi varierer vanndybden h;?

Sa langt i oppgaven har vi kun variert vanndypet til den grunnere regionen, ho. I
denne seksjonen vil vi se pa hva som skjer om vi endrer det initielle vanndypet h;.
Vi ser derfor pa beregninger med h; = 30m og ho = 20m. Dette gir forst og fremst
en mye mindre dybdeendring. Froude-tallet og vanndybden pa den grunnere
regionen forblir det samme. Figurer 6.15-6.18 viser konturplott for fire forskjellige
tidspunkter. For alle fire tilfellene har skipet beveget seg over dybdeendringen
og inn i den grunne regionen. Skipets hastighet er satt slik at F'ro = 1.0. Som
tidligere undersgker vi om oppstrgmsbglgen er stasjonger. Figur 6.13 viser at
oppstremsbglgen forandrer seg lite over tid. Vi bruker bglgen beregnet ved
siste tidspunkt for a4 sammenligne med tilfellet for hy = 46m. Figur 6.14 viser
hvordan en mindre dybdeendring, Ah/hq, gir en mindre oppstrgmsbglge.

Fry =0.8165; Fra = 1.00
hy = 30m; hy = 20m

—mzp = 1.7km; T = 79.80
— 2y = 2.7km; T = 120.60
— 7y = 3.Tkm; T = 161.80

n m]

) 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
x; [km]

Figur 6.13: Oppstrgmsbglgen over tid for Fry = 1.00. De fire kurvene tilsvarer
et snitt langs x1 aksen, midt i kanalen. Alle kurver er plottet slik at z; = 0

tilsvarer midten av skipet ved angitt tid, 7. Tiden er skalert slik at 7" = , /h%t.
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6. Skip ved kritisk hastighet

ap = 1.7007 km; T=79.8; Fr = 0.8165
¥

0.5

zy [km]

Figur 6.15: Skip med lokalt Froude-tall F'ro = 1.0 og vanndybder h; = 30m og
he = 20 for dimensjonslgs tid T'y/g/hy = 79.8.

xp = 2.7001 km; T=120.6; Fr = 0.8165

2 [km)]

2y [km]

Figur 6.16: Skip med lokalt Froude-tall F'ro = 1.0 og vanndybder h; = 30m og
he = 20 for dimensjonslgs tid T'y/g/h1 = 120.6.
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@y = 3.7005 km; T=161.44; Fr = 0.8165

[ J 0.5
~
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Figur 6.17: Skip med lokalt Froude-tall F'ro = 1.0 og vanndybder h; = 30m og
he = 20 for dimensjonslgs tid T'y/g/h1 = 161.44.

29 = 4.1551 km; T=180; Fr = 0.8165

2 [km]

Figur 6.18: Skip med lokalt Froude-tall F'ro = 1.0 og vanndybder h; = 30m og
he = 20 for dimensjonslgs tid T'v/g/h; =T = 180.00.
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6. Skip ved kritisk hastighet

6.7

Resultater

I dette kapittelet har vi sett pa skip som beveger seg over en dybdeendring i en
vid numerisk tank. Det lokale Froude-tallet er i det transkritiske regimet. Vi
har funnet at folgende er tilfellet,

64

Et stasjonaert bglgemgnster utvikles etter at skipet har passert dybdeend-
ringen for Fry = 0.95 — 1.10.

Amplituden til oppstremsbglgen vil ikke gke med tiden. Det vil si at
fluksen av energi gar rett ut til siden for skipet.

Effekten av dybdeendringen ved kritisk Froude-tall er lik for skipsbredde
tilsvarende Color Magic og Color Fantasy og en skipsbredde fire ganger
denne storrelsen. Dette bekrefter resultater fra Kapittel 4.

Amplituden til den ledende bglgen blir mindre med gkende Froude-
tall i det transkritiske regimet og ligger pa rundt 10% av den lokale
vanndybden. Boglgelengden derimot blir lengere med gkende Froude-tall
for F'ro = 0.95 — 1.10.

Avstanden mellom oppstrgmsbglgen og skipet blir mindre ved gkende
Froude-tall i det transkritiske regimet.

Den ledende bglgen brer seg til siden i rette linjer, slik at bglgefronten
danner en slags “V” form.

Bolgehgyden til fronten som brer seg til siden bak skipet er en hel
stgrrelsesorden lavere enn bglgehgyden til oppstremsbglgen. Bolgelengden
er derimot doblet.

Vinklen pa “V” formen til oppstrgmsbglgen avhenger av Froude-tallet i
det transkritiske regimet. “V”en blir spissere ved gkende Froude-tall som
vist i figur 6.11.

Tykkelsen pa bglgefronten og frontens vinkel pa x1-aksen reduseres med
gkende Froude-tall ved tabell 6.4. Fronten blir ogsa lengre i xo-retning.

En mindre dybdeendring gir en mindre oppstrgmsbglge, men en lignende
form. Bglgen er fortsatt stasjonaer, og brer seg ut til siden i en “V” form
som tidligere.



6.7. Resultater

Fortrengningseffekten

Hva er det egentlig som skjer med fluidet rundt skipet nar vanndybden blir
mindre? Ved et mindre vanndyp har ikke vannet under skipet den samme
plassen det hadde tidligere. Vi har forsgkt a finne ut hva som skjer med dette
“ekstra” vannet, og hvordan fluidet rundt skipet justerer seg etter den nye
vanndybden. Dette kan kalles en fortrengningseffekt, og skipets volum er derfor
en viktig parameter for fenomenet. Som i Kapittel 5 vil skipet skyve vannet
ned og under seg nar det beveger seg langs den initielle flate bunnen. I dette
kapittelet har vi kun én positiv dybdeendring. Nar skipets baug passerer over
endringen vil reaksjonshastigheten gi en positiv hastighet normalt pa overflaten
slik at en hevning oppstar foran skipet. Hekken produserer en lik men motsatt
effekt og resulterer i en senkning av overflaten bak skipet. Vanligvis vil bglgens
amplitude vokse om den ikke far bevege seg fremover. I vare beregninger
for kritisk Froude-tall kan ikke bglgen lgpe ifra skipet. I vart tilfelle kan det
virke som om strgmningen rundt skipet aldri slutter & justere seg og vi far et
stasjoneert belgemgnster.

Mini-tsunami fenomenet

Kan oppstremsbglgen i dette kapittelet kategoriseres som en mini-tsunami,
pa samme mate som bglgen i Kapittel 57 Vi har undersgkt skip i en sveert
vid kanal for 4 unnga refleksjon fra kanalveggene. Den typiske hgyden til
bglgen oppstrgms for skipet ved kritisk Froude-tall ligger pa 0.1hs, 10% av
vanndypet. Belgelengden er derimot rundt 15 vanndyp. Dermed er bglgene
helt klart lange bglger, som reiser ved gruntvannshastigheten. Tsunamien som
rammet blant annet Thailand i 2004 hadde en bglgehgyde pa 0.7m nar den
reiste over Stillehavet (Glimsdal mfl. 2013). En typisk vanndybde pa stillehavet
er rundt 4000m. Lengdeskalen for tektoniske tsunamier er dermed 100 ganger
lengdeskalaen benyttet i denne opppgaven. Istedet for store plater som skaper
en dybdeendring pa havbunnen (undervannsjordskjelvet), har vi et skip pa
overflaten som begrenser vannet under seg og dermed har en lignende effekt
nar det beveger seg over en dybdeendring.

Skipets dimensjoner

Som nevnt i Kapittel 1 beregner bade Li og Sclavounos (2002) og Pedersen
(1988) oppstremsbglger for skip i bevegelse over en flat bunn. Pedersen (1988)
ser pa effekten av ovale trykkfordelinger. Simuleringene gjennomfgres i det
transkritiske regimet i en vid numerisk kanal. Tre ulike trykkfordelinger blir
presentert i tabell 1.

Gjennom hele denne oppgaven har vi tatt utgangspunkt i dimensjonenene til
cruisefergene i Oslofjorden. Disse fergene er de stgrste i verden av sin type.
Men til sammenligning med verdens stgrste cruiseskip er de kun halvparten
av deplasementet. De storste kontainerskipene har 8 ganger deplasementet
til Color Magic og Color Fantasy. Et godt eksempel er kontainerskipet Ever
Given fra firmaet Evergreen, som nylig stod fast pa tvers av Suez kanalen.
Disse tre skipskategoriene illustrerer forskjellen pa parameteromradet benyttet
i denne oppgaven sammenlignet med det som er benyttet av Pedersen (1988).
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Trykkfordeling (iii) i tabell 1 fra Pedersen 1988 har to ganger deplasementet til
Color Magic, og er pa stgrrelse med et cruiseskip. Den stgrste trykkfordelingen,
(i) i tabell 1, har 10 ganger deplasementet til Color Magic og er pa stgrrelse med
Ever Given i Suez kanalen. Et slikt skip ville aldri kommet seg inn Oslofjorden,
blant annet fordi dypgangen er stgrre enn vanndypet pa de grunnere partiene.
Likevel kan den relative stgrrelsen i forhold til vanndypet veere i det samme
parameteromradet som er brukt i denne oppgaven.

Li og Sclavounos (2002) benytter ogsa en trykkfordeling i en vid numerisk
kanal, for kritisk Froude-tall. Soliteere bglger oppstrgms for trykkfordelingen
blir dokumentert. Solitonene brer seg utover kanalen i parabolske kurver, med
en krummning som avtar med tiden. Dette i kontrast med vare resulatater som
gir rette linjer og en “V” formet belgefront. I tillegg gker avstanden mellom
skipet og oppstrgmsbglgene med tiden for Li og Sclavounos (2002). Det vil
si fronten foran skipet beveger seg fremover i forhold til skipet. Dette er ikke
tilfellet i vare beregninger. Bade Li og Sclavounos (2002) og Pedersen (1988)
har lgst opp baugen pa skipet og benytter ikke-linesere Boussinesq likninger.
Ingen dybdeendring er tatt i betraktning. Vi beregner derimot kun effekten av
dybdeendringen.
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KAPITTEL 7

Konklusjon

I denne oppgaven har vi undersgkt effekter av skip som beveger seg over en
dybdeendring. Blant annet har vi sett pa mini-tsunamien i Oslofjorden, samt
en variant av dette hvor skipet beveger seg ved transkritiske hastigheter.

En matematisk formulering av skipsbevegelsen ble oppsummert i Kapittel 2.
Vi endte med et Fourier-transformert likningsett for hastighetspotensialet pa
havoverflaten og overflatehevningen. Likningsettet ble skalert og skrevet om
pa matriseform. Den numeriske implementasjonen av dette, samt modellering
av skipet og havbunnen ble presentert i Kapittel 3. Kapittel 4 undersgkte
forskjellige aspekter ved modellen, og testet om implementasjonen virker som
forventet. Blant annet kan en gkning i skipsbredden utnyttes ved beregninger i
en veldig vid numerisk tank. I tillegg illustreres konvergens av likningene ved
& se pa forskjellige tilnserminger. I Kapittel 5 brukes modellen til & simulere
mini-tsunamien i Oslofjorden. Beregningene sammenlignes med resultater fra
Grue (2020) og observasjoner fra beboerene pa Flaskebekk. Tilsammen illustrer
dette genereringsmekanismen til fenomenet. Videre undersgkes skip som seiler
inn pa grunnere vann hvor det lokale Froude-tallet er i det transkritiske regimet.
Kapittel 6 presenterer beregninger av dette, gjennomfert for skip i en veldig
vid numerisk kanal, i tillegg til hva som skjer med oppstremsbglgen over tid.

Nar et skip passerer over en dybdeendring som den i Oslofjorden, produseres
det en reaksjonshastighet, eller “anti-hastighet”, ved den nye vanndybden.
Reaksjonshastigheten er normal pa havbunnen og skaper en vertikal hastighet
ved havoverflaten. Likning 2.49 i Kapittel 2 beskriver dette matematisk, ved
hastigheten F~'{A;/ cosh(kh)}, hvor fluksleddet A; beskriver interaksjonen
mellom bunnvariasjonen og skipet. Effekten skjer i hovedsak nar baug og hekk
passerer dybdeendringen. Beregninger for et skip i en veldig vid numerisk kanal
med lokalt Froude-tall i det transkritiske regimet resulterte i en stasjonser
bglge oppstrgms for skipet. Fluksen av energi gikk rett ut til siden for skipet.
Bolgene ble generert av en dybdeendring nar skipet beveger seg fra dypere til
grunnere vann. Den resulterende bglgen brer seg til siden i rette linjer, slik
at bglgefronten danner en slags “V” form. Vi fant at “V” formen avhenger
av Froude-tallet, og at den ble spissere for gkende Froude-tall. Samtidig ble
konturen av bglgen smalere og lengere i xo-retning. Ved gkende Froude-tall sa
vi at amplituden til den ledende bglgen ble redusert. For kritisk Froude-tall var
belgehgyden rundt 10% av den lokale vanndybden.
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7. Konklusjon

Videre arbeid

Tidsrammen har gjort at vi ikke fikk undersgkt alt vi gjerne skulle gnske. En
utbedring av Kapittel 4, ved eksempelvis en sammenligning med beregninger fra
Grue (2020) pa flere omrader, ville gitt resultatene mer tyngde. Videre utvidelse
av teorien og den numeriske implementasjonen til det ikke-linesere tilfellet
hadde ogsa vaert interessant. Ulike skipsformer, eller variasjoner i skipslengde er
aspekter vi ikke har diskutert. I tillegg har vi kun sett pa en sveert enkel form
for bunnvariasjon. I virkeligheten vil effekten fra detaljer i bade skipsformen
og havbunnen kunne forsterke og kansellere hverandre, og dermed pavirke den
resulterende bglgen.
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TILLEGG A

Detaljer i matematisk formulering

A.1 Utledninger fra kapittel 2

Denne seksjonen inneholder videre og mer detaljerte utledninger av likninger
presentert i kapittel 2.

A.1.1 Green funksjoner, rekkeutviklinger og Fourier transformer

Gr=—+ - (A1)
G-lal 82
R* = (2] —21)* + (2, — 22)? (A.3)
R2=R?>+h? (A.4)
R} = R? + (2h)? (A.5)

=R+ [y -y (A.6)

r? = R? 4+ [y +y + 2h)? (A7)
rip =R+ [y +y)? 8

Vig =" (A.9)
L1 1
1 3 1
3= /
Vis=sVig (A.11)
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A.1. Utledninger fra kapittel 2

1 1 3n(0' = B)  3(0' - pB)?
1 _ Ll _ A.28
3| v)eF R} [ R G " | |
(x,y)€B
/ ! 2
1 1 [1 J 3O +B) 30 +5) +} (A.29)
g |(xw)eF Ry Ry 28y
(x,y)EB
1 1 3(8' - B)?
1 = |12 2 L A.30
r3|(x'y)eB  R3 { 2R ' | |
(x,y)€B
. | 6h(5" +8) _ 3(5'+B) ]
1 _1 _ A31
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1) 27 e A.32
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A.1.2 Fourier transform av +

Denne seksjonen beskriver en utledning av likning A.32. Vi har at

1 <1
~{ah= [
— oikex /[m %efik-(xfx')d(x _ X/)
— < 1 )
_ e—zk‘x // 76—zk~RdR
R

hvor vi har brukt at e~ . ¢ix" — 1 for & ekspandere uttrykket slik at vi
integrerer over R i stedet. For konvertering til polare koordinater definerer vi
21 — 2y = Rcosa, xg — ah = Rsina, k1 = kcosf og ko = ksin 6, slik at

k-R= ]ﬂl(.’bl — (Ell) + kQ(iCQ — .%'/2)
= kR(cosacosf + sinasin §)
= kRcos(a — 0) = kR cos(f — «)

Settes dette inn i tidligere resultat har vi at

F l — e—ik-x/ /OO /27T le—ichos(G—a)R dOdR
R o Jo R

oo 2m
_ e—ik-x// / e—ichos(S—a) dOdR
0 0

Vi kan forenkle dette med

2m 2T—a 27
/ efikR cos(0—a) do = / efichosu du = / 672'ch050 46
0 0

—Q

ved bruk at substitusjonen u = 6 — « (integrerer fra —« til 27 — « er ekvivalent
med integralet fra 0 til 27). Vi har dermed folgende uttrykk

1 ] , o) 27 ]
J—_-{} _ e—zk-x / / e—lchosO dOdR
R 0 0

Merk at vi kan bruke en forste ordens Bessel funksjon (L.S.Gradshteyn og
Ryzhik 2000, s. 653).

1 o —ia cos @
Jo(a) = — e de
0

Vi skriver om slik at,
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A.1. Utledninger fra kapittel 2

I tillegg, vet vi (L.S.Gradshteyn og Ryzhik 2000, likning 6.551.1, s. 653)) at for
en Bessel funksjon av hvilken som helst orden nu er,

/ Jy(bx) dx = 1
0 b

Dette gir,

1 - 27T —ik-x'
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A.1.3 Integrallikningen

Denne seksjonen baserer seg pa kapittel (4.11) i Newman (2018), i tillegg til
forelesningsnotateter i emnet Marin Hydrodnamikk ved Universitetet i Oslo
Grue 2019. Vi skal se pa et fluid volum, V| begrenset av den lukkede flaten, S.
To lgsninger av Laplace likningen, ¢ og ¢, begge i fluidvolumet V. Uten & bry
oss om hvorfor, ser vi pa fglgende uttrykk og anvender divergens teoremet. !

Lo [
://S¢( V)pds — // V)¢S
://Sn-(qSV@dS—//SH'(@V(b)dS
://Vv-(gzsw)dV—//VV-(soWﬁ)dV

://VV-[¢V<p—<pV¢]dV
://VW-W—W-VMV:O (A.35)

Hvor vi har brukt produkt regelen slik at V-(¢V¢) = Vo-V+¢- V2o = Vé-Vo.
Béde ¢ og ¢ er lgsninger av Laplaces likning i fluid volumet V, slik at V2¢ = 0
og V2p = 0. Dermed har vi V- (¢V¢) = V- Vo + ¢ - Vi = Vp - V.

Videre skal vi se pa konsekvensene av a erstatte ¢ med potensialet til en kilde.
Posisjonen til kilden er gitt ved punktet, x’ = (2, 2%, y’). Enhetskilden ¢, er
gitt ved

1 1 1

L e (Fgp ey ey i)

Merk at kilden ¢ gitt i likning A.36 tilfredsstiller Laplaces likning bade med
hensyn til x = (z1,22,y) og x' = (2}, 2%,y"), men med forskjellige fysiske
tolkninger. Vi ma ogsa veere forsiktige med & sette inn likning A.36 i likning
A.35, fordi kilde potensialet ikke tilfredsstiller Laplace likningen i » = 0, og
derfor ikke gyldig i hele V. For & unnga dette problemet, introduserer vi en
liten overflate, S, som omgir punktet x’ = (27, 2%, y"), hvor € er sfeerens radius.
Da er overflaten S + S, en lukket flate som omgir fluid volumet pa innsiden
av S, men pa utsiden av S.. Kildepotensialet gitt i likning A.36 er requler i
det lukkede volumet begrenset av S + S¢. I kompleks analyse, ma en regulaer
funksjon veere bade analytisk og veere en funksjon av en verdi gjennom hele
regionen. (Analytisk i betydning at den ma vaere deriverbar i alle punkt i
regionen.) Likning A.35 blir,

1 o1 108¢
i o Lo ) 250 A

IDivergens teoremet fastslar at ffs U ndS = fffv V - UdV. Matthews 1998, s. 83
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1. Utledninger fra kapittel 2

som vi kan skrive om slik at

1 o1 109¢ 1 01 10¢
— —————|dS=—— ————-—1d A.
77//5 [(banr ran} o 47r//sf [¢8nr ran] S (A.38)
Vi kan evaluere hgyre side av likning A.38, ved a anta at ¢ — 0. Normal vektoren

pa overflaten S, (peker i motsatt retning av normal vektoren pa overflaten S
pa grunn av konvensjonen normal vektor skal peke ut av fluidet) er gitt ved

X*X, X—

n= == Tx,. Den normal deriverte av kilde funksjonen er derfor,
91 _ x—x V1 _ x—x x—x
onr s. o s o r3 s.
Ix — x'|? 1 1
_ . == =5 (A.39)
r s. Tls €

For ¢ evaluert pa overflaten S, brukes en Taylor utvikling om punktet x’,

$(x)

Se

= o(x') + (x =X )Vo(x') + (x = x')?VZo(x') + .| .

~ ¢(x) + eVo(x') + V2¢(x')
= ¢(x) + eVo(x')
~ ¢(x")(1 4+ O(e)) (A.40)

Det forste leddet pa hgyre side av likning A.38 blir dermed,

//{3117"} ”//{ 1+0())1]ds

Latow as

T
~ ¢(x') (A.41)

hvor vi har brukt at [ f dS = 4me? i det siste likhetstegnet. Det andre leddet
pa hgyre side av likning ‘A.38 fas ved Gauss’ teorem,

;//S[igﬂ 4m// :thre///vgv%dszom.@)

Til slutt blir likning A.38,

/ / { p21_ wiﬂ dS = —dr(x') (A.43)

for et punkt x’ i fluid volumet begrenset av S+ Sc. For et punkt x’ pa S, trenger
vi kun en halv sfeere for & omgi punktet. Derfor er f f g dS = 27e? i likning
A .41, og likning A.38 blir
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A. Detaljer i matematisk formulering

//s [%&;i - igﬂ dS = =27 ¢(x') (A.44)

For et punkt utenfor fluid volumet, er singulariteten ogsa utenfor fluid volumet,
og det trengs ingen sfezere rundt x’. Derfor er,

J o7z -75n) e

(A.45)
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A.1. Utledninger fra kapittel 2

A.1.4 Overflatebglger i tre dimensjoner

Utledningen gitt i Grue (2006) tar for seg et evalueringspunkt (x,y) pa F
for overflatebglger i tre dimensjoner (uten skip!). Green funksjonen for et
evalueringspunkt pa den frie overflaten, gis ved en tre-dimensjonal kildefunksjon
og dens avbildning i y = —h, slikat Gy = 1/r+1/r,. Her er r = [R*+[y/ —y]?]/?,
r = [R*+ [y +y+2yp)*|"/? og R =a' — x. Likning A.44 blir dermed,

. 0G, a¢/ . 9G, o0/ -
[ |6~ G 051e + [ |65 — G| 4615 = —2rr
(A.46)

Uendelig dybde

Vi ser forst pa et forenklet tilfelle og antar uendelig dybde, h — oo. Dette
impliserer at % — 0, slik at G; — 1/r. Likning A.46 blir omorganisert pa
folgende mate,

1 8¢, /,11211 0 1
771N 2dx" =9 / 2 (2\n 1l 1211/2 g%’
[ o 9P = zmon+ [ oo (L) e 19 P 2
(A.47)
For & forenkle introduserer vi D = ”,T?". Dette er forholdet mellom forskjellen i

overflatehevningen ved punktene x’ og x, og distansen mellom de, R = |x’ — x|.
Med dette kan vi se at D ~ R~! nér distansen mellom punktene blir veldig stor,
det vil si R — oo. Nar distansen mellom punktene blir veldig liten, R — 0, vil

forholdet D nzerme seg den romlige deriverte av overflatehevningen, D ~ g—g.

\
\
— -9
(J

\
|
& ——f--- gt

R=]x'-x|

Figur A.1: Illustrasjon av to punkter, x’ og x, pa overflaten.

Gjenkjenner V' = gfbi [1 4 |V'7'[?]Y/2. 1 tillegg, brukes det at y = n and 3 = 7/
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A. Detaljer i matematisk formulering

pa overflaten slik at

1 1 B 1

TV PR -y VR
1 1

= = (A.48)
R\/l + o2 Ry1+D?
Venstre side av likning A.47 blir
1 8¢’ V'dx!
5LV 12 2dx! —// AT DY) (A.49)

Den normal deriverte med n/, innsatt gir,

a I !
— | =n.-V
on' | F
= _J=Vn -V
T+ [V )72
v (o o 0 9 9
(L V22 oyt oxh’ oxy’ oxly” Dy’
1 on' 0 on' 0 0
. S— ] R A50
A+ V)2 [8:1:’1 oz, ox,0r Oy (A.50)
Her er —g L = 0, fordi overflatehevningen 7/, er uavhengig av 3’. Denne

operatoren Skal virke pa 1/r. Deriverer vi ledd for ledd far vi,

0 1] [ 1 or 1
el R = — — A 51
[&vl rip L r? Bas’l}F 3| e () —21) (A.51)
1 or 1
[l S — A.52
[83:’2 rle | r? 8~r/2:|F L (23 — 2) (A.52)
911 [ 1or 1, 1
_— = |——— = | —— — = — — - A.
ovr] || | Ew -] —-E o s
nar 3’ og y er pa overflaten F. Dermed far vi
o1 L1 o o o1 o
on'r|, (1+ |V [2)V/2 |0z} Oz Oxby Oxhyr Oy’ r
1 oy 1 oy 1 1
_ 1 Lron , o', )
T A+ V)2 B [81,/(% 1) + oz, (zy —x2) = (0 — 1)
1
R-Vin' = (' —n)] (A.54)

= 1+ |V |2)1/2 r3
Vi kan skrive om noe av dette ved bruk av det tidligere definerte forholdet D.

Blant annet, er
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1. Utledninger fra kapittel 2

1 1

P e (@ — 21)2 + (ah — a2)? + (f — )22
1 1
= - = — . A.55
R+ PR~ R+ D)7 A

fory=nogy =17 Hvis vi setter tllbake inn i andre ledd pa hgyre side av likning
A .47 ser vi at W i ?7 kanselleres med faktoren (1 + |V'5/|?)/? i
uttrykket for flate elementet [dS]r. Det andre leddet pa hgyre siden blir

[ b (3) o 19 2

://_ (1+ D?)~3/2 [R'Rvg/lnl—(”/};,)n) P dx’ (A.56)

Setter inn likning A.49 og A.56 tilbake inn i likning A.47, for 4 oppna folgende

uttrykk,
V'dx'
// RO+ DY)~ 2mor

+//_ (1+ D?)~3/2 {R'RVS’W/ _ = Ordx! (A.57)

RB

Venstre siden kan igjen bli forenklet ved a skrive om integranden slik at

1 B 1 +l 1_1+1
B B R

= 2y-1/2 _
RO+D?Z RA+D72 R R R [(1+D%) 1] (A.58)

Settes dette inn i likning A.57 har vi,

V' da! oo . R -V » /o ,
o0 /
— // %[(1 + DY) ~Y2 _1]ax’ (A.59)

P4 tilsvarende vis som i Grue (2006) definerer vi

2N (V / / —1—-Q+D*) YV dx (A.60)

I tillegg, kan videre forenklinger bli gjort ved a observere at

R-Vin'" (' —=mn) _
R3 R3

i1
-V V= A.61
o= n¥ig] (A61)
Hgyre side av likning A.47 blir dermed
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A. Detaljer i matematisk formulering

R -V o
// +D2 3/2[ Rv3177 _ (nRgn)] Prodx’
- ar e v o - o¥ig e e

Vi kan legge til og trekke i fra folgende ledd, — [[* ¢/ V- {(77’ — )V, %] dx’.
Dette gir

- [ oo v fof - w9 | ax
e 1
[ o[- nvig] o
// 1+ D732 —1]pp Vi - [(n’ — )V, ;} dx’' (A.63)

Det forste leddet i utviklingen kan skrives om som

- / ZQS’FV&-[ )le} / vi- [aﬁ’p(n’—n)VlHdX’
[ =i sigoc

(A.64)

hvor produktregelen til V/- operatoren er brukt til & skrive om integranden.
Fra Gauss’ teorem Matthews 1998, s. 83, vet vi at

// v, - [qu v ]de (A.65)

Det andre leddet i likning A.63 er pa samme mate som i Grue (2006) definert
som

2x() =~ [ oplt- (14 D 9L - i (o)

Settes alle forenklinger tilbake inn i likning A.47, fas en modifisert og reorganisert
versjon som fglger.

25 i [t

+ 271 T(¢) +2m N(V') (A.67)

Vi introduserer dekomposisjonen V' = Vi + V5 + V3 + V. Hvert ledd oppfyller

henholdsvis,
oo V/d ’
/ / 1Rm = 21 (A.68)
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1. Utledninger fra kapittel 2

//_O:OVQ/JC;QD,://_Z(’?’—H) 105 - Rd ' (A.69)

J| B =i (A.70)
//Z % — 2N (V) (A.71)

Som er ekvivalent med resultatet oppnadd i seksjon 2 av Grue (2006).

Anvendelse av Fourier-transform

Vi er na klare for & anvende en Fourier-transform for & invertere og lgse likningene
for normalhastigheten V'. Ved & ta invers transformen av likning A.32 oppnar
vi et uttrykk for 1 B

l _ -1 2j —ikex'y _ 1 - Qj —ik-x’ ik-x
R_}- {ke }_(27T)2//—ooke e *dk (A.72)

som vi setter inn i venstre side av likninger A.68-A.71 slik at vi far folgende

e3¢} V/d ’ [e%¢) ) ,
// '3 :// ‘GIFl{QI: e
1) 2m % ik gt 1) 2m

for j = 1,2,3,4. En Fourier-transform gir

A

Vi setter inn uttrykk for % i hgyre side av likning A.69, som gir

//_o;(n’—n) 19 - Rd '

MVidh  VIF e i
//

v ()
=F! {//OO Vi - <2]:ike"k*’> dx’}
— 1{ —2mik // "'V, ngFe““‘dx}
+F- 1{27”’71{ / [ . v’lqa'Fe—ik‘X’dx’}
(i (o

(A.75)
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A. Detaljer i matematisk formulering

En Fourier-transform gir

g/

(o = Vit Vi |

= _22“{ F{nVior} + an F{Vior}
= 2 FaVage) + 5 () F(or)
= 2T ¥ i0e) - 2mknFlor) (A76)

Fourier-transform av likninger A.68-A.71, med resultat overfor innsatt, og
multiplikasjon av faktoren % gir,

F{i} =kF{or} (A.T7)
F{Vo} = —ik - F{nVi¢r} — K*nF{¢r} (A.78)
F{Vs} = kF{T(¢r)} (A.79)
F{Vu} = kF{N(V)} (A.80)

Dette tilsvarer likninger (2.18) - (2.21) i Grue (2006).

Endelig dybde

Denne seksjonen er basert pa seksjon (4) i Grue (2006), og tar for seg en endelig
vanndybde h slik at yp h. Dette impliserer at vi ma ta ledd med -, til
forskjell fra forrige seksjon. Alle forenklinger og omskrivninger gjort med ledd
av = forbhr de samme som for uendelig dybde. Vi ser derfor kun pa ledd med
Tl, og kombinerer til slutt alt til et endelig resultat, via likning A.46 som vi
begynte med,

o (1 1 1 ¢’
/ E— — JE— — — —
Joloeae () - (o) e ste
o (1 1 1 o¢'
/
— | -+— )= (- d
+/B[¢38n’(r+r1> <r )871][5]
= 2ndp (A.81)
En ekspansjon av % med y =1 og vy =1 er gjort som folger,
1 1 2h(n +n) 1 2y +n) 1
—= (=TT (TR A.82
71 (Rl R? Rl R‘;’ T1 ( )
hvor R? = R? + (2h)2. Vi skriver om ledd med faktoren % hver for seg, slik at

Lo,

71 an’

(' +n)
R3

Jrmatase=J[ (="

//(

) V'dx'
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1. Utledninger fra kapittel 2

Det andre leddet pa hgyresiden blir definert som

2Ny (V') = //oo P (311 - W - 1) i (A84)

Det forste leddet pa hgyresiden av likning A.83 deles og evalueres separat. Vi
begynner med a sette inn inverstranformen av likning A.34 og far folgende,

2

// dX _// V]_- {71' —1kx—2kh}dx

1 [ 2 —2kh// 1 —ikex! gt

=F —e Viem"™* dx

k — 00
|27

=F —61]:( ) (A.85)
hvor e; = e 2¥". Tar vi Fourier-transformen til begge sider av likningen har vi,

DR R

I andre leddet i likning A 83 har vi en faktor % Vi gnsker 4 manipulere denne

slik at vi har en faktor R istedet, og kan sette inn inverstranformen av likning
A.34. For a gjore dette deriverer vi faktoren R—l med hensyn pa 2h (likning
A.19), og oppdager at

o 1 2h

ONT - 1 (e

som er det vi hadde i integranden pa hgyre side av likning A.83. Likning A.87 og
inverstranformen av likning A.34 settes inn det andre leddet av fgrste integral
pa hgyre side av likning A.83. Dette gir folgende ledd,

2h(n +n)V / / o 1 .,
//_OO T m VIO 40 g 7y
0 ‘/—_'71 {%:eikvxlﬂch}dx/
o (9 2 . ’
_ -1 e <" —ik-x'—2kh /
=] v emas (Fe )a<}
{27‘(’61 // V(' + n)eik'x/dx'}
=F! {—27‘(’61 // V’n’eik'x/dxl}
—{-

Il
—
‘\

X

=)

+

3
E
©
=

—2mne; // V’eik'x/dx’}

2me1 F{Vn}y + F 1 {—2mne, F{V}}
(A.88)
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Dermed har vi

[eS) ! !
J[ P = F o ame F (V)
—o0 1

FH{2meinF(V)} (A.89)

En Fourier-transform og divisjon med 27 pa begge sider gir,

{// 2h (' +77 dx}:—el]:(Vn)

—F{nF e F(V))} (A.90)

For & oppsummere har vi na at,

217r]-'{/F L9 181 + 2m Ny (V7 )}

r on’
U G ) e
- ?}'(V)—el]-'(Vn ) = F{nF HeaF(V))} (A.91)

For tilsvarende ledd med faktor % i integralet over havbunnen B, bruker vi at

gﬁ: = 0, siden det ikke gar noe fluid gjennom havbunnen. Da er

/ L 99 148)5 =0 (A.92)

Ser vi pa likning A.81 igjen kan manipulere ledd av faktoren 88

mate som med ledd av 7 Til & begynne med skriver vi om integranden i
integralene over bade F' og B ved & finne den normal deriverte. For integralet
over B fas,

0 1
an' r

1 1 1
=—j-V==- {8/} =——3(—h—h+2h)=0 (A.93)
B 1 oy’ g Y

Dermed forsvinner hele integralet over havbunnen i likning A.83, som ogsa var
tilfellet for uendelig dybde. For integralet over F' har vi,

2 1

on’ 1

o 1 [87)’ o1 o o1 0 1}

(L+[V''[)1/2 (925 Oxy vy Oz Dxyry Oy’ ]

BTN IDEEER Lf),(x’l 1) + a,( — ) — (n’+n+2h)]
1

- T RS o) (A.94)

Innsatt gir dette,
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1. Utledninger fra kapittel 2

> 1
[ drgmtasle = [ SRS~ a2 (199
I tillegg kan vi skrive om slik at,
1 1
(R4 (v +y+2h)%)2
_ 1
(R2 + (20)2 + (y +y)% + 4h(y' +y))?
1
(B +y)? Ry + )
1 1
= : - A.96
R} (14U +y)2;%lh(y )3 (4.96)
Ved bruk av en Taylor utvikling, —— ~ 1 — %m + .-, far vi
(1+)2
1_1 34h(y' +y) 3 +v)°
3T 3\t T 5 2 -5 7+
ry Ry 2 R7 2 Ry
1 6h(y’
Shy + ) (A.97)

hvor vi har neglisjert ledd med y av orden 2 og hgyere. Vi definerer feilen vi

gjor ved,
// ¢F <T1 )(R Vi = (' +m))dx’
T (A98)

// ¢F(T1 )(R Vi (o +n) ~ 2h)dx

tilsvarende likning (4.7) i Grue (2006). Setter dette tilbake i likning A.95, og

oppnar

/¢F8nr

1 n +n
// (— I )>[R- 1 = (0 + 0+ 2h)] ¢pdx’
+ 27T (') (A.99)
Igjen kan vi skrive om faktorene ﬁ and 15 ved bruk av derivasjon av R% med

hensyn pa 2h,
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A. Detaljer i matematisk formulering

0 1 1 o 1 1 1242

PR B e B R (A.100)
l 1 - 0 1 0 1 B 1 , / B R
B e i RESNC RN

(A.101)

Med dette blir det andre leddet i integranden pa hgyre side av likning A.95,

—('+n+2h) 2k 1 12r%\
8 1 , 0% 1
= —— — A.102
o T T 5 (4.102)
Det forste leddet kan igjen skrives om slik at,
R-Vin"  R-Vin'  6h(n' +n) -
= — = R .
r R? R} Vi
_R- Vin
= -Vin A.103
R3 1 R1 ( )

ved bruk av derivasjonen gjort i A.100, og neglisjering av ledd med 7 av orden
2 og hgyere. Vi setter dette tilbake inn i likning A.99 og far

/éFanr

N o 1 , 0% 1 ,
// ¢’F( VT Gany Ry T *”)amh)m) o
4 2n Ty () (A.104)

Vi kan manipulere dette videre ved a legge merke til at fgrste leddet i integraden
kan skrives om ved bruk av relasjonen,

1 1 1
V0V )= -V — .V — V2 A.105
1 (77 1R1) 1R1 1m =N Vy R, ( )
som er ekvivalent med
1 1
_v/ . /_|_ V’f — li'v/ o /_|_ v/27 A.106
1 (" +mn) 1R1) 1R1 17 (n +n)Vi R, ( )
Med dette blir,
0 1 B , 1 , o 1
;e B Vi (' +m) R1)+(n +n)Vy o
0L + (7" +n) L
a2 R T T a2 Ry
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0 1

U i) S —
! d(2h) Ry

_ /' !
=-=Vi-((n"+n) i

0% 1 1
! - /27
+ 0 +m) [8(%)2 VTR

V(0 V) o (A.107)

/ L)
'R,” " 9(2h) Ry
hvor det siste leddet forsvinner siden kilden R% tilfredsstiller Laplaces likning,

Shk at VQRLI = [ (gh)z R +V/2 1 i| = 0

Igjen har vi at,

/d)Fanr

// [ (0" +n)Vi ];1)+8(§h)R] Ppdx’
+ 20Ty (6) (A.108)

Det forste leddet er skrevet om ved bruk av,

// <Z>F(V’ (0 +m)Vi ¢ )dX’

—— [ v (st i ) ax

s [ Vi - Viopa

— [t i Vishax (A109)

hvor det fgrste leddet forsvinner fordi,

155w

:/ n- (gb};(n’—!—n) 3;) dS =0 (A.110)
s 1

ved Gauss teorem Matthews 1998. Siden ¢/ forsvinner i fjernfeltet er integralet
lik null.
Til slutt har vi,

v Laste = ([ sl L
A ¢F 8n’ T1 [dS]F a —0 ¢F 8(2/7,) R1 dx

o 1
[ i Vishax s 2eTiop)  (A)
—00 1

oo

Dette er evaluert pa den samme méaten som i forrige seksjon, ved a sette inn en
invers transform av likning A.34. Evalueres integralene separat fas,
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/ ¢>Fa / qua {ke—ik-x’—%h} dx!
—F {2]:( k)efzhk //_O:O %eik»x'dx/}

=F ' {2ne1F(pr)} (A.112)

// 77 V/ = vl QSFdX _ // lvl { k —ka —2I€h} . V/1¢ic~dX/
_ j—_-fl {T@Qkh(—ik) . // nlvllgleeik-x'dX/}

_ {‘Q,jikel -J'"(qubp)} (A.113)

// nv'l V’(;SFdx f// nViF~ { zkx2’“’L}-v’1¢>’Fdx'
127 o~ 2kh —ik-x’
=F =€ n(—ik) Vidpe dx’

—2mik
S ’m%)}

—2mik
=77f_1{ . 61-ik7(¢%)}

=nF ' {2nkes F(or)} (A.114)
Kombineres dette, har vi
/ a /
/F(bFW / ¢Fa 2h) Ed
// Vi pdx’ + 27T (¢))
=F ' {2ne1 F(¢p)} +F ! { _2;Tikel o]:(nvlqﬁp)}
+nFt {2rke1 F(or)} + 21T (dF) (A.115)

Fourier-transform av begge sider gir

T 01 2mik
d (//_oo ‘z’/Famm[dS}F) = - 2me1 Flgr) = = - FnV1or)

+ 21 F {nF ' {ke1F(¢r)}}
+ 20 F{T1(¢r)} (A.116)
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A.1. Utledninger fra kapittel 2

A sette det hele sammen

Vi skal ha oppnadd en Fourier-transform av hvert ledd i likning A.81, som vi
na kan sette sammen til en likning. For et overblikk, har vi fglgende Fourier-
transformerte ledd ved endelig dybde,

r

;;{/F (:1) gfz:[dS]F} — er F{V} — exkF{V}
— kF{nF HeF{V}}}

;rf{/F (1) gi:[ds]F} =F{V} - kF{N(V)} (A.117)

— kF{N:(V)} (A.118)
L ;{ / bor (1) [dS]p} — ik F{qVi6r} - KnF{or)
+ kF{T(6p)} (A.119)

k 0 1
%I{A¢%M (T’l) [dS]F} = —61kf{¢F} —ikey 'f{nV1¢F}

+ kF{nF ke F{or}}}
+ kF{T\(or)} (A.120)

Den Fourier-transformerte versjonen av likning A.81 kan skrives som
L) (] () )
= e (ony+ o { [ i (3) e}
oo (e o

hvor integralet over B er satt til null som funnet i forrige seksjon. Ved a sette
inn resultatene for hvert ledd far vi fglgende likning.

F{V} —kF{N(V)} + e F{V} — erkF{Vn}
— kF{nF HerF{V}}} — kF{N1(V)}
=kF{¢r} — ik - F{nVior} — kK>nF{or} + kF{T(¢r)}
— e kF{pr} —ike; - F{nVigr}
+ kF{nF ke F{or}}} + kF{T1(¢r)} (A.122)

Skriver om slik at,

(I+e)F{V}E=(1-e)kF{or}— (1 +e1)ik- F{nVior}
+ k[FANV) + Ni(V)} + F{T(¢r) + T1 (o)}
+erkF{Vn} — kK*nF{or}
+ kF{nF YHet F{V}}} + kF{nF Hker F{or}}} (A.123)

Definerer Ey = (1 —e1)/(1 +e1) og C1 = 1/(1 + ey), slik at F{W} =
kE1F{¢r} = ktanh (kh)F{¢r}. Dermed kan likning A.123 skrives som
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A. Detaljer i matematisk formulering

F{V}=EkF{or} —ik- F{nVi¢r}
+ kCL[FAN(V) + N1(V)} + F{T(¢r) + T1(¢rF)}]
+ kCy len F{Vn}t — knF{or}
+FnF HaF{VI + F(nF~Hker F{or}}}] (A.124)

For & forenkle skriver vi om fglgende ledd,

knF{or} = F{F HknF{or}}} = F{nF H{kF{or}}} (A.125)

slik at

F{nF Hkei Flor}}} — knF{or}
= F{nF {kerF{¢r} — kF{or}}}
= —F{nF k(1 - e1) F{or}}}
= —F{nF {1+ e))kE1 F{or}}}
= —F{nF 1 +e)) F{W1}}}
= —F{nF H{F{W}}}
— F{nF HeaF{Vi}}}
= —F{ngWi} — F{nF He1 F{V1}}} (A.126)

Settes dette tilbake inn i likning A.124 har vi

F{V} =kE1F{¢r} —ik - F{nVi¢r}
+kCL[FAN(V) + Ni(V)} + FA{T(or) + T1(¢r)}]
+kCy [ F{Vn} + F{nF Her F{V}}}
—F{n} = F{nF H{ea F{V1}}}] (A.127)

Vi kan legge til og trekke i fra e; F{nV;} i siste linje slik at vi far,
F{V} =kE\F{¢r} — kEAF{nV1} — ik - F{nV1i¢r}

+ kCy [F{N(V) + N1(V)} + F{T(¢r) + T1(¢r)}]
+kCy [enF{n(V = Vi)} + F{InF Her F{V - Vi}}}] (A.128)

Dette tilsvarer likning (4.4) i Grue (2006).
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A.1. Utledninger fra kapittel 2

Oppsummering av utledning

Vi begynte med & se pa tilfellet for uendelig vanndybde hvor h — oo. Alle
ledd med faktoren % forsvant, i tillegg til integralet over havbunnen B. De
gjenveerende leddene ble omskrevet og forenklet ved bruk av teknikker som &
introdusere forholdet D = WTT”, en rekke utvikling av ledd og Gauss’ teorem. En

dekomposisjon av V' ble introdusert, slik at den orginale likningen (likning A.20)

kunne deles i fire likninger for [ ngx for j =1,2,3,4 (likning A.68 - A.71).
Ved & sette inn & = F~1{ZZe~**"} endte vi opp med Fourier-transformerte
versjoner av disse likningene (A.77-A.80).

I neste seksjon antok vi endelig dybde h, og anvendte tilsvarende strategi for
ledd med faktoren % Dette resulterte i enda et sett Fourier-transformerte
likninger (A.118 og A.120). Ogsa her forsvinner integralet over bunnen B. I
den siste seksjonen, ble likninger fra tidligere seksjoner kombinert. En siste
omorganisering ga likning A.128.
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A. Detaljer i matematisk formulering

A.1.5 Effekter av variabel havbunn

Denne seksjonen er basert pa Grue 2020, som bruker notasjonen e; = e~ *".

Dette til forskjell fra Grue 2006 som bruker e; = e~2*". Vi skal inkludere en
variabel bunntopografi, slik at 3(x) # 0 og yp = —h + B(x). Vi ser pa likning
A.44. T tillegg inkluderes skipet pa overflaten F, beskrevet av y = §(x’).

Evalueringspunkt pa havoverflaten F

Denne gangen vil integralet over flaten B gi bidrag. Fortsatt er gi;‘ =0,

siden det ikke gar noe fluid gjennom havbunnen. Da kan likning A.44 skrives,

/F{é’paGl G aﬂ [dS]F+/B {gtjgaGl] [dS]p = —27¢r  (A.129)

on' T ton' on’

Det forste integralet er ekvivalent med det vi fant i forrige seksjon for endelig
dybde. Vi trenger derfor kun a se pa andre ledd pa venstre side av A.129. Ved
innsetting av normalvektoren og flateelementet pa B har vi,

/ 3G e / ! ! . / /
[ |on 5 astn = [~ s (915 =0 VGl cp i’ (130)

(x,y)eF

Vi regner hvert ledd i integraden hver for seg. Til & begynne med har vi,

1 1
Ial s\ ol T - 1Al s o
(58 =32 s = | yen VR (T4 65
(x,y)eF (x,y)eF
(A.131)
Kildefunksjonen kan skrives om ved,
1 B 1
r3|(x'y)eB (R2 + (—h + B - 5)2)3/2
(x,y)€F
1
_ (A.132)

(2 + 12 + 2h(8'— &) + (3 — 0)2)°/2

P4 liknende vis som i forrige seksjon, definerer vi RZ = R? + h%. Da far vi,

1 1 1

— = — A.133)
[ 3 (B! —6 ’_ (
Pl B (4 B+ (B
Ved bruk av en Taylor rekkeutvikling fas
1 1 3h(B —6) 3(B' —0)?
— = —|1- - = A.134
7| when | RS [ R? 2 R (A-134)

(x,y)er
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A.1. Utledninger fra kapittel 2

Til ledende orden har vi,

1
3

L 3h(6" = 9) 2 o
= — O ) A.135
(x',y')EB Rg Rg + ( 7/6 9 B) ( )
(xy)er

Settes dette tilbake inn i A.131 har vi,

GAEHEH

(x',y')eB
(x,y)EF

:[ 1 +3h(ﬁ1_6)+0(52,ﬁ/2,55):|[ aﬂ’-R—(—h—Fﬁ/—a)]

SRy Ry
(VIR b (B -0) 308 - 9)

B o O 62 12 )
R3 R3 R3 R (9,57, 96)
ViR h 1 3m2\ 2 o
_ - = —0)+ 0O 1) A.136

Legger merke til at,

0 1 h
=)= - Al
oh <Ro> R§ (8137)
02 1 1 3h2
) = Al
o () =7 7 (8.139)

Dermed blir,

g5y .yt __WWR 01
R B N
(x,y)eF
/ 62 1 2 2
- (B _6)W o +0(6%,6%,08) (A.139)
Vi bruker tilsvarende strategi for det andre leddet,
(V18 ~5)- V) - -3 ViR~ (h+ 6+ 0)
1 1,',,1 (X/7y/)EB 7'3 (x'7y')€B 1
x,y)€ (x,y)eF
(A.140)
1 B 1
i locwhen T (B2 + (h+ B+ 0)2)3/2
(x,y)eF
B 1
(B2 +h242h(B +0) + (B +0)2)3/2
L[, 38 35+
R} R? 2 R?
1 3n(p'+9
=77~ % + O(6%,82,03) (A.141)
0 0
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A. Detaljer i matematisk formulering

w15 -9

(x',y")eB
(x,y)eF
3h(B +6
= {—Rg (BRg) +0(52,/3’2,5ﬁ)] V18 R~ (h+ 5 +9)]
VIR h (B 49) 3R*(B+9) 2 a2
R3 Rg R% RS

vllﬁ/ 0 1 , 52 1 o
RS ~oh (RO) - (B + 5)% (R(]> +0(6%,8%,08) (A.142)

Dermed har vi,

(V18" =3) ViGillw y)en

(x,y)EF
_ V’lﬁ’ , 0 1 2 a2
= R3 -2 W + O(6%,8%,00) (A.143)

/ [%%Gl} [dS]p = —2 /_O:O O { igg,' + @ (1” dx' (A.144)

Vi utnytter at V4 o slik at

Rd)

R 1 1 1
Vig' g = Vig Vs = -V (ﬂ’vaRO) +B VP (Al4p)
0

"Ry
/ [@;‘;GH} [dS]B

e () e ()
:_2/_0; ¢'s [_v.( Ay 1R0> BV — :|dx’ (A.146)

Siden R% oppfyller Laplace, dvs. V’QR%) =0, har vi

/ [¢>B %Gl] [dS]p =2 /_ Z o'y {v- (5’v'1;0>} dx’ (A.147)

Igjen kan vi skrive om integranden, ved bruk av fglgende,

sV - (ﬁ’vaRlO) —v. (ezsagﬁ’vaRlo) FVig Vidh (A1)

oG °
[ |G| asio =2 [ [v-(%ﬁ'va;o) §Vh o Vsl | dx
(A.149)
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1. Utledninger fra kapittel 2

Det forste integralet er lik 0 ved Gauss’ teorem. Vi har dermed,
aG e 1
Setter inn f¢lgende inverstransform,

1

2 .
= {ge—lk'x—’“h} (A.151)

/ {qu %Gl] [dS]p = -2 / pIviF! {2]:6“‘*’”1} - Vi @lpdx’
:—2]-"1{—2]:ekhik~ / 5’v’1¢jgeik'>‘dx’}
=2F~ { - e Fhik . J—"{ﬁquzSB}} (A.152)

I likhet med Grue (2020) definerer vi A; = ik - F{8V,¢5}. Da er,

/ [¢>B %Gl} [dS]p = 2F ! {2]:@“/11} (A.153)

En Fourier-transform av begge sider gir,

LS {/ [¢B%G1:| [dS}B} —9ekh ], — ﬂﬁl(l+672kh)

27 1+ e—2kh
1 N - (1 + 61)1211
— A (1 2kh _
1(ekh + e—kh) 11+ cosh(kh)
(A.154)

Oppsummert har vi,
U G wtste - 5m UL () et}
= i tort+ g { [ b (1) tasie
(o ()

+ %]—" { / [qu %Gl} [dS]B} (A.155)

Settes alle ledd inn i likning A.155 far vi fglgende,

A

1
cosh(kh)

+ kCL[FAN(V) + Ni(V)} + F{T(¢r) + T1(éF)}]
+kCy [en F{0(V = Vi)} + F{0F Her F{V — Vi}}}] (A.156)

F{V} =kE\F{¢r} — kE,F{0V1} —ik - F{6Vidr} +
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A. Detaljer i matematisk formulering

De siste to leddene er av hgyere orden og antas neglisjerbare. I likhet med Grue

(2020) definerer vi By = ik - F{6Vior}. 1 tillegg ser vi at E, = ﬁjijtf =
tanh(kh). Dette gir fglgende likning for potensialet pa overflaten,
V + By = k tanh(kh) [¢3 Flovit| + 4 (A.157)
= n — —_— .
! F ! cosh(kh)

som tilsvarer likning (19) i Grue (2020).

Evalueringspunkt pa havbunnen B

For et punkt pa havbunnen B, bruker vi en Green funksjon gitt ved G, =
1/r 4+ 1/rip, hvor 115 = [R% + [y + y]?]'/? er speilingen med hensyn pa y = 0.
For et punkt (x,y) pd havbunnen B har vi fglgende integrallikning,

0G2 0¢p
[ oGz - Gaghxn)| s = <2mon(xn) (Aa58)
Som tidligere er det ingen bidrag i integralene over kontrollflatene S. og det er
ingen strgmning gjennom havbunnen slik at gf;: s 0. Da har vi,
0G2 o¢ Gy
/F |:(Z§;:~ o *GQ% [dS]FJr/B (25/3 o [dS]p = 27m¢p(x,y) (A.159)

Vi regner ledd for ledd. Til & begynne med har vi,

o9’ _ 1 1 P

Integranden kan skrives om ved bruk av en rekkeutvikling,

1 1 1 1
(r ’ nB) oaner ~ B+~ B+ P B (0 - T
x,Y)€E
1 1
- 5 h(s' — 5 —B)2
Ro 1+ 2 (Rg B) +( Ré?) }1/2
1

1
+ o 7 7
Ry - 2h(;5%g+ﬂ) + (6 ;5)2]1/2

MO NS % EU

Ry R2 2R2 2R}
N Rio (1 L h(i% B (5’2;%5)2 n 3h2(§% B)? >
2];0+2B]%+(5’2+52) (é}ﬁRhg) too
_2[15£+;(5’2+B2)§;+..} Rio (A.161)
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1. Utledninger fra kapittel 2

Dermed har vi,

B 0 , 0? Vi
/ [G%ﬂ [dS]F:/FQ{l_ﬁath Lore Dy, } o (A62)

Ved innsetting av invers-transform av likning A.33, far vi folgende

1
om

a¢' 1 L0 2 0 —1 J 27 ke —kh /
[Gga }[dS] o 2{1 ﬂ%Jr Lo B | FTI e Vidx

_, [2e7kR ik 1 o mkn [T —ikex!
- F - VFe dx' s + pF 2e Vie ax’ p+...
ﬂ2 —1 —kh > 1 —ikex! gt
+ 72 .F 2]{36 Vpe dX

2 —kh R 2 R
= F! { ~ V/m} +pF {2V L 4 %]—"1 {2ke 07} +

(A.163)
Dette tilsvarer likning (12) i Grue (2020).
Videre ser vi pa fglgende ledd,
8G2 _ / a ]- ]- /
[ ez st = [ [ (3+ )] ax
1 1
- / {qs;[j #1019 (L) ax
r ™B
U / 1 1 !/
¢F +V(5 Vi -+ — ) dx (A.164)
r B

Ledd for ledd har vi,

o (1,1
oy’ \r nrp

hvor vi bruker fglgende Taylor rekkeutviklinger,

1 1
wyer = g @ = BER) = (' B k) (A165)
(x.y)€B 1B

1 1 Sh(' — ) 3(6' — B)>
- - |1 - Al
7| aer | RS { R2 orz T (4.166)
(x,y)€B
1 1 3h(6"+B)  3(8 + B)?
~ - Al
oleer =T o (A167)

(x,y)eB

slik at
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A. Detaljer i matematisk formulering

a0 (1 1 1 3h(d' —B)  3(8 — B)? ,
-+ — =——|1- — N R h
By (r * 7‘13) wer RS [ 2 ST Al
(x,y)eB
1 [, 300 +8) 3(8+p)? )
- =1 — (0 —h
Bt r A
[ 1 3Rn? 9h
- 2(5/ - s .
R TR R} ﬂ?Rb’ ]
0% 1
=24 Al
_6h2 Ro + } (A.168)
Produktet med horisontal gradient kan skrives om slik at,
1 1 1 1
B 3 g (x'y)EF
x,y)€
_ 1 3h(d’ *ﬂ) 3¢ *ﬂ)z 3h(5'+ﬂ) 3(6" + B)? /s
=V R+ 20°0R — 9(5” R +2(57 1 h2R
—1~R3+ﬁ <+/3>fﬁ+<+/3>——+
1 1 0? 1
-9 15/ . o= 5/2 .
Vi { 1R0+5 leo 2( /B)ahgv ]
o 1 02 1
=-2Vi§ - |1- 5" = Al
VI [L g+ 5074 g+ Vi (4169
Som i tidligere seksjoner ser vi at,
-Vid -V, € =-Vi- (¢ ! + 6’V (A.170)
1 1R0 1R() 1 RO °
Legger sammen ledd regnet ut i likning A.168 og A.169.
0 1 1
5/ ! -
[~ 8,+V V]< +r13>
9% 1 o) 1
=28 | S5t |28 |1 =B+ ... | VP
[3}12 Ry - ] ’ [ Bﬁh " } Vi Ry
9] o 1
-2V - 6% + B2 8’V —- A1T71
Vi [1-ag g0t (Vg (A171)
Siden kildefunksjonen oppfyller Laplaces likning har vi at,
28 a—2i+ + 26’ 1—ﬂﬁ+ Y
oh? R, oh ! RO
=25 |1-pB— ?_— =0 A172
[ Bah - }V Ro (A.172)
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A.1. Utledninger fra kapittel 2

Settes alle ledd tilbake inn i integralet blir likning A.164 gitt ved fglgende,

. 9Gs
/;[¢Fé%ﬂ}[¢ﬂF
0 1 02

_ _np2 S (82 2\ Y / ro, / /i !
= /F2{1 ﬁah+2(6 +B)ah2+“}¢Fvl <5V1R0)dx (A.173)

Igjen skriver vi om produktet i integranden,
eV (VL) = (68 ) £ 8V V(A7)
Ry Ry Ry

Ved Gauss teorem Matthews 1998 blir

_/21_ﬁ3+1w%m%82+ Vi (@p0Vi) =0 (A175)
P oh ' 2 on2 ] T \UET TR, '

Vi star igjen med folgende uttrykk,

. 0G,
[ |52 st
82

_ ! o 2 1 2 LAY roal /i /
f/an {1 Bop + 50+ 5m 4| Vidh lede (A.176)

Ved innsetting av invers-transform av likning A.33, far vi folgende

1 . 9Gs
1 0 1 0? 2T o
_ 25/ 1— f— - 5/2 2\ Y ral o oxg! =1 ) 2% —ik-x'—kh d /
o7 /., [ 56h+2( +B)8h2+ ]V@F ViF {ke } X

=F! {e—khik . /OO 26" [1 + kB + %k;Q((S’Q + 65 +.. } ’1¢’Fe—ik""dx'}
=F! {25’6“}{‘ : f{a’v’lap’F}} + BF T {2e ik - F{§'V ¢} }

+ %52?1 {2ke ik - F{6'V ¢} } + ...

=7 {2e Bk + 8F {27 B | + %ﬂzrl {oke ™ B} + ...
(A.177)

hvor vi har definert By = ik - F{6'V/} ¢/} for & oppna likning (13) i Grue (2020).

Det siste leddet som er igjen skriver vi ut slik at,

/B{%Baa%] [dS]B:/B {%;aan,i] [dS]B+/B {(ﬁjg(;lml]g} [dS]p (A.178)
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og evaluerer hvert ledd for seg.

/ 8 1 / . ! Qf /1 /
[ [y 1o = [ [opli+ 9191977 ax
¢

01 1
/ I / /
= e -Vi- A.
/B B [ oy r + Vi Vlr} dx (A.179)
Ledd for ledd har vi,
91
Yy’ r|x'.y)eB
(x,y)eB
1 1
=—- — —h Y —(=h =— — = .
7,3 (x/,y/)EB (( + 5 ) ( + ﬁ)) 7,3 (x/,y/)EB (5 5) (A 180)
(x,y)EB (x,y)EB
Vi bruker fglgende Taylor rekkeutvikling,
1 1 3(8' = B)?
c] P =5 [1 -~ om + ... (A.181)
(x,y)€B
slik at
o 1 LT 38 =B
dy' | ',y’)eB:R3[1_ 2R2 o (B =5) (A.182)
(x,y)€B
1
I ql L
vlﬁ VIT (x’,y’)GB
(x,y)€EB
_ i V/ 6/ . R
r3|(x'y)eB 1
(x,y)€B
36 = B)? R
3(8' — B)° 1
Dermed er,
g1 1 1 3(p" — B)?
P’ “ayr + Vs VI1T:| VB Op |:R3 {1 - (27}%2) +.. ] (B —B)
(x,y)EB
3(8" — B)? 1
+ {1—(62]%26) +] v’lgf.v’lﬁ
(A.184)
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1. Utledninger fra kapittel 2

Som i tidligere seksjoner ser vi at,
VI Vig = Vi (8915 ) + 8V
=V (@ -0 ) - aVEE (A
Dette gir,

/ 01 , ;1 Y 1 3(51_5)2 /
o5 [_8?; T Vi J(Z‘/’y;)ejf =95 [_RS {1 T ome "'} (B —=B)
X,Y)€E

+ [1 - % +] (—V’l : ((ﬁ’ —ﬂ)v’lj{i) + (8 _ﬁ)vllgll%)]
G

= ¢ [— 73 +...+(6’—B)V’f%+...+ [1—W+..} (—Vi-((ﬂ’—ﬁ)v

2R2
_ [1 B 3(%;2,6’)2 +} & (—Vi . ((5/ _g)v/”l%)) (A.186)

hvor vi har brukt at,

\ \
o

(B —B) { — + V7 1] (A.187)

R

Videre kan vi skrive om fglgende,

s (V1 (0= %13 ) ) = =51+ (9 = D6lsVig ) + (7~ 8) V2ol
(A.188)

slik at,

/ 01 3 - 2 / /ol /]- /
[ b tasia= [ [1- 202200 s —ﬂ)vl%-vlﬁdx

- [ vids- [(ﬂ B) (3~ ) gy + | Vi

(A.189)

2R2

hvor integralet over det fgrste leddet i A.185 blir lik 0 ved Gauss teorem
Matthews 1998. Vi kan bruke,

vlﬁ =73 (A.190)
1 1 R 1

V%R =V (le) =-Vi- (R?’) = (A.191)
1 1 3 1

vit=v, (ng) _v, L RS = Vi (A.192)
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A. Detaljer i matematisk formulering

slik at A.189 kan skrives,

/ (9 1 _ 1! / 1 / /
[ [t 1= [ Viots-[6 =) 45 92+ | Vigax
(A.193)

Setter inn invers-transform av likning A.32,

1 2 . ’
— o [ Vids | -0 - g7 - ppvr e v e hax
R b B R (CEU R R R R Py
= P ik FABVi0lp bR — 67 {—ik- (Ve b} + O(8")
=F Ak} - 8F kb + 0(87) (A.194)

Dette tilsvarer likning (14) i Grue (2020).
Til slutt har vi,

, 0 } /{ , 1} ,
= +ViA-V —|d
/]3[¢Banr1 5 Bl-] 18 "B X

1
= Bl — 4+ V3 -V —|dx  (A.195
B¢B[ 83/7‘ AL 17“13] * ( )
Ledd for ledd har vi,
0 1 1
— — =— = —h+p8)+(=h+
ay/ B (x',y')EB 7"133 (x/ U/)EB (( /8) ( ﬂ))
(x,y)eB (x,y)€B
1
=— — 2h + ' + A.196
rlB (x',y')eB ( B 5) ( )
(x,y)€B

Vi bruker fglgende Taylor rekkeutvikling,

1 6h(8' +B)  3(8 +5)?
= — |1 — Al
| e R:f[ M T (A.197)
(x,y)eB
slik at
0 1 1 6h(8'+B)  3(6 +8)? ,

- = |1 — ... (—2h
By mp|oanes BB { M Sy e

(x,y)EB

(A.198)
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A.1. Utledninger fra kapittel 2

1 1 ,
1ﬂ r1B (x',y")eB 77“13 (xy)EBvﬁ ‘R
(x,y)€B (x,9)€B
[, 6hB8 +8) 38 +B) (R
S AT GRS, P RB)
_ 6h(8" +B)  3(8 +B)?
N RN S P Ra
(A.199)
Dermed er,
, 0 1 , ,
B {— oy T +V g v TlB:|( es
(x, y)GB
/ i 2
= ¢ [—5133 {1+ 6h(ﬁR2+ﬁ) _ 35+ 5) +} (—=2h+ B + )
1 1
6h(6'+B)  3(8 +B)* b o L
+ {H B R +} Vi -VlRJ (A.200)
i 1 12~
Vi VR (ﬁVR)+BV
=-V,- ((ﬁ’ +ﬁ)V’1Rl> (B +6)V’2 (A.201)

1 /
(x, y)EB

6h (5 + B)

7’13}( y')eB

3(8" + B)?

o'
T .
=95 [ R%{l 7 2R

} (8" + B)V’2

V- ((B’ + B)V’lél)]

GhE +B) BB AR
R 2R

GhY +B) BB AP }
R2 oR2

+%W+m[

/ h(B' + )
_(’53{“ R 2R?

_|_
+

— |1

+

0 02

=95 50m a(2h) R

62
{3(%)25’4
v / v/ 1
¢31'Qﬁ+m Wﬁ)
1

=—va(¢mw+mva

a(2h)?2 Ry

3(8"+ B)? +} V3~((6’+6)

]:0

! + V2

R1> + (6" +B)Vidp -V

+} (—2h+ B+ B)

12
WRJ+

4 ;1) (A.202)
(A.203)

, 1

— A.204
w (a2
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A. Detaljer i matematisk formulering

/ 9 1 /
o5 {_ +V15 WV TlB}(X',y')EB
(x,y)EB
0 1 (B +8) 36 +8) / VI |
¢Ba(2h) + [1 72 - 2R +... | (B"+B)V o5 - VIF
o 1 , 6h /
~ b+ Vidls [ (84 ) (8 — (B g+ | Vit
o 1 , 1, 5 02 , 1
¢Ba(2h) + V¢ - [(5 +8) — (5 +5)ﬁ 6(5 +5)5’(2h)2+“}v131
(A.205)

1 , 0 1
_%/ {‘éBaan}[dS]
0

= 27r/¢362h —-dx +*/V1¢B [(3 +B) — (5/+5)2m

(6 +6 1de

_ T _ik-x'—2kh
N 27T/¢B82h {k }

+—/V¢B 67+ 5)~ 55+ 57

( h)

(5 +8)° (82) ] ViF~ {2]: e“"X’%h} dx’

— ‘/—_'71 {GQkh/ ¢/Beik<x,dx/}
k ) _ )
_|_.F71 {_EQkhlk / vlqu/B(,B,_Fﬁ)eilk.x dx/}
1 e R
_ 5J:fl {e2khik-/ V/1¢/B(B/ +B)2672k~x dx’} +
:]_'—1 {6_2kh]:{¢lB}}

e PTG 4 )
1

= o e F{VIop(8 + 6 +

_F1 {672kh(£18}
— F e (A k- BRdlp)} )

S F e Ay - R0 1 2pA) | +

— F { “2h (G ATk — Ag/g)}
+ F e (ki — A}
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1. Utledninger fra kapittel 2

1 .
+ 58 F {2 4 (A.206)

Det vil si,

1 o 1

5 [ o] 081 = 7 e — Ak - A2}
+BF ek - A} 4 g F g 1 o) (A20m)

som tilsvarer likning (15) i Grue (2020).

Setter alle ledd tilbake inn i Fourier-transformert versjon av A.159, slik at

Fon =7 {5 [ (1+T113)§Z'[d5] }
Lot (bt )
—]‘—{%/ 625/3,[615]3}
L fadt) e

Hvert ledd er gitt i henholdsvis likning A.163, A.177, A.194 og A.207. Vi far
dermed,

Qe—kh

— b+ F{prt {20} +f{;52f—1 {%e"“%}} +
2% By [k + F {5?1 {26—%& }} +F { %52?1 {le_khBl}} +

— A= F{pFH {kdn}} +08%)

+ e MGy — Ay fk— Aof2) + F{BF T {e M (kdlp - A)} )
}'{;[5’2}"1 {e—%hk%%g}} +0(6%) (A.209)

bp =

En omorganisering og multiplikasjon med k gir,
0= 26 (V4 By) — Ay — kdly + =20 (ks — Ay — Ay /2)
+kF{BF 1 {2 (Vh + Br) - kdlp + e (kb — A1)}
1 A A - .
+ kf{252f1 {%e*khvg +2ke * By + e%hk2¢jg}} +0(8")
(A.210)

Som Grue (2020) kan vi definere W = V}, 4+ B; og e; = e *" slik at,
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A. Detaljer i matematisk formulering

0=2e1W — (1+e2)A; — (1 — eD)kdy — ke Ay/2
+EF {B]—"‘l {2e1W kel + 2kl — /11)}}
—Hc]—"{ B2F- { (2e1W+e§k¢>B)}} +0(8?) (A.211)

I tillegg kan vi definere kW = 2e, W — (1 — e)kdly — (14 €3)A; — €2k Ay /2, slik
at

A

Y1 =2eW — kdly + e3(kdly — Ay)
:261W (1—61)k¢B (1—|—6%)A1 —€1l€A2/2+A1—|—6%]€A2/2
= kU + A, + 2kAy /2 (A.212)

0g,

A

Ty = k[2e; W + e2ky]
=k [Qelw (1 - e)kdly — (1+ ) A — e2kAs/2+ kdly + (1 + €2) A, + elkAQ/z}
=k [k\IJ +kdlg + (1 +e2)A; + e2kAy)2 (A.213)

som gir

(1—eD)kdly = 2e1W — (14 €2)A; — ke? Ay /2

+kF {ml + ;5%2} +0O(8?) (A.214)

A~ 2 A
Definerer kR = —%(111%?)142 + ﬁ]—'{ﬁl’l + 18%Y5}, og deler pa (1 — e})
slik at potensialet langs bunnen kan skrives som,

k' = W/ sinh(kh) — A/ tanh(kh) + kR (A.215)
Vi har at W = V}, + By = ktanh(kh) [¢>F - ]—'{5VF}] o slik at
o F |0r — F{oVi}] | LN
5 = cosh(kh) (cosh(kh) sinh(kh) tanh(kh)) 1 HAR
§ {QBF _ HWF}} h(kh)A; + kR A
cohGEn) e (kh)A; + kR (A.216)

Dette tilsvarer likning (19) i Grue (2020).
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A.2. Utledninger fra kapittel 3

A.2 Utledninger fra kapittel 3

Denne seksjonen inneholder mer detaljerte utledninger av likninger presentert i
kapittel 3.

A.2.1 En tilnerming til restleddet

Vi ser pa det vi betegner som restleddet, kR og gnsker & finne en tilnserming
til orden O(3?). Videre bruker vi fglgende notasjon,

S = sinh(kh) = % (eMh — e~k (A.217)
1

C' = cosh(kh) = (eM + e~ kM) (A.218)
ekh _ o—kh

Likning A.216 kan multipliseres med 5, slik at
Skdp = kT [&F - f{avF}} ~TSA; + SkR (A.220)
Setter vi inn i uttrykk for W og far vi,
W = kT [&F - f{dVF}] e
= Skop +TSA, — SER + A, /C (A.221)
Dette gir,

~

o ~ A N
2e/W = 2, Skop + 2e1 (S + 1>?1 — 2e1S5kR (A.222)

Ser at 2¢1.S = 1 — e?. Da kan vi skrive om fglgende ledd,

o 1 A 1
26151€R = —§€%k‘Az + kF {ﬁTl + 262T2} (A.223)

I tillegg har vi,

. . A1, 1
261W = (1 — ef)k(ZSB + 261(S2 + 1)61 + 56?/€A2 — kF {BTl + 252T2}
(A.224)

Dette settes inn i uttrykk for k\f!,
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A. Detaljer i matematisk formulering

kW =2, W — (1 — 2)kdp — (1 +e2)A; — %ekaQ
277 2 2 Al 1 274 1 2
:(1—€l)k¢3+2€1(5 +1)6+§€1k142—k./—" /BT1+§B TQ
N N 1 N
— (1 — €%)k‘¢3 — (1 + 6%)141 — 56%]&42
241 N 1
= [2e1(55) —(1+ e%)} Ay —kF {ﬁTl + 2ﬁ2T2} (A.225)

Igjen settes dette inn i utrykk for Tl,

. S?+1 5 1 A A
T, = {261( CJF ) _ (1+ e%)} Ay —kF {ml + 25%2} + Ay + kA2
2
— |:261 (5 CJF D + e%] A — k]—'{BTl + ;5%2} + kAy/2 (A.226)

Etter flere omskrivninger finner vi at,

(S*+1) 2
C

2, =1 (A.227)

Dermed blir

N o . 1
T, = A + kA2 — kF {ml + 252T2}
= A, +0(5?) (A.228)
Pa tilsvarende vis blir fg, med 261W innsatt,
Ty = k(k¥ + kop)

= k(261W + e%kég — (1 + 6%)141)
2e1(S? +1)

=k2¢p +k . —2e,C| Ay + O(5?) (A.229)
En omskrivning avslgrer at,
2 241
208+ 50y (A.230)
C
slik at
Ty = k2pp + O(B?) (A.231)

Dermed kan en tilnserming til restleddet uttrykkes ved,

. k 1 A
=g o foas fprwhnt b o) (am)
1 1
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TILLEGG B

Figurer og tabeller
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B. Figurer og tabeller

T=66.8; Fr = 0.6264 T=101.52; Fr = 0.6264
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Figur B.1: Skip som beveger seg inn i grunnere region slik at F'ry = 0.95. Rod rektangel viser skipets posisjon. Figurer (a)-(d) viser hvordan
bglgesystemet utvikler seg over tid. Skipet har reist 1km mellom hvert plot. Vanndybder hy = 46m og ho = 20 er brukt. Den grunnere
regionen av beregningsomrade begynner ved x; = 0.46km. Skipet begynner ved z; = 0.096km. x( angir hvor langt skipet har reist i forhold
til denne startposisjonen.
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B. Figurer og tabeller

T=170.92; Fr, = 0.6264; Fry = 0.95;
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-0.15
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Figur B.3: Skip med lokalt Froude-tall Fro = 0.95 for dimensjonslgs tid
T+\/g/h1 = 170.92. Figur viser profilplott av linje normalt pa bglger som
brer seg ut til siden.
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B. Figurer og tabeller
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Figur B.5: Oppstrgmsbglgen over tid for F'ro = 1.05. De fire kurvene tilsvarer et snitt langs 7 aksen, midt i kanalen. Tilsvarende konturplott
er vist i figur (7). Alle kurver er plottet slik at z; = 0 tilsvarer midten av skipet ved angitt tid, T. Tiden er skalert slik at T' = %\l.
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T=154.68; Fr, = 0.6923; Fry = 1.05
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Figur B.6: Skip med lokalt Froude-tall F'ro = 1.05 for dimensjonslgs tid
T+/g/h1 = 154.68. Figur viser profilplott av linje normalt pa bglger som
brer seg ut til siden.
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Figur B.7: Skip som beveger seg inn i grunnere region slik at Fro = 1.10. Rgd rektangel viser skipets posisjon. Figurer (a)-(d) viser hvordan
bolgesystemet utvikler seg over tid. Skipet har reist 1km mellom hvert plot. Vanndybder hy = 46m og ho = 20 er brukt. Den grunnere
regionen av beregningsomrade begynner ved x; = 0.46km. Skipet begynner ved z; = 0.096km. x(y angir hvor langt skipet har reist i forhold
til denne startposisjonen.
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B. Figurer og tabeller
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Figur B.9: Skip med lokalt Froude-tall Fro = 1.10 for dimensjonslgs tid
T+\/g/h1 = 147.68. Figur viser profilplott av linje normalt pa bglger som
brer seg ut til siden.
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TILLEGG C

Kildekode

C.0.1 Todimensjonal simulering

function main2D
L = 200; N = 1200; dx = L/N;
NT 2000; dt = 0.04; TO = 25xdt; %T=80

% k-vector definitions

ko = 2xpi/L; k = kO (-(N/2):(N/2)-1);

ks = ifftshift(k); ks(1l) = 0.000001; ksa = abs(ks);
ksl = ks./ksa;

el = exp(-ksa);

% Wave tank
xF = linspace(-L/2,L/2-dx,N);
Fr = 0.5328; %Froude number

% Frequency
om = sqrt(ksa.xtanh(ksa)); % dimensionless w+

% Setting initial conditions

Z1 = 0.0xxF;

Z2 = 0.0xxF;

xa = 10; % depth variation starts here

xb = 25; % depth variation ends here

dh = 0.6957; % height difference for depth variation
a = 0.35; % steepness

beta = 0.5xdhx(tanh(ax(xF-xa)) - tanh(ax(xF-xb)));

function [DD] = delta(tt)
% Returns pressure distribution at time tt.
% ALl lengths are divided by h=50m.
do = 0.1490; LO = 2.283;
x00 = xa; % ship starts in middle of F
eps0=0.00000001;
x=(xF-x00)/L0;
f=1-X."6;
f(f<eps0)=0;
delta = -dOxf;

X0=-8+Fr*(tt+TOx(1-pi/2));
if tt <= TOx(pi/2)
X0=-8+Fr*xTOx(1-cos(tt/TO));

end
Do = fft(delta)*L/N;
DD = exp(-1i*x0xks).*DO;
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C. Kildekode

end

function [aln] = A(KPHIB, n)
%Returns flux term Al for specified n
phiBx = ifft(lixksl.xkPHIB)=*N/L;
aln = lixks.+fft((beta.”n).*phiBx)=*L/N;
end

function [RHS1, RHS2] = RHS(Z1,Z72,tt)

%Returns right hand side of differential equation

U=Fr;

if tt <= TOx(pi/2)
U=Fr*xsin(tt/T0);

end

DD = delta(tt);

VOF = -Uxlixks.x*DD;

kPHIOF = VOF./tanh(ksa);

VARPHI = (-sin(omxtt).*Z1 + cos(omxtt).*Z2)./om;

kPHI = ksa.*VARPHI + kPHIOF;

kPHIB1 = kPHI./cosh(ksa);

Al = A(KPHIB1,1);

A2 = A(KPHIB1,2);

for ii=1:4
kPHIB=kPHIB1-Al.x*tanh(ksa);
kPHIB=kPHIB-0.5%(ksa.*el.”2).xA2./(1-el."2);
upsl=ifft(Al)*(N/L);
kPHIB=kPHIB+ksa.x*xfft(beta.*upsl)*(L/N)./(1-el.72);
ups2=ifft(ksa.*kPHIB1)x*(N/L);
kPHIB=kPHIB+ksa.xfft(beta.”2.xups2)*(L/N)./(1-el.72);
Al=A(KPHIB,1);
A2=A(KPHIB,?2);

end
H1 = Al./cosh(ksa);
H2 = 0.0*om;

RHS1 = cos(omxtt).xH1l - sin(omxtt).xH2;
RHS2 = sin(omxtt).xH1 + cos(omxtt).*xH2;
end

% Time integration schemes

function [Z1 p, Z2_p] = RK2(Z1,Z2,tt)
%sIntegrates using RK2 method
[K11, K12] = RHS(Z1,72,tt);
[K21, K22] = RHS(Z1+K11lxdt,Z2+K12xdt,tt+dt);
Z1 p =71 + (K11 + K21)*(dt/2);
Z2_p = 72 + (K12 + K22)*(dt/2);

end

function [Z1_p, Z2_p] = RK4(Z1,Z2,tt)
%Integrates using RK4 method

[K11, K12] = RHS(Z1,Z2,tt);

[K21, K22] = RHS(Z1+K11xdt/2,Z2+K12xdt/2,tt+dt/2);
[K31, K32] = RHS(Z1+K21xdt/2,Z2+K22xdt/2,tt+dt/2);
[K41, K42] = RHS(Z1+K31xdt,Z2+K32xdt,tt+dt);

Z1 p = 7Z1 + (K11 + 2xK21 + 2xK31 + K41)=*(dt/6);
Z2_p = 72 + (K12 + 2xK22 + 2xK32 + K42)x*(dt/6);
end

% Time-stepping

for nn=1:NT
tt=nnxdt;
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[Z1p, Z2p] = RK4(Z1,Z2,tt);

Z1 = Z1p;
72 = 7Z2p;
end

% Surface elevation at time NT

ETA = cos(om«xNT*dt).*Z1 + sin(om*NT*dt).xZ2;

eta = real (ifft(ETA)*(N/L));

save(’/Users/RORA/Desktop/file.mat’,'eta’”)
end
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C.0.2 Tredimensjonal simulering

function RK3D
Lx=250; Nx=1500; dx=Lx/Nx;
Ly=156; Ny=408; dy=Ly/Ny;

xF=linspace(-Lx/2,Lx/2-dx,Nx);
yF=linspace(-Ly/2,Ly/2-dy,Ny);
[X,Y]=meshgrid (xF,yF);

NT=4500; dt=0.04; T0=25xdt; %T=120

kOx=2xpi/Lx; kx=kOx*(-(Nx/2):(Nx/2)-1);
ksx=ifftshift(kx); ksx(1)=0.000001;
kOy=2xpi/Ly; ky=kOyx*(-(Ny/2):(Ny/2)-1);
ksy=ifftshift(ky); ksy(1)=0.000001;
[Kx,Ky]=meshgrid(ksx,ksy);

ksa=sqrt (Kx.”2+Ky."2);

Kx1=Kx./ksa; Kyl=Ky./ksa;

el=exp(-ksa);

om=sqrt(ksa.x+tanh(ksa));
Fr = 0.6594; %Fr2=1.00
Z1=0.0xom; Z2=0.0xom;

% Defines depth change.

xa = 10; xb = 125;

Xa 10; xb = 25;

dh = 0.565; a = 0.35; % h2=20m

beta = 0.5xdhx(tanh(ax(X-xa)) - tanh(ax(X-xb)));

%Checkk:
S=0;
delta=ifft2(DD(0))*(Nx/Lx)*(Ny/Ly);
for i=1:1length(delta)
S=S+sum(delta(:,i));
end
volum = Sxdx*xdy*46”°3 %should be 36 000 m"3

for nn=1:NT
t=nnxdt;
[Z1p,Z2p]=RK4(Z1,Z2,t);
Z1=71+Z1p;
12=72+72p;

end

ETA = cos(omxt).*Z1 + sin(omxt).=*Z2;
eta = real (ifft2(ETA)=*(Nx/Lx)=*(Ny/Ly));
save(’/Users/RORA/Desktop/file.mat’, 'eta’)

function [D] = DD(tt)
%Defines ship form. Returns ship at time tt.
do = 0.035442; LO = 2.283; WO = 1.52; %4x with of Color Magic/Fantasy
x00 = xa; y00 = 0.0;
eps0=0.00000001;
x=(X-x00)/L0;
y=(Y-y00)/W0;
f=1-x.78-y."6;
f(f<eps0)=0;
delta = -dOxf;
DO = fft2(delta)*(Lx/Nx)=*(Ly/Ny);
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X0 = -8+Frx(tt+TO*(1-pi/2));
if tt <= TOx(pi/2)
X0 = -8+Fr*TOx(1l-cos(tt/T0O));
end
D = exp(-1ixKx*x0).*DO;
end

function [A1]=A(kPHIB,n)
phiBx=1fft2(1i*Kx1.xkPHIB)x*(Nx/Lx)*(Ny/Ly);
phiBy=1ifft2(1i*Kyl.*kPHIB)x*(Nx/Lx)*(Ny/Ly);
alx=fft2(beta.”n.x*phiBx)*(Lx/Nx)*(Ly/Ny);
aly=fft2(beta.”n.*phiBy)* (Lx/Nx)x*(Ly/Ny);
Al=1ix(Kx.*xalx+Ky.x*aly);

end

function [RHS1,RHS2]=RHS(Z1,Z2,tt)

U= Fr;

if tt <= TOx(pi/2)
U = Frxsin(tt/T0);

end

VOF=-Ux1ixKx.xDD(tt);

kPHIOF=VOF./tanh(ksa);

kVARPHI=ksa.*(-sin(om*tt).*Z1l+cos (om*tt).*Z2)./om;

kPHI=KPHIOF+kVARPHI;

kPHIB1=kPHI./cosh(ksa);

A1=A(kPHIB1,1);

A2=A(kPHIB1,2);

for ii=1:4
kPHIB=kPHIB1-Al.x*xtanh(ksa);
kPHIB=kPHIB-0.5*(ksa.*xel.”2).*A2./(1-el1.72);
upsl=ifft2(A1l)x*(Nx/Lx)*(Ny/Ly);
ups2=ifft2(ksa.*kPHIB)x*(Nx/Lx)*(Ny/Ly);
kPHIB=kPHIB+ksa.*fft2 (beta.+upsl + beta.”2.*ups2)*(Lx/Nx)*(Ly/Ny)./(1-el."2);
Al=A(kPHIB,1); A2=A(kPHIB,2);

end
H1=Al./cosh(ksa);
H2=0.0.x*om;

RHS1=cos (om*tt).*H1-sin(omxtt) .*H2;
RHS2=sin(om*tt) .*Hl+cos (omktt) .*H2;
end

function [Z1lp,Z2p]=RK2(Z1,Z2,tt)
[K11,K12]=RHS(Z1,72,tt);
[K21,K22]=RHS (Z1+K11l*dt, Z2+K12*dt, tt+dt);
Z1p=0.5xdt* (K11+K21);
Z2p=0.5xdt* (K12+K22) ;

end

function [Z1p, Z2p] = RK4(Z1,Z2,tt)
%sIntegrates using RK4 method
[K11, K12] = RHS(Z1,Z2,tt);
[K21, K22] = RHS(Z1+K11lxdt/2,Z2+K12*dt/2,tt+dt/2);
[K31, K32] = RHS(Z1+K21xdt/2,Z2+K22xdt/2,tt+dt/2);

[K41, K42] = RHS(Z1+K31xdt,Z2+K32xdt,tt+dt);
Zlp = (K11 + 2xK21 + 2xK31 + K41)x*(dt/6);
Z2p = (K12 + 2xK22 + 2xK32 + K42)x*(dt/6);

end
end
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