Januar 1968.

Statistical Memoirs no. 2 1968
Matematisk institutt . Universietet 1 Oslo.

Forelesninger i

OPERATORMETODER I SANNSYNLIGHETSREGNING
ved Erling Sverdrup
bearbeidet og utvidet ac cand.mag. Tore Scwederxr

a) Genererende funksjoner generelt S. 1
b) Genererende funksjoner i markovkjeder s. 13

c) Genererende funksjoner i fg¢dsels- og
dpdsprosesser S. 25

d) Lagplacetransformasjon i markovprosesser s. 41

e) Potensering av matriser s. 46



GENERERENDE FUNKSJONER.

a) Genererende funksjon generelt.

Gitt en reell funksjon f .fra den naturlige tall-
linje dvs. en sekvens f(0),f(1),f(2),+.. « Hvis summen
?Ks) = ﬁf; s £(n) konvergerer i et omride CEIREINS
kalles n;} den genererende funksjon for f.

Til en genererende funksjon ¢9 svarer det bare en
sekvens f. For q? er pr. definisjon analytisk i en

omegn om O, og kan derfor utvikles entydig i taylor-

rekke om O.
Det er altsd en-entydig sammenheng mellom genererende
funksjoner og sekvenser som har genererende funksjon.

Hvis f er en elementer sannsynlighetsfunksjon for

X = heretter %i%t en fordelingsfunksjon eller fordelingen
til X - er ) f(n) = 1. Felgelig konvergerer ¢ (s)

n=0 ;
absolutt i omradet l}1,1:} 4)"genererer" den elementare

sannsynlighetsfunksjon idet f(n) = (én)(O)/n!
oo
Hvis EX =Y _ nf(n) <@ da konvergerer ogsé
" =C

nsn-1f(n) absolutt i [—1,1_!, 09 p'(s) =

nsn'1f(n).

Hvis omvendt ?)'(s) er kontinuerlig og endelig i

Y SINE

)

1,1] eller ekvivalent ?)'(1) er endelig, da har vi
O
'(1) = > nf(n) = EX <o -

w0
Altsd har vi EX =:?'(1) likegyldig om EX er

endelig eller uendelig.



Pa samme vis far vi ?;"(1) = EX(X-1) og dermed

var X = EX(X-1)+EX-(EX)2 = C{p"(ﬂ*’?)'“)—?)'(") .

Eks.1.

X er poissonfordelt A .

Fordelingen g til X er gitt ved

A=A
g(n) = ;1)-\-.- e
Den tilhgrende genererende funksjon er
50 n_ _ g _
F(s) =2 _ 5" %# e e.x e/{S = éA(S R
n=p °

=,2e1(5'1) £ (s) :~\262(s-1)

EX =g '(1) = A varX=)\2+;!-}2 =A.

b) Konvolusjon.

Det er fgrst og fremst i forbindelse med konvolu-
sjoner at den genererende funksjon er nyttig.

Gitt to uavhengige stokastiske variable X og Y
med fordeling f og g. Z = X+Y har fordeling k gitt
ved k(n) = ZE: g(i) f(n-i). Z kalles konvolusjonen av
X 09 Y, oézok konvolusjonen av g og f.

Generelt sier vi at sekvensen k er konvolusjonen

av sekvensene g og f hvis

n
k(n) = E g(i) f(n-i), det skrives k = f x g.



Anta at g og f har genererende funksjoner ¥ og
¢ henholdsvis. La <-s_,s_ > vare et intervall (s, >0)
hvor bade ¥ og @ konvergerer absolutt.

I omradet <4so,so> har vi

>SS £(i) a(j) it

i=0 j=0

X
——
w
S
T
"e)
—
(2]
S
>
wn
S~—
1l

Vi har altsa vist setningen:

Hvis f o9 ¢ har genererende funksjon @ og @ , sa
¥

har konvolusjonen av f o0og g : k = f ¥ g genererende

funksijon D\ 4JS 7(s)

I tilfellet der f og g er fordelingsfunksjoner,

kunne resultatet ogsd vert insett slik

idet sx 0g sY er stokastisk uavhengige. Generelt, hvis

X1,...,X er uﬁvh?n#ige med fordelingsfunksjoner ‘f1’,,.,fn
sd har 3—_ X; fordelinzsfunksjon = fq ¥ f, % oo x £
og af(s = ¢b ...?%(s)

Hvis X1,..,,A er uavhengig identisk fordelt med
fordeling f, har Z:: X; fordeling k =f = f % ...
x £ = £ og o (s) \f(s



Eksempel 2.

X1,...,Xn er uavhengige og identisk fordelt meq

fordelingsfunksjon f

£(0) = 1-p,£(1) = p, ¢(s) =1-p+p s
n o
Z =2 X. har fordeling k og genererende funksjon
=T

n . i s
(1-prps)™ = 3__(7) p*(1-0)"7F s*

*

(s)

iy 1 -1 . :

dermed k(i)

[ O i >n

Herav fglger at Z er binomisk fordelt (n,p). Som kjent

kan dette o0gsad innsees ved komhina*n=is'' resonnement

Eksempel 3.

X1,X2,...,Xn er uavhengige og identisk geometrisk

fordelt med parameter p.

f(n) = p (1--10)n-1 N =1y29000
f£(0) =0
w_ . _
@(S) = ps };_;___;Eﬁ-p),n L. TS ?-p
n
Z = }f: X; har genererende funksjon
l:
s o0 . .
As) = Qo) = =Ll —— = () (M) (1-p)F (o)}
[]-5(1-p§]n i=0 *
v nti-1, n i n+i %0 j=-1,.n j-n_J
= Z:%( DR (1-p) T = (07 0)p" N (1-p) P s
i= j=n

altsa er den elementere sannsynlighetsfunksjon for Z

-1 j = .
1)pn(1-p)J n J = n,ntl,...



Dette kan man vise ved kombinatorisk rcsonncment.

Legg merke til at vi i begge eksemplene har gjort
nytte av den en-entydige korrespondanse mellom sekvenser og
genererende funksjoner: Vi fant ferst den genererende

funksjon, og dernest den tilhgrende fordeling.

Eksempel 4. "Fgrste passering:"

Xi3Xysees €T uavhengige og identisk fordelt
Pr(X; =1) =p,Pr(x; = -1) = 1-p,

n
s, =§xi.

Denne modellen refererer seg til en bernoulli for-
spksserie hvor vi setter Xn = 1 hvis begivenheten A
opptrer i n-te forsek og X = -1 hvis A  opptrer i
n-te forsok.

Eksempel pa denne situasjonen er en mann som spiller,

og ma ut med 1 hver gang han taper, mens han far 1 hver

gang han vinner.

5, = ditferensen - Z.ow aniel:i A uy antail A.

I eksempelet er Sn nettogevinsten. Var spiller har bestemt

seg for & slutte med en gang han far positiv nettogevinst.



Hva er sannsynligheten for at han stopper etter neyaktig
n spill ?
Hva er sannsynligheten f(n) for begivenheten

{sn = 1] Q{Z”g s_ < 1} ?

/

“,

NS rL

N \ o N / A 18
VRN S

\\\ //‘ ‘\\// ’
i

Hva er med andre ord sannsynligheten for at S, for
fgrste gang er positiv (= 1) etter n-te forsgk ?

Vi skal generelt finne sannsynlighet for at forste
passering gjennom x skjer i n - altsa sannsynligheten
j(x)(n) for begivenheten

1

. . n- 4
{Sn = xjf)%£11 Sr<x } x >0

For & komme til x > 1, md man passere 1. Etter &
ha passert 1 forste gang, md8 vi ha nettogevinst pa x-1

i de resterende forsgk. La oss definere

n
r _
Sn _.5:: Xi

i=r+1
Feprste passering gjennom x i n hvis og bare hvis

n-1{
rL=j1 3[81(1'} 0o Sr-1<1nsr - 1]

r r T r _



Siden enkeltforsgkene er uavhengige, er de to begivenhetene

som er snittet med hverandre uavhengige. Altsd har vi

| -1
,é(x)(n) -3 1;’z(r)[(x_”(n-r),
r:

ved & definere [KX)(O) = 0, har vi

Z(x) _ {x/(x-1) s

: o _ 2 (%) n
For de genererende funksjonene A !s) => [ (n)s
n=0
gjelder dermed
AL () = |Ats) ] (As) =AM (s))
N& har vi imidlertid
L) = () = (1-p)-LP(a-1)  n >
/.
S
et
R
WA AV
NN
58]
Dermed A(s) = ps+(1-p) s > £(2)(n-1) g1
n=2
Als) = ps+(1-p) s |A(s)]?
s
som gir
1
Als) = 12 V1-ap(1-p)s2
2(1-p)s ’
. . . _1+Y1-4p(1-p)s
N& er imidlertid ikke ;\1(5) = D noen
genererende funksjon, 531 er jo ikke engang definert i

0. Altsd har vi den genererende funksjonen til A er
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—
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~
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folgelig ,{(2n-1) n=142500s

((2n) =0

La oss finne sannsynligheten f for at spilleren for eller

siden skal stoppe.

Forventet antall spill fgr spilleren stopper
(= EN) er selvfolgelig = Q@ for p <;% . Ved derivasjon

finner en
1—]1-2p'

Al = 2{1-p)|1-2p|
( e for p € %




" La X1,X2,... vaere uavhengige stokastiske variable.
X'ene har alle sannsynlighetsfunksjon f og genererende
funksjon qo y N har sannsynlighetsfunksjon g og
genererende funksjon 3~ . Vi skal finne den elementzre

sannsynlighetsfunksjon k for

Vi ser at

Eﬁ(s) = Es? 4{Es 1_J = ELE(Siz1
E B?(S)N] =5 ({(s

1

Eksempel .

Bedriftsulykker i en n®ring antaes & felge en
Poissonsk punktprosess med ulykkesintensitet A @gjennom—
snitlig antall ulykker pr. tidsenhet). Antall arbeidere X

som blir skadet ved en ulykke er geometrisk fordelt ; x=1,2,...

Pr(X = x) = p(1-p)x-1. Vi er interessert i fordelingen for

antall skadede arbeidere Y 1 et tidsinter-

Vi ser at
vall av lengde t. /antall ulykker N 1 tidsintervallet er

Poissonfordelt med parameter At o0g altsa genererende

-
funksjon e_zt+ﬂts. Antall skadede arbeidere X ved en

ulykke har genererende funksjon T:g%%:ET . Den

genererende funksjon for Y blir da

S
3 (s) = e-htékt 1'5i1'pj

Herav
Y = At var Y = At 2-p
P p
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Anta at den genererende funksjonen §7 er rasjonal,

s) = %{%% der U og V er polynomer. Eventuelle

felles faktorer for U og V antaes forkortet bort. Hvis
graden til U er mindre enn graden m til V, og hvis

m rettene S i V er forskjellige, kan
—T—% delbrwkoppspaltes

US_*:-— 1

Vis ?37 53'5
o . . o Uls 2 95 '
For & finne g; ser vi pd v%g%(si-s) = Z;; - (si—s),
setter s = s; o9 far ’ ’
u(s,)
9 = VTTEZT

Siden %3(5) er analytisk ner origo er ingen s lik O.
Anta at S, er nullpunktet med minst modul. For

‘s |<‘{s1|, har vi

, Jm_ 9 m_ 9. -1 m_ g, @ n
Pls) =z _ gl =3 _st-0)7 =32 5t ()
j=1 7] j=1 7] J j=1 73 n=0 7
B m g.
=> > "‘%ﬁ)'sn
n=0 j=1 s.
J
m g U(sj) ]
Dermed har vi f(n) =9 _ —i—= =35 ; .
£— " n+i — V' (s.) n+ 1
j=1 Sj j=1 J sj
Siden S1 har minst modul, har vi
U(s,) 1
f(n) T e asymptotisk. Dette er ofte en god
1 S
y

approximasjon.

Hvis U ikke har mindre grad enn V, kan vi skrive



U, (s)
= P(s)-kv%ET— der P er polynom, og behandle

Uy (s)
VTET— som ovenfor.

Eksempel.
La f(n) = sannsynligheten for at man far et like
(jevnt) antall heldige utfall ved n bernoulli forsek.

f(n) = (1-p) £(n-1)+p(1-£f(n-1)) = p+(1-2p)f(n-1) n 1

Hvis ferste forsgk er heldig ma vi nemlig ha et odde antall
i de n-1 og omvendt.

Vi har f(0) =1 f(1)

1-p og felgelig

) X~ -
P(s) =% _f(n) s" = 1-*2::}p+(1-2p)f(n—1zjsn
n=0 n=1"%
S X n-1
= 1+8=+ s (1-2p)§:;f(n-1) s
n -
P(s) = 1+5%= + s(1-2p)P(s)

1-s+ 1 1 1
Pls) = [1-(1-;p§§][1-qj T2 T-s 72 T-(1-2p)s
For ’31 <1, har vi ?Ns) =3 1+(1—2p)§]sn.

Altsh £(n) = 2(1+(1-2p)") |
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Under er det gitt en tabell over nyttige egenskaper

ved den genererende funksjon.

Opprinnelig funksjon n 2 0 enercrende funksjon
Betegnes med latinske betegnes med tilsvarende
bokstaver greskec bokstaver
£(n) g?(s)
f(n)+g(n) P(s) + ¥ (s)
k * f(n) ; k recl k e %Xs)
£(n-1) 3 £(-1) =0 s cp(s)
£(n+1) 1
e (P(s) - £(0))
an 3 a reel 1
1-as
1 -
1=-5
na” _as
(1-as)2'
n S
(1-5)°
fa
a"f(n) P (as)
n- f(n) sp’(s)
n
A A
nz °© s A reel e-7\ +s
| N- .
(M) p"(1-p)™ 5 n=0,..,N (1-p+ps)¥
«L+ntl 15 o
( ) p (1-p) 34 >0 (1-(1-—p)s )

n
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b) Genererende funksjoner i markovkjeder &

0
Gitt en Markovkjede {kn}nzo med et endelig antall

tilstander 1,24...,N, overgangsmatrise P og initial-
-
fordeling p = Lp1,-..,p§].
La pi(n) = Pr(Xn = i) og p(n) = Ip1(n),...,pN(nﬂ .

Da har vi

p(0) = p og p(n+1) = p(n)+p = p-p"*

De genererende funksjonene 7[1(5); i=15..0,N er

definert ved

n=
Siden pi(n) alle er sannsynligheter, konvergerer
Z?i absolutt i omrddet €-1,1,. Legg merke til at pi(n)
som funksjon av n ikke er noen fordelingsfunksjon.

Den genererende vektorfunksjonen T (s) er definert

ved
T(s) = [77»1(5)5--.,?'1\](53
I ligningen p(n+1) = p(n) P multipliseres med
sn+1 og summeres. Det gir

—

1 [ (e)-p(0)] =T (s)-p

Dette gir, ved at p = p(0) og I betegner N yN enhets-

matrisen,
T (s)-s7(s)P = p

T(s) @—s?} = p

T (s) = p- @-SP>-1

* Basert p& Ioward:"DYNAMIC PROGFAMMING AND MARKOV PROCESSES”.
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I en omegn om origo vil I-sP  vere ikke-singuler,

og den inverse vil dermed eksistere.

Eksempel 1.

En mann spiller med en mynt og en terning. Hvis han i
n-te spill skal knipse mynten, er han i tilstand 1, hvis
han skal sla terning er han i tilstand 2. Spillereglene
gdr ut pa at fra tilstand 1 kommer han  til tilstand <

hvis mynten viser krone, fra 2 til 1 hvis terningen

viser ett oye.

11
2 2
S PR R AR
59
.8 8|
2 2
I-sP =
S92
76 6
3s ]
| : ( 1 s) (3-5)(1-55l
@-5P3-1 = % ‘ !
1 s 6-3s
-s)(1-s) (3-5)(1-s)_

Ved delbrek oppspalting far vi

I S A s 1 _ 3.1
. 1 ’ 2 1-s 6 1.8 2 1=-s 2 1.8
@—SP) =5 3 3
I NI R 31 1.1
21-s 2 s 2 1-s 2,8
3 34




N
Nw plw
Ml
1
Dlw

v "b'—"
Wi

x _ §_ j
— E::,{ 2|+ (_é_)n
n=0 3

4

IN Ea N
D= Dl
1
D= MW ‘
.
(2]
o]

]

Folgelig

) PO
T(s) = p@-s)"" = :Z%(Ei %H%)n}}i <4 - %‘}} <"

Vi ser at nar n 3~ , har vi for alle qg:

p(n) > -l—%] som er stasjonmrfordelingen for

~J

prosessen. Vi skriver 1lim p(n) = p.

Eksempel 2.

En drosjesjafer opererer i et distrikt med 3 byer
Ay, B og C. Han far bare turer mellom og innen byene.
Hvis han pd tidspunkt n er i A, er X, =1, i

B X =2 ogi C X = 3.

n
111
2 4 4
. 1 1
Overgangsmatrisen P = 5 0 5
111
_442.__}
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4-2s =5 -s
I-sP = % -2s 4 -2s
-s -s  4-2s
)
-252-8s+16 -s2+4s 252+4s -
" -1 1 2 2 2
[-sP)™' = ~28+8s 35°-16s+16 -25°+8s
- 3 2
s -5"=-16s5+16 > > 5
2s+4s -5 t4s -257-8s+16
. 3 2 L .
Siden s -s%«16s+16 = (1-s)(4-s)(4+s) gir delbrok-
Oppspaiting:
2 1 2| 1o A
5 5 b 2 2
.1 |2 12 1
Q-7 =35 |5 5 S|t =00 of+
1-(2)
2 1 2 1, 1
5 5 5 2 2 |
(o 1 1
10 5 10
- 2 4 2
T2 |5 %5 3
4
S A
10 5 10

- -
La initialfordelingen vere p = Lp1 Py p3J) PytpytPy = 1.

Da har vi ved rekkeutvikling

—_ _2_ .1_ n l 1B - -1— n ——1 -

p1(n) = 5+(4) 2(&1 p3)+('4) 1O(p1 4p2+p3)
-1 Iyn 1

pz(n) - 5+(_ ) 5( p1+4p2-p3)

p3(n) = 5'*‘ (4) 2('p1+p3)+("4) 10(p1 1{("2+p3)
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Eksempel 3.

En mann gjsr Bernoulli forsek, hvis A inntreffer i

n-te forsegk er Y_= 1 og hvis K, sd er Yn = 0. Vi

n
skal definere X1,X2,... . Hvis Yn =0 er Xn = 0. Hvis

=1, Y =1,Y =1 - daer X = Kk,

Yook = 00 Yok n-k+2 n

hvis k % N, og X, =N hvis k > N. Hvis, med andre ord,

det n-te forsegk var Z mens de neste k var en sekvens

A-er, er X =k for k (N og X =N for k > N,
Sannsynligheten for A er Pr(Yi =1) =p

——

\l
T-p p 0 0 . 0 O
1-p 0 p O ... 0 O
1-p 0 O O ... 0 O

Overgangsmatrisen = P = .
1-p O O O O ° ° p O
1-p 0 0 0 O ... 0O p
v 1°p 0O O O O 0o 0 P
- ~

Vi skal undersske p(n).
1-s(1-p) =sp 0 O O 0 o0

-s(1-p) 1 =sp 0 «+<0 O O

[-2P -
-s(1-p) © 0O O 1 -sp O
-s{1-p o O O 0 1 -sp
K:s(1-p) @) O O :"°"0 0 1-sp

o

Anta Q = (i-sP)'1. Ved & lgse ligningssystemene

[1-5(1-p)] ago-sPaysp = |
-s(1-p)apytaLg-sPdrs1g = O r=1,...,N-1
-s(1-p)gyyt(1-sp)oyg = O
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09

[1‘5(1‘p1}q0k“5pq1k =0

—s(1-p)q0k+qu-8pqr+1k =0 , r = 1y0e05k-T,ktl,u0u,N-1
—5(1-p)q0k+qkk-quk+1k =1

-s(1-p)q0k+(rsp)qu =0

fOl‘ k = 1,2,0.-’1\1‘1

[3'8(1—pX{qON'Spq1N =0
-s(1-p)qON+qu-qur+1N =0 , 1 =1,.0.,N-1

‘5(1'p)qON+(1‘5p)qNN =1

bakfra, finner en

=S k-1 s(1- kK
dog = l;:% y  dp = (sp) T+ ‘"%:;El (sp)™ 3 r=0,1,..,k
k
— - M — - 4 =K o.-\
Apg = s(:_gﬁ , dpi = s(:_g) (sp) 5 r=ktlgoe, N

fOI’ k= 1,2,...,}]-10

1 N-r s(1-p)
Gpy = 77sp (5P Y Toep)Giesy (8P

)N

1
= 1-S -Sg I‘:Os1,o-o’No

((sp)N'r -(sp)N)

e



(I-sP)™L

l-sp _ _.s(1-p)
1-s spt T-s P
s(1-p) s(1-p).
15 1+ l~s‘°p
= s(1-p)
i-s 5P
s(1-p) s(1-p).
| I-s I-s P
s(1-p) S(l=p)ﬂp
1-s 1-s =
s(1-p) s(1-p) ..
1-s T-s °P
s(1-p) s(1-D)g,
1-s 1-s
s(1-p) S(l—E)Sp
1-8 1-s

(sp)2+3£%§§l(sp)2...-——~—-

sp+* Rl (5p)?
s-%Eg-)(Sp)‘?

S(l-E)(SU)g

l-g ™

S(1-p) ey
T (sp)

(1=

S(?L-:SE) (Sp)2

Si%fgl(Sp)z

(sp)
-]

(sp)
" 1-s

(sp)"
L ) 1‘8

(SQ)N
**1-8

N

N

+ i;%zﬁ(sp)N'l-(sp)N)
+ 2 () =(sp)™)

+ 5 ((sp) ' 2=(sp)™)

..S(l‘p)(sp)N“l (sp)

l-8

o 3N
s(1- N-1 (8
. iI:gl(sp)l §:§l“

I
..5$%§§l(sp)N'l (5p)

..s(l-p)(sp)N—l

1-s

+ e (1-(sp)")

N |
1-s




0 1
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

1-s =N
(sp)N"T_ (ep)N
1-sp
Folgelig .
1-p
1 1-p

G—ﬁﬁ_=

-




N-1

N-2 N-2+(

oon)p s

1-

N-2_  N-1
plp s,

> -3 N- -2 N-
pes+{1-p)p E__sn ) .o.,pN 3N 3+(1—p)pN 2gN 1,

...’pN'4sN (1
oo (1-p)ph2eN-
. (1—p)pN-2SN-1

N-1 N-1 0]
p S )

N-2 N=-2 N-1 N-1
p S ) P S
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La oss tolke resultatet:
. _ ~ _ _ .1 .
Hvis X =k dvs. P, = 15 p; =0 17k, har vi

T(s) = p(I-sP)'1 = [1—p,p(1-p)gp2(1-p)J oV (-p) pki]’

¢

2 s"
n=N
N-1 N-1 . N-1 N-1
2= S A Rl N Al
+E1-p>4_j‘s“,<1-p>pg_2_s“,...,(1-p>p“ > 1+ (1-p)p"S "

N-1 N-1
=1 —k-1 n
+

Dermed kan vi skrive opp

° i . W
Ndr n ®* N er pi(n) = (1-p)p~ i %‘IRPN(3)3 P
Nar nx N far vi

p" ; ik ntk =i
Pl(n) =
0 , 12k ntk % i og n£i
pn , i =N n = N-k
0 i =N n < N-k



T~ for eksempel k = 3
;& 0 1 2 3 4 5 N-1 N
v 0 0 0 1 0 o0 -0 0
1 1-p 0 0 0 p O -0 0
2 1-p  p(1-p) O 0 0 p2 e - 0 0
3 1-p  p(1-p) p°(1-p) O 0 o0 . 0 0
4 1-p p(1-p) p“(1-p) p°(1-p) 0 0 . .
5 . : : : :

. . ‘ . .
6 . . . . . .

. ; . X ; .
N-4| 1-p  p(1-p) p*(1-p) p°(1-p) ph' ™4 0
N-3| 1-p  p(1-p) p'™
N-2| 1-p  p{1-p) 0 plN=2
N (1-p) p(1-p) p(1-p)N"T N

oo
Vi har W(s) =2 __ p(n)-s" = p{i-sP} . P& den annen side
n=0 Q)

er p(n) = p-P". Dermed fir vi p-x__ P7s" = p‘(I—sP)_1 ;

n
for alle initialfordelinger p, - o0g

(a3 .
5 p%" = q-sP)7 .
-

=]

Hvis H(n) betegner den matrisen som er koeffisient

foran s" i rekken til (i-s?>'1, har vi altsd H(n) = p",

I eksemplene har vi utnyttet dette til & finne

p-P" = p(n).

I de tre eksemplene fant vi at (I-sﬁ>-1 og til-

svarende P" = H(n) kunne spaltes opp pd en interessant

mate.
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. n .
Vi fant at P kunne skrives som summen av en

stasjoner del S som var uavhengig av n, og en del T(n)

som gikk geometrisk mot O. i5‘
S besto av stasjonmrfordelingen 7P : . ]
var fglgelig en stokastisk matrise (en p
N
. . Y v_— _ . -
kvadratisk matrise P = 0 der §=O Pij = 1 for i =

0,..+5N). Generelt har vi felgende om éi-sﬁ>—1
(i) I I-sP l= U(s) er et polynom av grad #£ N.

Matrisen l}-s?]ij som fremkommer ved 3 stryke j-te
linje og 1i-te kclonne, har determinant 1 I-sPiij = Vij(s)
som er et polynom av grad % N-1.

Som kjent kan <¢-s§>_1 skrives

(i—sp>-1 er altsd en rasjonal matrisefunksjon, som

felgelig kan delbrgkoppspaltes.

(ii) Vi ser at 1 er egenverdi for P. Det kan vises at
alle egenverdiene for P har modul mindre eller 1lik 1.

Dermed har vi
|p-Ar| = a-(A;-A) (A-A) = (A=)

der !‘A , 0g at minst en av faktorene er (1-A4).
Men dette er ekvivalent med at ‘ I- sPl =
b-(s1-s)...(5N-s) der t sil & 1 og at minst en av

faktorene er (1-s).
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(iii) Nar P er overgangsmatrisen for en Markovkjede

med bare én rekurrent klasse, kan det vises at P kinhar en

emenverdi med modul 1, og det er A= 1.
Det viktigste tilfelle for oss er nar P bare har
én rekurrent klasse. Da kan vi skrive
D, .
(i SPT s +7 T(n)s'y der S er den stasjonere
n 0 n=0
del uavhengig av n, og T(n) er en del som gdr geometrisk

mot 0.

c) Genererende funksjoner i fpdsels- 0g dpdsprosesser.

(Kgteori.)

I det felgende skal vi gd gjennom noen eksempler pa
bruk av genererende funksjoner i fgdsels- og dedsprosesser.
I betegnelser og teori skal vi bygge pa Karlin.

Gitt en stokastisk prosess {X(t)}, med de naturlige
tall samt g3 som tilstandsrom. Pn(t) = Pr(X(t) = n)
n=0,1,2,.... Til sekvensen ( t), P, (t),... , svarer
den genererende funksjon [ (s,t) i%i . For fast
t er altsd [T(s,t) den genererende gunksgon for for-
delingen (den ufullstendige) til x(t).

Vi har 0 £ P _(t) £ z__ p.(t) €1, og I (s,t)koaver-

gerer dermed-absolutti omradet [3 1] Vi har

i/ o
affszt! _ n.sn“1p (t)

= N\
o s e n

snPA(t) konvergerer absclutt i et &pent intervall

e

og hvis

o}
1l
O
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Eksempel 1. Yule prosessen. (Se Karlin.)

Vi har en populasjon individer. Hvert individ har
intensitet /& for & spaltes til to individer, uavhengig
av de andre individene. X(0) = N er antall individer pa
tidspunkt 0, X(t) er antall individer pd& tidspunkt t.

X(t) er en ren fgdselsprosess med ;%n = q/B)X(O) = N.

Ved sannsynlighetsteoretisk resonnement finner en

. Alin-1)p__, (+)=n-p_(1)] o= NET.. s

e

—

(—‘.
[

e}

—~~

+
1

—NﬁPN(t)

Herav

l”l

{CO
A6 = -tgpy ()l T (-1, £)s"-5 ns"p_( ]

n=0 n=N+1
Né er imidlertid

pE_ (n ) =fs z:_; t) =gs z_ns‘ P (t) =

n=N+
/4? 2 ﬁgs,tQ

Siden Pi(t) =0 for i = 1,250..9N-14 €r

0 3// s.t

NaP ( S +, ns P (t):{js\ nsn = _i__i_.l
ot ﬁ“’—m =y V#e

Altsa har vi Z s P (t) =/9s(s-1) .3512 t s 0Q

denne summen konvergerer absolutt i -1 1/ Den

genererende funksjonen 7 (s,t) for (P%}t er altsa



- 27 =

bestemt ved den partielle differensialligning

I
O

Eﬁ%%%iil +/9s(1-5) Q%ZL§¢il

S

——

<O
med randkravet / (s,0) = > snPn(O) = s
n=0

v =7 (s,t) er integralflaten vi er ute etter.

I folge appendix side 37 skal vi forst se pa

dv _dt _ _ ds
O 1 Ls(1-s
dv _ dat _ 1 1 . .
Herav at - O, ds‘—/B'gTTTET som impliserer
o 8 : _ 1-s st
v=oc, oOg st = lnffjg-cé eller Ch = 5 ©

Den generelle lgsning er gitt ved

cqy = yﬂcz)o v =§U(l:§ eﬁt).

S

Randbetingelsen ZT(S,O) = N gir

N - 1- 1
s 2}(/(—-8—5)ssett u:—_8—5-78:1'_1_'_;1-7

Plu) = (u+1)™N.

Dermed far vi

v= TT(s,t) = (Z%fhq) N = g

J st ]N
L1-s(1-e7ﬂt)

-At o .
e/j far vi

=]
D
Q.
©
1

— co
7 (syt) = p! i-s(1-p]] N = sMp" S (PN (=s) - (1-p

<

=0

-

J+¥-1 Vv N+ TV
NN (1-p) N
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o . \ n‘1 ° N n"N
Altsd har vi P (t) = ([)p (1-p) n = Nyeo.

Dette er den negative binomialfordeling.

Legg merke til at vi kunne fatt resultatet over ogsa
pa feolgende mate. Yuleprosessen refererer seg til en popula-
sjon av individer som med intensitet /3 spaltes i to nye
individer X(t) er antall individer, og X(0) = N er
populesjonens storelse initialt. Nummerer de N start-
individene fra 1 til N. La Yi(t) vere antall
individer som er avkom etter startindivid nr. i. Da har

vi at Y.(t) er uavhengig identisk fordelt, og

i
N& er Y.(t) en ren fedselsprosess med parameter

A, =np og Y,(0) = 1.

Den genererende funksjon #/(s,t) for Yi(t) blir -
7pt
se /-
1-s(1-e75%)

-t N
ﬁ%%ﬂ=¢MmUN=[ %ﬂ ﬁ#7 .

1-s(1-e7 |

analogt med 7 (s,t) - lik og felgelig har vi

Eksempel 2.

Situasjonen er at vi har en ubegrenset parkerings-
plass. Bilene ankommer med konstant intensitet 7\, og hver
bil pa plassen har intensitet o for & forlate parkerings-
plassen. La X(t) = antall biler pad plassen pa tidspunkt

t. X(t) er en fedsels- og dedsprosess med parameterene



Ay =N A = nou. Anta X(0) = N.

Pn(t) md da tilfredsstille

PI(t) =’)\Pn_1(t)—(ﬁ+r%)Pn(t)+(n+1)MPn+1(t) in= 1,2,

Po(t) = AP (t) 4Py (t)

Multiplikasjon.medsn 0g summasjon gir

© n &L n-1 LSS L

Eios Pn(t) =ﬂ SE;1S Pn_1(t)73§:05 Pn(t);as%=1ns Pn(t)
\ \05 n
'ju.gzo (n+1)s Pn+1(t)

La Zr(s,t) veere den genererende funksjon for Pn(t) .

Vi finner

bw* e
gti +(s=1) é—é—’ = (s-1) T(s,t)
som lgses ved & se pa
dt _ ds _ _ d.7/-’
T T als=1) " Als-1)er
et §E =y gir of = (s-1)ecd, oy = (s-1)e Y
s - e
s A P = cé/‘:— ) C2 = 776 /U

sNe A ={/(s-1) det vil si
- '1( '.+1)
W) = e)le A
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A
Dermed ] (s,t) =ﬁ)@s—1)ejﬂ€ -éas
A r, it
iy (s-1 C ] A
{(S_,])e.ﬁt@ RS ALY ]efs

:[‘I e/ tise Mt‘! f’t
:W1(5,t)°p2(57t)

Der ), er genererende funksjon for Y(t) som er
binomisk fordelt (N,e?at) 0g 992 er genererende

funksjon for Z(t) som er poissonfordelt med parameter

fFre War Y(t) og Z(t) er uavhengige har vi
X(t) = Y(t)+z(t).

Dermed kan vi skrive direkte opp

e /t for n N,

f)nl
N tl -t \N-1 (L
Pn(‘t = O /“ /’ T_

n=1
/an-i -
_ -t i tyN-1 t
Pn(t) = . O /k (1-e f‘ TE—IT_ e for n ¢ N.
l;n :/\}
M . , . .
Altsh ft -(—1—r\ Je P (- N o 0

Fplgende ting felger ogsa umiddelbart.

pr (X(t z_‘_—p =T 1,t) =1,
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n
. p -
Hvis N =0 f£ir vi P (t) = —t— 7%
n n &
AN A
(__ - -
Vi ser at p, = lim p (t) = /ji e 7 og

grensefordelingen er altsa %avhengig av N. Dette sees
0gsd av at /7 (s,t) é.e(s'1%z ndr t <o
- Legg merke til at

EX(t) = EY(t)+Ez(t) = Ne”“t+/ot.

Eksempel 3. Kgprosess. (Se Karlin side 196.)

Vi har én k¢ med én ekspediter. X(t) = keens lengde
pad tidspunkt t. Aer ankomst intensiteten, e er
betjeningintensiteten, dvs.//Ldt er sannsynligheten for
at en kunde som betjenes skal bl. ferdigekspedert i lgpet
av dt.

X(t) er fodsels- og degdsprosess med

Vs / , _
Al ;A,//xh =4, A 1 f = 0 ey
x(0) = N

Forst skal vi se pd grensefordelingen pfn) for

prosessen. Vi har

ﬂp(n-ﬂ-("ﬁ“/c{)p(n)?bp(nﬂ) =0 No= oA,
Se(0) wup(1) =0
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som innsees ved direkte resonnement.

La fz’(s) veere den genererende funksjon for p(n) . Vi

As e (s)-27(s)- uT(s)4up(0) A T (s)£p(0) =

~ AL (1 -

\ (0) =2l — - p(0) ——

- (A4p0) st 44 1- s

7 (s) er analytisk i omradet <<-<fb,f%f>. Hvis og bare
hvis cc > Aer 7(s) genererende funksjon for en for-

deling. A
1-

For///)>fﬂ far vi Zf(s) = 'i; fordi 27(1) =1, og
2 (20 2
pln) = (1 -2 (A",
Dette resultatet far en ogsa med mer direkte metoder.
La oss nd se pd Pn(t).

Ved multiplikasjon av s" i (1) og summasjon far vi
imidlertid ikke noen homogen differencsialligning 1 T (syt).
Vi innferer P_1(t),P_2(t),..., og lar ligningen
e

(2) P!

(t) =7\Pn_1(t)-(?\yx)Pn(t)}aPnﬂ(t)
gjelde for n= ... -2,-1,0,1,... « Ved & definere
AP 1(t; ;ALP t) ser vi at systemet 2 impliserer 1.

Definer Q(s,t) 2 s P

n._—
(2)gir 2 = (- (At +4) -

- At
Qls,t) =;/J(s)-e(;\S AN

V3r oppgave er na a spalte opp Q:
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-1
Qls,t) = #(s,t) +3_ s"p_(t)

n=- oo
-~ N N o n
Siden #(s,0) = s, har vi Q(s,0) = s +» s Pn(O) =
b N=-= @2
sN4-§ a_ s hvor vi har innfort & = P_, (o).
n=1 '
Altsd 99(5) = §q+)fo as "
n=1 " ’

For & finne rekken til Q(s,t) md vi nd rekkeutvikle

(A s+1§/u)t
e s 09 til det skal vi bruke besselfunksjonen

For y reell og z = iy, far vi

1. 7 1 1 ere, ]
siy(f-x) sy(ipr 5=) =

-

1o~ 1
. sy(E+=) C
Erstatt i¢ med 7 : e T = ) i Ih(iy)tn
- &
n

Funksjonen In(y) =i Jn(iy) kalles Besselfunk-

sjonen med rent imaginert argument.

. %y(t'“;) o n
Altsd e =5 In(y) >
- o0
Sett nd y = 2\1}4%, r -\tﬁ‘s. Dermed
(As+E) ot @ 4.5
s — - 2 n
e =S 1 (2Vau't) (£)% s
n=-a@ H Ve

Og
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Vi gjer na bruk av ligningen

;(P_.‘(‘t) :/Upo(t)
som ved innsetting gir

1T o 21

‘?‘--"‘,‘_‘;‘

& Y-+ 2 _ 2 &
JV.(C) I3 Z S I-NF t e Ipby

N

1
- 2h 2
Nl L briq ) Ipt (@ “rboy=phy, 4 ) Iy

Nl—

._.L

1-N 12_ OV
wlp T by F N+2)IN+1 br ," r+1)Ip = O

Dette er en identitet i t, og dermed identitet i de
varierende I ..

Vi far ligningene
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b1 = O, br =/a br+1 r = 2’0.:,N-1 ,N+2,ooo

N 1 1=N 1
> 2 . > . 2 )
f +bN’/D PN+ =0 »roT Br+17P P4 = O
som gir
- 1%N - %(N+2)
by = by = wre = by =0, by =f ) Pyio = (17°)

Sluttresultatet blir

n-N 1
Pn(t) = e-(ﬁ%)t'}%) 8 [In-N(z-t ﬂ/U)+/("%) 21n+N+‘1(2M:?7/:‘)
+(1-3)-§£L(3)- r;21 (271 [
yZ ;:6/«4/ n+N+r+2 g

Eksempel 4.

Et ekspedisjons-sted har sa .tor kapasitet at alle
kundene blir ekspedert med en gang de kommer dit. Ekspedi-
sjonstidene er uavhengige og eksponensielt fordelt med
parameter 4 . Kundene ankommer i bussei. Ventetiden
mellom bussankomstene er uavhengige og eksponensielt fordelt
med parameter A . Sannsynligheten for at en buss bringer
m kunder er fm.

La X(t) = antall kunder som blir ekspedert pd tids-
punkt t. X(0) = 0. Vi skal finne et uttrykk for P _(t).

Av forutsetningene finner vi



- ®© . &L
La IM(s,t) => s Pn(t) ; 0?(5) =% s'f . Dermed
n=0 n=0 n
SF = N Tos LT g $L
o a7r A7 -
Altsa Tt Hls- 1) _7\(@-1)/x

t d s o

Vimésepé a“—/u(s 1) Wﬂ(}ﬁ

AL~ 3 E%T gir ¢y = (s—1)e7“t

s
N
- =95 gir 7 = c2e/"w T -

A %;?%%ldt
Vi f&r 7= {/((s-1) e /%6 Ao der W/ er vilkarlig

funksjon. Randkravet /7 (s,0) = 1 gir nap

- Sﬁ—#;_ﬂ 4%
(6]
:/egp(}{(s)—HU-(s-He-ﬂ'iV

Vi har altsd funnet den genererende funksjon for

n

Pn(t)' Det er sa langt vi kan komme nar ikke <:fn:>

eller qD er spesifisert.
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Appendix. Losning av partielle'd;fferentialligninger.

Vi skal se pd 1losningen av den partielle diffeirentialligning

3 U
(1) P T t.et P Ewenany = P ®
1 ox, n-1 dx,_, n
P; = Pi(X1’“"Xn) 3 1=1,..yn er funksjoner av X ,..,X;,
\
og X, = U(x1,..,xn_1) er den ukjente funksjonen. Vi vilitenke

oss at U er gitt implisitt ved f(X1,..,Xn) = 0 og vi er i@teressert
i & finne f., Ved partiell derivasjon av identiteten /

f(X1,-.,X ’ U(X1,..,Xn_1)) = O

ne1
far en

(2) o2f | 2f U

= O ; i= 1,2,¢.,H-1 ®
axi éxn AXi

Kombineres dette med (1) finner en

" 3f 2F Sf
(3) P1 BX1 + P2 aX2 + -o+ Pn axn = Oo

Vi skal altsd finne f(x1,..,xn) av denne ligningen. Vi skal

vise at dette problem kan 18ses ved & 1ose det simultane system av

ordinzre differntialligninger

dxi Pi
(W) GET. = Tir 3 1= 2,..4n0,
som gjerne skrives pa symmetrisk form
(5 T
1 2 n

(Minst en av funksjonene P; mi vare forskjellig fra 0. I (%)

har vi forutsatt at det er P1) .

I(k)oppfatter vi x; som funksjoner av X,, X; = x;(x) 3

i = 2,--,.[10

Losningen av (%) kan som kjent vanligvis skrives pd formen

x; = 83(x 5500050, 4) 3 1= 2,.0,0 hVOT Ciy.e,Cp g €T vilkarlige



- 38 -

konstanter. Nar alle g; er funnet kan man tenke seg de n-i

ligningene x; = g; 106st med hensyn pé CigeesC , slik at man far

n-1

(6) Ci = fi(X_],..,Xn) ; i = 1,2,00,]3"1 e

Vi skal anta at d&n generelle 1dsning av (4) kan skrives pa

formen (6) hvor jakobideterminanten for f1,..c, fn-1 med hensyn

er forskjellig fra O. (Det vil si at f, ..,f er

pa XigeesX -1

n=1
funksjonelt uavhengige.)

T,

Vi ser nd at alle f, 3 i =1,...,n-1 er 18sning av (3). Vi

har nemlig ved derivasjon av (6) med hensyn pad x,, idet Xy=

1°?

of, 9x |
(7) 4?__':1 ,a__&_xj -(ﬁi- =0 .

Dermed far vi ved & benytte (4)

n_ Jf. P '

< = 1 - s

I e I T
= J

som ogsd kan skrives

)f.
(8) & 9fy o
ji1 EE;; . Pj =0 53 1=14eeyn-1

Hvis F er en deriverbar funksjon, si ser en ved innsetting

at f = F(fy,..,f _4) er losning av (3) . Vi skal nd

n-1
vise at dette er den generelle 1l0sning.

La altsdé f vare en vilkarlig 16sning av (3) . Betrakt ni de
n ligningene (3) og (8) med PiyesyP, som "ukjente" for
fast (Xi""xn) . Safremt ikke alle P, skal vazre O, wa determi-

nanten for dette ligningssystemet vaere O . Dette mi gjelde for alle

(x1,..,xn) , og folgelig md vi ha



an1 ® @ af1
0%, 3%,
A = Q_f_ﬂ-'] e o o D__i"1 = O
DX1 DXD
or of
OX.I e o o 5)_c'n

La oss n3 anta at y, = fi(x1,..,xn) i=1,..40-1

kan 18ses med hensyn pi XygeesX La

n-1°
1osningen vs=re
Xichi(y1,..,yn_1,xn). Dette innsettes i f og vi far
bestemt I ved

i(q%,..,cpn_1, Xn) = F(y1,..,yn_1,xn),

Herav far vi

Av fi(?1"“’(Pn-1’Xn) = y; som
identitet i x_ far vi
-1 08 Do- Of.
n1 Q——l‘-‘?——(&pl —-'—- \(.?_i =O; i=1,oo,n-1.
j=1 ’a(Pj a“n /aXn
‘ a%?
fvis vi multipliserer j-te kolonne i A wcd./a}; og
n

adderer denne iclonnen til n-te kolorne, far vi bragt A\

»a formcn



)Ly . o o

0x, JX,_,
=" ) =0
Q_f_gq C. 0T, 0
C’x1 DXn—1

RES LET Dx .

Dermed /\ = ‘)b 6 avor 5 er jacobideterminanten for
x_ .. Vi antok 8#0, og

Lrgeey fn-1 med »ensyn PT Xypeey Xy
=
siden A= 0 ma BDX 0, men det betyr at F er uavhengig av X

n
Folgelig kan en vilkirlig f som er 16sning av (3) ckrives pi

formen f = F(f .., fn—1)‘ Det var hva vi skulle vise.
(Dette folger ogsi direkte av et generclt resultat om

jacobideterminanter ved & utnytte at 4f& = 0)

Konklusjon : For 2 16se den partielle differntialligning (1),

16ser man férst det simultane ligningssystem (%) og skriver

18sningen pa formen (6). Da er U gitt ved

f(X1,..,Xn-1, U) = O,
)

og I er en vilkirlig deriverbar funksjon.

hVOI‘ f = F(f1,-u,fn_1
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d) Laplacetransformasjoner i man:’kovpr'oseszser-.SF

Gitt en markovprosess X(t) med endelig til-
standsrom 1,2,...,N, og infinitessimal- eller intensi-
tets-matrise A = {_‘Ai,j} dvs. Aijdt (i = j) er sann-
synlighet for & gd fra 1 til j 1 lgpet av dt,

Aii = _1'= iAij'p = Eal,...,pN J er initialfordelingen, og

P, (£) = Pr(X(t) = 1). Vi skal skrive Py ;(t)=Pr(X(t)=3|X(0)=1),
P(t) = [131(1:)3...,PN(§§ og P(t) ={p;;(t)]. Vi har

P(t) 2p . P(t) , og P'(t) =P(t) * A
For & 1lgse ligningen over skal vi innfgre Lsplacetransformasj on,
Gitt en reell funksjon f definert pd [o,00), Hvis integralet
90
S £t) e St konvergerer for
o
s »s o » Skal vl definere den Laplacetransformerte a? til f slik

(¢ 3]

P = C rt)e ™%t
o]

Laplacetransformasjon er en - entydig avbildning. OJe for
eksempel R.V. Churchill : Operational Mathematics.

Hvis f er en deriverbar funksjon slik at bdde f og f°
har Laplacetransformerte, skal vi vise at

00

5 Sty = g - s

2 f'(t)e vt = s CP(S) f(o)

Vi skal ogsa forutsette at_ﬁl}vg f(t)e-s-t eksisterer for noen s.

_A A
S £1(t)e Stat = )—f(t)e-St‘ +s () £(t)e St
o - (e} (o]
31im £(£)e™St _r(0)+s. p(s) nir Aco .
50 .
Siden vi forutsatte at lim f£(t)e "= L eksisterte,

t S 00

E5) Basert pd Howard : DYNAMIC PROGRAMMING AND MARKOV PROCESSES'.
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md den vere 0, for anta l L !,)O, da eksisterer en t_
slik at | f(t)e-Stz:> J%L for t >t_, men da kan
?ﬁf(t)e-Stdt ikke eksistere, hvilket strider mot forut-

)

setningene.

oo :
Altsd j f'(t)e-Stdt = aﬁ(s)—f(o).
o

Felgende tabell over funksjoner f(t) og deres

Laplacetransformerte (P(s) er lett & verifisere.

Funksjon ) %a%lacettra séoimert .
betegnet med latinske etegne g%ggk 1Lgyatspds
bokstaver
£(t) s)
kyfy (£)+k £, () k1f1(s)+k2£ﬁ2(s)
f'(t) (hvis f er deriverbar) 5°¥Ks)—f(0)
-at 14
© s+a
1 1
s
te-at 1 <
(s+a)
1
-t —
S2
-atf(t) q9(s+a)

Le né til funksjonenPi(t) hore den Laplace -
transformerte 7?1(5) og til vektorfunksjoner: P(t) hore

Laplacevektoren 7 (s).

Av fundamentalligningen P'(t) = P(t)*A folger

sl (s)-p = T (s)-A
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Eksempel 1.

I en fabrikk er det en stor maskin. Denne maskinen
kan ga helt i stykker, sa den ikke kan kjgres i det hele
tatt, eller den kan gd delvis i stykker, sa den kan kjeres
p& halv fart: N&r den g3r helt i stykker, kommer det med
en gang en reparategr som leter etter feilen. Med intensitet
3 A finner han en feil som bringer maskinen opp i halv fart,
og med intensitet 3 A finner han en feil som bringer den
opp i full fart.

Fra halv fart kan den med intensitet 3 A bringes opp
i full fart, og med intensitet A oppstdr en ny feil som
setter maskinen ut av drift.

Fra full drift kommer den med intensitet A ned i

halv fart og med intensitet 2 4 ut av drift.

La X(t) = 1 hvis helt i stand
X(t) = 2 hvis halv fart
X(t) = 3 hvis maskinen er ute av drift pa

tidspunkt t.
Vi forutsetter at X(t) er en Markovprosess med

intensitetsmatrise

-3 1 2
A= 3 -4 1 .2
3 3 -6l

Vi skal underseke P(t), ved 3 se pd T (s).
Ved & velge hensiktsmessig tidsenhet, kan vi f& A = 1.

—

s+3 =1 -2
sI-A = -3 s+4 -1
-3 -3 s+6



@I-A\)J =
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1

s(s+6)(s+7)

—

624105421

3s+21
3s+21

s+12
52+95+12
3s+12

.

25+9
s+9
s +7s+9

Seme

Ved delbr@koppSpaiting element for element, far vi

12 3 Fr ., 1
2 7 14 2 2
n-1_111 2 3 L 1
6I-A)" =53]z § 74" sv6] 2 ' 73
’ 1 2 3 Ao 1
2 7 14 2 2_
S
1 2 2
e |9 73
2 2
© -7 7
La H(t) vere den invers-transformerte av @I—A)—1,

@IQAT1 er m.a.o. Laplace-transformasjonen av H(t).

Av tabellen ser vi at H(t) kan skrives direkte opp:

[ - T =~ — -
12 3 14 1 o 5 2
2 7 14 2 2 7 7
1 2 3 -6t 1 1 -7t 2 2
Hit) =3 2 &l +e™ |5 1 5f+eTT 0 £ 2
12 3 do, 0 2 2
(2 7 74 2 2 7T

Nar p = [b1,p2,p;]ﬁ;5 p; = 1 er initialfordelingen, har

vi altsa resultatet

S

1, -6t 1 1 2, -6t
P(t)==L?+e 6t(§p1-§(pé+p3)), 24670 (-p tpytpy )t
-7t5. 2 9 y 3.1 -6t )
(Fp-Fp,-3p5) 37tz (Py=pp-pg)*
%e'7t(—5p1+2p2+9p3) :



_ s o

lim P(t) ="“=[V1§—,2,- ]

t=yo0

I eksemplet kunne H(t) spaltes opp i en stasjonar
del S og en transient del T(t) som gikk eksponentielt
mot O.

At dette generelt er riktig, kan en innse ved 3 vise

punktene under.
(i) ' sI-A | er et polynom U(s).

(ii) Nar prosessen har én rekurent klasse, er s = 0 et
enkelt nullpunkt for U(s). Alle nullpunktene i

U(s) er ikke»positive.

(iii) @I A\ -1 {—ﬁ%gjfk og kan delbregkoppspaltes:

=]

=

T

(s1-8)"" = L s+ — T, der s; > 0.

+s.
H SSll

(Det er forutsatt at alle s; er forskjellige.
Vij(s) cr dcfincrt som pd side 24.)

Hvis man bare er interessert i p = lim P(t),

tvoo
behgver man ikke & bruke apparatet over.
Vi har nemlig
.
Yasd - o~ — o~
p; = 6% (1 —3 d&A ) =P +> _ A..p..dé&
i % 57R3 ij 14 7137
° ~/
Altsa p*A = 0.

Hvis prosessen har én rekurent klasse, har A rang N-1,

0g '5 er bestemt entydig ved kravet

o~

P; = 1.

M

[
1l
-
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e) Potensering av matriser.

Gitt en . ' NXN matrise P. Vi er interessert
i & finne P". Fgr er det vist at P" er koeffisienten
foran s" i rekken til 'CI-SP>-1.

P"  kan ogsd finnes ved 3 betrakte egenverdiene og
egenvektorene for P.

La 'X1,...,1N

i l P-;ﬂl. La Cqe-eCy VeETE heyre-egenvektorene for P

vere egenverdiene for P dvs. rgttene

definert ved

ec. = A.c. A I)ec. =
P cJ JCJ eller (P JI) cJ 0

.4 0.
0g cJ %
Setning.

Hvis alle egenverdiene aj er forskjellige, er

CqaesesCy line®rt uavhengige.

Bevis.

Anta at CqaeeesCy er.linesrt avhengige, JAN % 0

T
—t— . . : . .
N T f:T tjecy der cqye.esc) ,e? lineert uavhengige
Da har vi
>r T A
Pecy, = t.Pc, = 9__ t.A.cy
N =7 + 1 5z7 iind
men
:ﬂ !
Pey = “Non
Altsa 7 4i
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AN
.

9

siden CqpeeesC €T line®rt uavhengige, ma ti = ti-

NN

N
siden cN»% 0O ma minst en ti % O for eksempel tj

0g jﬁN ='ﬂj som strider mot forutsetningene.

. 0 7 . .
Matrisen ¢ = {c1 s coe CNJ er ifglge setningen

ikke-singuler nar egenverdiene er forskjellige. Det skal

vi anta inntil videre.

Pr. definisjon har vi

A, 0 ... 0
pc=ce |0 Ay e 0l
O o - ‘
L ,;{I\Lv
P = CACT
Dermed; P2 = CAC™ -CAC™! = cA%C™! og
" = ¢

Siden /L er diagonalmatrise er den lett &

potensere

A 0o 0 ...o0

0 Ay 0 ...0

AM= |0 0 3.0
N
L_O 0 0 ...jji

Problemet er na a finne egenverdiene og egenvektorene.

En metode er a lgse N-tegradsligningen

I p-AL| = 0,
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0og etterpa finne egenvektorene. Hvis P er overgangsmatrise
N

i en markovkjede, har vi X Pis = 1 i=1,...4Ny, o0g
J=1

A=1 er fplgelig egenvektor.

Er annen og ofte regnemessig enklere metode, er

. -

fglgende Cqy
c
(i) Bestem c. = 2V | og A av systemet
v . v
CNV/
SO S A i
Cj=1 (pij_ ij V).ij = O 1l = 1,2,00=,N

ved bare & ta hensyn til de :ﬂv som gir ¢, ¥ O.

[O iLj

Vi har benyttet ‘gij = 11

i=73j.
(ii) Nar ﬂ190e-’ﬂN er bestemt, bestemmes elementene
- . =1 (= _
cyij 1 ¢ = {Cvi} av systemet
N T
S S AT =
sz Pij ij/v Cvi 0

idet en normerer cy slik at

- N
vt T j£1 Cyj iy = T

(iii) Elementene Pﬁ?) i P™ er bestemt ved
N
(m) - ._ L] m
Pij - g;; Civ Cvj‘)‘v

Av det siste uttrykket ser en at hvis ‘ﬂv = 0,

behpver en ikke regne ut ¢, og Ev'



Eksempel .

i—/ ————r—
0] 0 0 1
0 0 0 1
P =
1 1
z z2 9 °
0O O 1 0

Ligningssystemet under (i) blir (vi sleyfer fotskrift v)
1 _ - I - - =
—,{c1+c4 =0 ) QAC2+C4 =0 ) 2c1+202 jb3 =0 ) €3 ﬂc4 =0 ,

Vi antar Iﬂ% 0O, da har vi ¢4 = Coe La oss sette
¢y =1 =c, dermed ¢, =A cq = A", Den siste ligningen

gir 2'1-;€ =0 eller 7\3 = 1 som har 18sningen

27, AT,
: _ _ 3 _ 3 _ A=
)1—1] %Z—e ,)g—e —ﬁz .
Z P S |
A
1 1 1
C1v - v
1 1
oy 1 ) A
A

C3v 1 3 ‘@2
Cly 1 42 3

systemet (ii)

= 1= _ s L “1= _ - _
-2c1+§c3 =0 1Ac2+§c3 =0 1Ac3+c4 =0 c1+c2-7£c4 =0

som gir v €2 v3 Cva
A -4 1 1 1 1
1 6 % 3 3
) 1 1 1 1
7, 3 5 3 343
\ 1 1 1 1
A3 % % 313 342

Dermed



(m) _ 1, dam dam _ 1 ‘2“':7
Il S5t ehTeds T B || T2 cos(Gm)
(m) _ 1 il 2r
P10 = 21440443 _6__1+2 cos (Z5™m)
p(m) =l 1+ﬁ }‘m_’_;‘ -4\ —-]-b1+2 COS('Z—EIT\‘”)
13 = 3 T3 3 -~

Vi skal ogsa se pa det tilfelle at ikke alle egen-

verdiene er like. Det viktigste tilfelle er nar P

kan skrives pa blokkform

—_ ) Sy
} O O - O
g Q P O v (O
i - D P
S
P = . . der P1,..0,Pn
O O n O

er kvadratiske. Nar P er en overgangsmatrise, er

P1,.°°,Pn overgangsmatriser for de n rekurente klassene.

Vi skal anta n = 2. Det som star hedenfor kan uten

videre generaliseres.

,[p1 0
lo P, O
v T



P2 0 o \ P00

2 _ 2 n _ n
PT = IO P5 0 ' og P = 0 P2 0
2 n
IU2 v, T u, v, T

og likeledes er

Vn bestemt.

Hvis egenverdiene for P, er forskjellige kan en
finne P? ved egenverdimetoden. Likeledes for P2 og T.

Hvis i tillegg egenverdiene i
som er egenverdiene i P1 pluss egenverdiene

i T er forskjellige, kan vi bruke egenverdimetoden for a

finne Uh.

Nar P er overgangsmatrise, er som oftest disse
betingelsene oppfylt. 41 er nemlig egenverdi i P, o9 PZ’
men ikke 1 T, resten av egenverdiene er vanligvis

forskjellige.



Eksempel 2
Vi har o 1 0o o 0 92 o
1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
P = 0 0 z 0 + 0 0
0 0 0 1 0] 0 0
1 0 1 0 0 0o %
i Iy
1 0 1 0 1 0
t T8 5
.. m
og skal understke P o
P, O oli
P er pd formen | O P, O % . Vi skal
U v I’J
i eksemplet bare ta for oss
P1 0
U T g 0g finne elementene 1 T

o 1]
En ser direkte av formen pi P1 = l’ ~J

at den har egenverdiene 1 og -1 med.

tilhorende hdyre egenvektorer )1} og Lf1‘

— -

cg venstre -egenvektorer \ 1 1\ og ] -1 i] .
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{

o %
Likeledes for T = y 0 som har
8
: - L
egenverdiene ry og n
Mo |
hoyre egenvektorer | , og L
2 2
~—
og venstre egen- - — —
vektorer 1,2 08 [1, 2] .

p, O : 1 1
[.1 vJ har altsd egenverdiene Ty =ty ey = o

U T

e,

€1

2

Hvis vi lar c¢ = o betegne noyre egenvektorer
3 .
c
2]

tilhorende A s, har vi for

%=1 at ¢, = cy =1 og Cyy CL T

bestemt av

Dermed

- 1] 1

‘-'] S 03 ~ = Iy C,|
= 1

L']g_ -1 C)+ L”’— !I C_I .

2
C3 =] 5- 9
Likeledes for 7? = -1 .
For A=/ er det kiart at P, - I% er ikkesingular,

og folgelig ma c, =¢y = 0 .
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S1lik far en de hoyre egenvektorene

, 1 ...1
Al -1 5 n

—
—_
O
(@]

oj-
(M

Ofw Iy
Sra Ty

P& samme vis far en de venstre egenvektorene ¢ som etter

normering blir

9 c
1 + % 0 0
-1 - + 0 0
1]-1L -2 3% 1
L 110 5
1 {-L 2 & -1
¥ |30 15 _ —
(m) (m)
P P
Hvis Pm = L.§m5] er Uﬁ = 6ﬂ 62
. pm) p(m)
AR

der hvert av elementene ni kan regnes ut .
Vi finner for eksempel

1
E for m partal

m .
for m odde.

(m)
P7,2= 28‘ 6%( 1) —g"()_l_) 5'T)m =

= ;:1:
vw \n}—r



