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GENERERENDE FUNKSJONER. 

a) Genererend~ fynksion generelt. 

Gitt eh re ell funksjon f f ra den naturlige tall-

linje dvs. en sekveris f(O),f(1),f(2}, ••• • Hvis surnmen 

tt/( s ) = f: Sn f (n) konvergere:t i et omrade <-s ,s ,_ 
! o o/ n=O 
kalles <P den genererende funksjon. for f. 

Til en genererende funksjon <fJ svarer det bare en 

sekvens f. For cf er pr. def inisj on anal ytisk i en 

omegn om O, og kan derf or utvikles entydig i taylor­

rekke om O. 

Det er altsa en-entydig sammenheng mellom genererende 

funksjoner og sekvenser som har genererende funksjon. 

Hvis f er en elementrer sannsynlighetsfunksjon for 

X - heretter kalt en fordelingsfunksjon eller fordelingen 
00 . 

til X - er ) f(n) = 1. F0lgelig konvergerer q>(s) 
n=O · 

absolutt i omradet f:.1'1 ]· <{> "genererer" den elementrere 

sannsynlighetsfun~jon idet f(n) = <f'n)(O)/n! 

Hv is EX = > nf ( n) <OJ da konvergerer ogsa 
oo n=o 

L nsn-1f(n) absolutt i f1 ,1], og d)'(s) = 
n=O r 
O:J 
L. nsn- 1f (n). 
n=O 

Hvis omvendt f '(s) er kontinuerlig og endelig i 

[-1 , 1 J ell er ekv i valent <f ' ( 1 ) er endelig, da har vi 
C>.a 

~ 1 ( 1 ) = ~ nf ( n) = EX <.t:o . 

Altsa har vi EX= ~'(1) likegyldig om EX er 

endelig eller uendelig. 
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P~ samme vis f~r vi~ 11 (1) = EX(X-1) og dermed 

var X = EX ( x- 1 ) +EX..; ( EX ) 2 = {' ( 1 ) + f ' ( 1 ) - f' ( 1 ) 2 • 

Eks .1 • 

X er poissonfordelt A . . 
Fordelingen g til X er gitt ved 

g(n) A -/I.. = -. -, e n. 

Den tilh0rende genererende funksjon er 

'Q''(s) =;1e:\(s-1) 

EX = 0 I ( 1) =A 

b) Konvolusjon. 

-1' -1' :.\s "A(s-1) e = e e = e 

'\2 ,. 12 -:.\ var X = /\ +~-~ =/\. 

Det er f 0rst og fremst i f orbindelse med konvolu­

sj oner at den genererende funksjon er nyttig. 

Gitt to uavhengige stokastiske variable X 09 Y 

med fordeling f og g. Z = X+Y har fordeling k gitt 
n 

ved k(n) = L:: g(i) f(n-i). Z kalles konvolusjonen av 
i=O 

X og Y, og k konvolusjonen av g og f. 

Generelt sier vi at sekvensen k er konvolusjonen 

av sekvensene g og f hvis 

n 
k(n) = 2::: g(i) f(n-i), det skrives k = f * g. 

i=O 
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Anta at g og f har genererende funksj oner ·()' og 

cf> henholdsvis. La (-s 0 ,s 0 ) v:ere et intervall (s 0 >O) 

hvor bade 0 og <p konvergerer absolutt. 

sett 

I o mr ad et < -s , s ">' ha r v i 
0 0 

()(.) Ql . + . 
<{( s ) =- cp ( s ) 3( s ) = r= L £ ( i) 9 u ) s 1 J 

I i=O j=O 

n = i+j og m = j 

QJ I n g (m)/ at'( s) ~ -~=O f (n-m) n = s 
-J 

Vi har altsa vist setningen: 

Hv is f og g har genererende funks ion \f og -0- , sa 
har konvolusjonen av f og g : k = f * g genererende 

funks j on 2Jl( s) = 4' ( s) • ·;(( s) • 

I tilfellet der f og g er fordelingsfunksjoner, 

kunne resultatet ogsa vrert insett slik 

<:rf(s) . \ 

Z ~ X+Y X Y =Es =t:s =Es ·Es =f(s)·?.((s) 

id et og er stokastisk uavhengige. Generelt, hvis 

Hvis X1 ' ••• 'Xn er uavhengig identisk fordelt med 
n 

f ordeling f, har z =1= x. f ordeling k = f * f * ' i=1 l 

~ f = f n* og df ( s) =y·(s)n~ 
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Eksempel 2. 

x1 , ••• ,Xn er uavhengige og identisk fordelt med 

fordelingsfunksjon f 

f(O) = 1-p,f(1) = p, <P ( s ) = 1 -p+ p s 

n z = ~ x. har fordeling k og genererende funksjon 
. 1 l i= 

n n n 
?{ ( s ) = ( 1 - p+ p s ) = -1..: ~ ( : ) i( 1 )n-i <'i p -'() ;) 

i == 0,1,.~.,n 

dermed 

i > n 

Herav f0lger at Z er binomisk fordelt (n,p). Som kjent 

kan rlette oqsa innsees ved kornh' n,;:,+n~; s'· rPc.onnemr'nt 

Eksempel 3. 

x1 ,x2 , ••• ,xn er uavhengige og identisk geometrisk 

fordelt med parameter p. 

f(n) = p (1-p)n- 1 n = 1,2, ••• 

f(O) = 0 

G..) r- ln-1 s cp ( s ) = p s ~ = 1 l.: ( 1 - p )_ = 1 - s r 1 - p ) 

~( s) 

n 
Z = -;:--- X. har genererende funksjon 

i=1 l 

\'\ 

= q'.>(s)n = _......_(..__ps_,_) __ 
r1-s(1-pJ]n 

= ~(n+i-1) n( 1- )i5 n+i = 00 . 1 . . 
~(J- ) n(1- )J-nsJ 
~ n-1 P P --:- n-1 P p, 

i=O J=n 

altsa er den elementrere sannsynlighetsfunksjon for Z 

k( .) P ( 7 ') (i-1) n( 1 )j-n J = ~ = J = 1 p -p r n- j = n, n+ 1 , ••• 
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Dette kan ma.n vise ved kombinatorisk resonnement. 

Legg merke til at vi i begge eksemplene har gjort 

nytte av den en-entydige korrespondanse mellom sekvenser og 

genererende funksjoner• Vi fant f0rst den genererende 

funksjon, og dernest den tilh0rehde fordeling. 

Eksempel 4. "F0rste pas sering•" 

Pr ( X. 
1. 

x1 ,X:2,••• er uavhengige og identisk fordelt 

= 1 ) = p 1 Pr ( Xi = - 1 ) = 1 -p ) 

~ Sn = L-- X •• . 1 1. i= 

Denne modellen ref ererer seg til en bernoulli for-

s0ksserie hvor vi setter 

opptrer i n-te f ors0k og 

n-te f ors0k. 

X = 1 hvis begivenheten A n 

X = -1 hvis A opptrer i n 

Eksempel pa denne situasjonen er en mann som spiller, 

og ma ut med 1 hver gang han taper, mens han far 1 hver 

gang han vinner. 

:Sn = ditferer.sl:--n ·:-. : ..... :..r.~a.:..;.. A u0 dO'Call A.. 

I eksempelet er Sn nettogevinsten. Var spiller har bestemt 

seg for a slutte med en gang han far positiv nettogevinst. 
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Hva er sannsynligheten for at han stopper etter n0yaktig 

n spill ? 

f (n) for begivenheten 

Hva er med andre ord sannsynligheten for at Sn for 

f0rste gang er positiv (= 1) etter n-te fors0k? 

Vi skal generelt finne sannsynlighet for at f0rste 

passering gjennom x skjer i n - altsa sannsynligheten 

J{x)(n) for begivenheten 

· ·n-1 
{Sn= x}n In Sr(x l 

lr=1 J 
x > 0 

For a komme til x > 1, ma man passere 1. Etter a 

ha passert 1 f0rste gang, ma vi ha nettogevinst pa x-1 

i de resterende fors0k. La oss definere 

n 
Sr= 2::: X. 

n . 1 l. i=r+ 

F0rste passering gjennom x i n hvis og bare hvis 

:~: [@1<1n. ··fl sr_1<1nsr = ~ 
(lr~+ 1 (x-1nS~+2(x-V, •••nS~_ 1 (x-1oS~ = x-~} 
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Siden enkeltfors0kene er uavhengige, er de to begivenhetene 

som er snittet med hverandre uavhengige. Altsa har vi 

.£(x)(n) = )- 1,((r)/(x-1 )(n-r), 
r=1 

ved a definere l(x)(O) = O, har vi 

t_{x) = {*j(x-1) = l.X* 

For de genererende funksjonene /\!)c~s) 
gjelder dermed 

Na har vi imidlertid 

Dermed ;A( s) = ps+(1-p) s ~ ,(( 2 )(n-1) 
n=2 

/\( s) = ps+(1-p) r u2 s lj\(s). 

som gir 

/\ ( s) 
+ \ l . 2 

= 1- 'l1-4p(1-p)s 
2(1-p)s 

s n-1 

Na er imidlertid ikke 1+ 'v 1-4p( 1-p) s 2 
- i(1-p)s 

n > 1 

no en 

genererende funksjon, 

/..1 ( s) 

~1 er jo ikke engang definert i 

o. Altsa har vi den genererende funksjonen til t er 
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-1 
= 1- V1-40(1-p)s 2 

2{1-p)s som kan skrives 

r 1 . 

"(s) = 2(1-1p)s _1-(1-4p(1-p)s2)2] = 

1 f 1 OJ ~ f~ ;l n 
;;; 2s(1-p)~ -~(n)~p( 1 -p)sJ 

f 0lgelig 1 ( 2n-1 ) 

( ( 2n) = 0 

2n-1 s 

n=1,2, •.. 

La oss f inne sannsynligheten f for at spilleren f0r eller 

siden skal stoppe. 

(= EN) 

00 
f = l._/(n) =;\ (1) 

n=O 
= 1 - \{ 1 -4p ( 1 -p) = 

2 ( 1 -p) 

for 

for 

1 
P ~ -- 2 

1 
p < 2 

Forventet antall spill f 0r spilleren stopper 
1 er selvf0lgelig = en for p < 2 • Ved derivasjon 

finner en 

-A' ( 1 ) _ 1 - I 1 -2p I 

EN = 

- 2 ( 1 -p) J 1-2p! 

{ 
QJ for 

2d-1 for 

1 
p ~ 2 
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La x1 ,x~!' Q... vrere uavhengige stokastiske variablee 

X'ene har alle sannsynlighetsfunksjon f og genererende 

funksjon '{> , N har sannsynlighetsfunksjon g og 

genererende funksjon O-. Vi skal f inne den element~re 

sannsynlighetsfunksjon k for 

Vi ser at 

af ( s) = 

= 

Eksempel. 

Esy = 

N 

y == x. i=1 ]. 

E[Esyl ~ 

N 
~ 'L 

= ELE(si~1 

E u(s)Nl =()'(~(s)) 

x. 
1 f N~ 

Bedriftsulykker i en nrering antaes a f 0lge en 

Poissonsk punktprosess med ul ykkes intensi tet A ~gj ennom­

sni tlig antall ulykker pr. tidsenhet). Antall arbeidere X 

som blir skadet ved en ul ykke er geometrisk f ordel t ; x=l,2, .. , 

Pr(X = x) = p(1-p)x- 1 • Vi er interessert i fordelingen for 

antall skadede arbeidere Y i et tids~nter-
Vi ser at 

vall av lengde t. /antall ulykker N i tidsintervallet er 

Poissonfordelt med parameterA·t og altsa genererende 

funksjon e-At+Ats. Antall skadede arbeidere X ved en 

ulykke har genererende funksjon z5 \ • Den 1-s 1-pJ 
genererende funksjon for Y blir da 

Herav 

of( s) 

I\ t EY = -p var Y = ;1 t 2-;f 
p 
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Anta at den genererende funksjonen <p er rasj anal 1 

q; ( s) = 1Iftt v s der u og v er polynomer. Eventuelle 

f elles faktorer for u og v antaes f orkortet bort. Hvis 

graden til U er mindre enn graden m til V, og hvis 

de m r0ttene s 1 , ••• ,sm i V er forskjellige, kan 

~ delbr0koppspaltes 

For a f inne g. 
.l. 

=~3-. 
. 1 s. - s 
J= J 

0 ser vi pa llhl( s. -s) vTST .l. 

setter s = s. og far 
.l. 

U( $.) 
-- .l. 

91 - vi(si) 

Siden r ( s) er analytisk nrer origo er ingen s. 
J 

lik o. 
Anta at s1 er nullpunktet med minst modul. For 

I s I < I s 1 I ' har vi 

q? ( s) = L ~( 1 - ...§_) -1 = ._m_ ~ -f:.(£) n 
. 1 s. s. ~1 $. 0 s. 

Dermed har vi f(n) 

J = J J J = J n= J 

= ;--- gj 
j =1 s. n+1 

J 

m U( s. ) 
= L. J 

. 1 vi(s.) 
J= J 

1 
n+1 s . 

J 

Siden s 1 har minst modul, har vi 

U(s1) 1 
f(n) ~ V'(s ) • n+ 1 asymptotisk. Dette er ofte en god 

1 $1 

approximasjon. 

Hvis U ikke har mindre grad enn V, kan vi skrive 



1Lltl = 
VGT 
u1 ( s) 

der p er polynom, og behandle 

v ( s) som ovenf or. 

Eksempel. 

La f (n) = sannsynligheten for at man far et like 

(jevnt) antall heldige utfall ved n bernoulli fors0k. 

f ( n ) = ( 1 - p ) f ( n - 1 ) + p ( 1 ... f ( n ... 1 ) ) = p+ ( 1 ..;. 2 p ) f ( n - 1 ) n ) 1 

Hvis f 0rste f ors0k er heldig ma vi nemlig ha et odde antall 

i de n-1 og omvendt. 

Vi har f(O) = 1 £(1) = 1-p og f0lgelig 

co 
= 1+r:s + s (1-2p)Lf(n-1) 

n=1 

n-1 s 

= 1 + .2.L + s ( 1 -2p 'd) ( s) 1 -s 'T 

1,1) ( s) 1 - s+~s = 1 _1_ + 1 ..,.._........,._1 _,,,,._......-
1 = [1-(1-2p}sJ[1-sj 2 1-s 2 1-(1-2p)s 

00 -

For j sf ( 1, har vi f(s) = ~ z
0
r1+(1-2p)n_/s 0 • 

Altsa f(n) = ~(1+(1-2p) 0 ). 
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Under er det gitt en tabell over nyttige egenskaper 

ved den genererende funksjon. 

Opprinnelig funksion n ~ 0 

Betegnes med latinske 
bokstciver 

f (n) 

f (n)+g(n) 

k • f (n) 

f(n-1) 

f(n+1) 

n 
E1 

1 

n 

n • f(n) 

; k reel 

; f(-1) = 0 

; a reel 

; /\reel 

( nl\T) on ( 1 -p ) IJ - n : 0 11-~ , D= 1 • • , N 

c< +n+1 ex 
( n ) P (1-p)n ;o( >o 

·,enererende funks.ion_ 

betogoes med tilsvsrende 
greske bokstaver 

'/)< s) 

rp<s) +((Cs) 

k • pc s) 

s <(JCs) 

! Cf(s) - f(O)) 

_1_ 
1-as 

...L 
1-s 

s 
( 1-s )2 

cj)Cas) 

sfY ( s) 

e -I\ +/ls 
N (1-p+ps) 

( p 
1-(1-p)s 
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b) Genererende funksjoner i markovkjeder~ 

, ,00 

Gitt en Markovkjede (Xn)n=O med et endelig antall 

tilstander 1 ,2, ... ,N, overgangsmatrise P og initial-

f ordeling 

La 

Da har vi 

p = [Pp ... 'p~. 
p. ( n) = Pr ( X = i) og p ( n) = 

1 n 

p(O) = p cg p(n+1) = p(n)·P = p·Pn+ 1 

De genererende funksj onene {ti ( s); i = 1 ~ ••• ,N er 

def inert ved 

7(. ( s) 
1 

n s • 

Siden p1 (n) alle er sannsynligheter, konvergerer 
,.,...,,_ 
I{. 

l 

0 ( ,, 

absolutt i omradet -1,1/. Legg merke til at 

som funksjon av n ikke er noen fordelingsfunksjon. 

p. ( n) 
i 

Den genererende vektorfunksjonen lr(s) er definert 

ved 

I ligningen p(n+1) = p(n)•P multipliseres med 
n+1 s og summeres. Det gir 

-1 s 

Dette gir, ved at p = p(O) og I betegner N¥N enhets-

matrisen, 
71 ( s ) - sV( s ) P = p 

fr(s) ~-sP) = p 

7T ( s ) = p • (r- s P) - 1 

* Basert pa fuward~ "DYNAMIC PROGF.AMfvlING AND MAIU\OV PROCESSES VI. 
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I en omegn om origo vil I-sP vffire ikke-singulrer, 

og den inverse vil dermed eksistere. 

Eksempel 1. 

En mann spiller med en mynt og en tetning. Hvis han i 

n-te spill skal knipse mynten, er han i tilstand 1, hvis 

han skal sla terning er han i tilstand 2. Spillereglene 

gar u t pa at fr a t i l stand 1 lmrnrner ban til tilstand ~ 

hvis mynten viser krone, fra 2 til 1 hvis terningen 

viser ett 0ye. 
1 1 
2 2 

p = p 
1 5 

I 

6 6 

s _i-1 1--2 

1-;J 
I-sP = 

s 
-6 

·. . \ -1 
(I-sP) 

I 6-5s 
(3--s){1-s) 

= ~ \ 
\ s 
l13-s)(1-s) 

Ved delbr0k oppspalting far vi 

1 
= 2 

1 1 9 1 
2 1 - s + 6 . 1 _.§. 

3 

1 1 1 - --+-2 1-s 2 
1 

s 1--
3 

= [q 1-q 1 
J 

3s l 
(3-s)(1-s)"! 

\ 
\ 
' 

6-35 l 
(3-s)(1-s)\ 

~. 1 
2 1-s 

3 1 
2 1-s 

-" 

3 1 
2 1 _.2. 

3 

1 1 

- 2 1-~J 
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fl I 13 3i 3 

1 4 4\ 1 /4 4 
= 1 -s 3 I 

+-
1 s 

l! 1 1--
4 4J 3 4 4 

I-

00 ~ ~ (l)n r; 
3 

} = L' { 4 n 
4 + 4 s 3 n=O 1 3 1 

4 4_ I 4_ 4 
L. 

F0lgelig 

Vi ser at nar n -;:. 00 , har vi for alle q~ 

p(n) ~r± %] som er stasjonffirfordelingen for 

,..._; 

prosessen. Vi skriver lirn p(n) = p. 

_J;ksempel 2. 

En drosjesjaf0r opererer i et distrikt med 3 byer 

A, B og c. Han far bare turer mellom og innen byene. 

Hvis han pa tidspunkt n er i A, er X0 = 1, i 

B xn = 2 og i c x = n 3. 

11 1 ll 2 4 41 
Overgangsmatrisen p 1 0 

~ 
= 2 

11 1 

h4 4 
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I-sP 

. . 1 1 ~-sP)- = 
s 3-s2-16s+16 

-s -s 
4 -2s 

-s 4-25 
.J 

2 -2s -8s+16 

2 
""28 +Bs 

2 2s +4s 

2 -s +4s 2s 2+4s 

2 3s -16s+16 2 -2s +8s 

-s2+4s 2 -2s -8s+16 

Siden s 3-s 2 -16s+i6 = (1~s)(4-s)(4+s) gir delbr0k­

oppspaiting: 

2 
L5 

1 
TO 

+ 1 2 - -5 
1 +2. 

4 1 
TI5 

1 
-5 

4 
5 
1 

-5 

1 
2 

0 

1 
2 

+ 

1 
TO 
2 

-5 
1 

TO 
.,,) 

La ini tialf ordelingen vrere p = (P 1 P2 P3J J P1 +p2+p3 = 1 • 

Da har vi ved rekkeutvikling 

P1 ( n) = £ + ( l) n l( n -p ) + ( _.1.) n _1 ( p -4p +p ) 
5 4 2 1-'1 3 4 1 0 1 2 3 

P2 (n) = l+ (-l)n l(-p +4p -p ) 
5 4 5 1 2 3 

Vi ser at 

-2s·1 lim p(n) -r· £ 1 - 5' 5' 
i'\-)CC -

uavhengig av 

l 
J 
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Eksempel 3. 

En mann gj 0r Bernoulli fors0k, hvis A inntref fer i 

n-te f ors0k er y = 1 og hvis A, sa er y = 0& Vi n n 
skal def inere X1 'X2; • • • . Hvis yn = 0 er x n = o. Hvis 

y = o, yn-k+1 = 1 ' 
y = n-k n-k+2 1 ' yn = 1 da er xn = k, 

hvis k~ N, og xn = N hvis k) N. Hvis, med andre ord, 

det n-te f ors0k var A mens de neste k var en sekvens 

A-er, er xn = k for k ( N og xn = N for k ~ N. 

Sannsynligheten for A er Pr(Yi = 1 ) = p 

1-p p 0 0 0 ... 0 0 

1-p 0 p 0 0 ... 0 0 

1 -p 0 0 p 0 0 0 

Overgangsmatrisen = p = 

1 -p 0 0 0 0 . . . p 0 

\ 
1 -p 0 0 0 0 0 p 

1 -p 0 0 0 0 ... 0 p \. - _i 

-s( 1 -p)qoo+qro-spqr+10 = 0 r = 1, ••• ,N-1 

-s(1-p)q00+(1-sp)qNO = o 
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og 

[1-s(1-pI\ q0 k-spq1k = 0 

-s(1-p)q0k+qrk-spqr+ 1k = 0 ) r = 1, ••• ,k-1,k+1, ••• ,N-1 

-s( 1-p)q0k+qkk-spqk+1k = 1 

-s(1-p)q0k+(rsp)qNk = 0 

for k = 1 , 2, •.. , N-1 

-s( 1 -p)qON+qrN-spqr+1N = O r = 1 , ••• ,N-1 

-s(1-p)q0N+(1-sp)qNN = 1 

bakfra, finner en 

s( 1-p) (so.)k O 1 k 
1 - s ~ ; r= ' ' • .. ' 

qro = s(1-p) 'qrl{ = s(1-o) (sp)k 
1-S 1-S 

for k = 1~2, ••• ,N-1. 

C1. N = -r .. 

= 

_J__ (s )N-r + 
1-sp P 

( sP )N 1 + - ~ 
1-s 1-sp 

s(1-p) N (sp) 
(1-3p)(1-s) 

Usp)N-r -(sp)N) ; r=O 5 1 , ••• , N .. 



i 1-SE. 
· 1-s 

l 
j
l s(l-p) 

1-13 

(I-sP)-l = 

::: 

I 
I 
I 

I 
r(l-p) 

1-s 

f (l~pJ 
1-s 

I 
ls(l-p) 

1-s 

s(l-E) 
1-s 

s(l-p) 
!_ 1-s 

s(l-p) 
~ . sp 
1.-S 

s(l-p) - Sp .L-s 

s(l-p) 
l sp -s 

s(l~p) 8 
1-s P 

s(l-p)sp 
1-s 

s(l-p) 
1 Sp -s 

~ 19 -

N 
( )2+s(l-Plc )2 (sp) Sp 1 Sp ••• l -s -~s 

N 
•.• (~p) + ~l l ((sp)N-l_(sp)N) 

.... -a -sp I 
N 

••• ~:~) + l=sp((sp)N-2_(sp)N) 

N 
••• (sp) + .1:.._ ( (sp)N-3_(sp)N) 

1-s 1-sp ·· 

! 
' i 

(sp)N + _J;_ (1--( )N) 
I 

S(l-p)·(S' )2 I 1 . .1:) ••• 1 1 SP -s -s -sp -

s_(~-p) (s )2 s(l-p) ( )N-1 
Nl 

(sp) I 
1-s p . . . 1 sp 1-s -s 

s(l-p) (sp)2 s (1-p) ( /I~l ¥-¢1 I 
1-s ••• 1-S Sp s ! 

s(l-p) (s )2 s(l-p)( )I;-J-1 (sp)N 
1-s P · · ·· 1-s sp 1-s 

s(l-£l( )2 
1 sp -s 

s(l-p)( )N-1 (sp)N I 
· · · 1-s sp 1-s J 
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1 2 (sp)3 (sp)N-1 sp (sp) ••• 0 

0 1 . Sp. (sp)2 • I • (sp)N-2 (s2lN-1_{st:dN 
1-sp 

0 0 1 ( N-3 (s12}N-2_(sg}N 
sp • • • Sp) 1-sp 

+ 0 0 0 1 • ( )N-4 . ~ sp 

0 0 0 0 , • i (sp)N-5 • 

0 0 0 0 . . " 1 s12-(s12)N 
1-sp 

0 0 0 0 " • 0 
1-(sQ)N 
1-sp _....... 

Na er 

s(1-p) k k ...!2.. n 
1-s-- • (sp) = (1-p) p 2:__ s 

n=k+1 

(sp)N _ N ..QQ. n 
1 -p 2:_s -s n=N 

( )N-r ( )N o::> a. N-1 
sp 1-s- sp = L (sp)n -L(sp)n = L pn sn 

P n=N-r n=N n=N-r 



+ 
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l- N-1 N-1 N-1 
' 1+(1-p)f sn ps+(1-p)p,L:sn; p2s2+(1-p)p2 Ls~ ... ;pN-2sN-2+(1-p)p~J-2.sN-\ PN-1sN-1 
I n=1 J n::::2 n=3 

0 

- N-1 
(1-p)Lsn r 

1 

N-1 
(1-p)L sn 

1 J 

N-1 
(1-p)?s 0 

- J 1 

N-1 
~ n 

(1-p)Ls 1 
1 

N-1 2N-1 
1+(1-p)pLsn p•s+(1-p)p L:sn 

2 J 

N-1 
(1-p)pL sn 

2 

N-1 -n 
(1-p)p'L._s 

2 

N-1 
(1-p)p)> Sn 

2 

) 

) 

2N-1 
J 1+(1-p)p ').• Sn 

3 

N-1 
(1-p)p~sn 

3 

N-1 
(1-p)p2$ Sn 

3 

N-3 N-3 ( 1 ) N-2 N-1 
• • •Ip S + -p p S J 

N-4 N-4 ( ) N-2 N-1 
J • • •Ip S + 1 -p p S ) 

I 
( ) N-2 N-1 ••• I 1 -p p s ) 

) 
( ) N-2 N-1 

•• 0 1 -p p s 
) J 

N-2 N-2 p s N-1 N-1 p s 

N-1 N-3 N-3 ~ n n 
p s JL__PS 

N-2 

N-1 
/ n n 1 ) p s 

1 

N-1 
)n n 0 j _p s 

0 
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La oss tolke resultatet• 

Hvis x = k 
0 

dvs. pk = 1' pi = 0 i t k' har vi 

fT(s) = p(I-sP)-1 = [1-p1 p(1-p)~p2 (1-p); •••JPN- 1 (1-p) ~· 
m 

.L: Sn 
n=N 

k+ 1 N-1 n N-k-1 N- 1 n n J sp+(1-p)p > s , ••• ,(sp} ,J::p s 
k+2 k 

Dermed kan vi skrive opp 

Nar n ~ N pi(n) (1-p)p i i + N ,pN { n) = p 
N er = 

Nar n < N far vi 

0 i < k n 6. i 

(1-p)•pi 
) i < k n ). i 

n i ~ k n+k i p J = 
Pi(n) = 

+ 0 i ~ k n+k i og L i ) n 

pn 
J i = N n ~ N-k 

0 i = N n ( N-k 



- '· 

- 23 -

r ~ +or eksempel k = 3 

. 
~ 0 1 2 3 4 5 N-1 N 

i 

l) 0 G) 0 1 0 0 . . 0 0 

1 1-p 0 0 0 p 0 ' 0 0 

2 1-p p(1-p) 0 0 0 
2 

0 0 p 

p(1-p) 2 
3 1-p p (1-p) 0 0 0 ' . . 0 0 

p(1-p) 2 3 
4 1 -p p ( 1 --p) p ( 1 -p) 0 0 ' . . • 

5 

6 

1-p p(1-p) 2 3 N-4 N-4 p (1-p) p (1-p) p 0 

N-3 1-p p(1-p) 0 p N-3 

N-2 1-p p(1-p) 0 N-2 p 

N ( 1 -p) p(1-p) p( 1-p)N-1 N p 

00 

Vi har 'lr(s) = ~ p(n)·sn = 
n=O 

" -.....-1 plI-sP) • Pa den annen side 
'-.. co 

er p(n) = p·Pn. Dermed far vi p·L Pn.sn = p (I-sP)- 1 

for al le 
~ n ~ Pns L-

n=O 
Hvis 

f oran n s 

initialfordelinger 

= Q:-sP)- 1 • 

n=O 
p, - og f0lgelig 

H(n) betegner den matrisen som er koeffisient 

i rekken til (I-sP)-1 , har vi altsa H(n) = Pn. 

I eksemplene har vi utnyttet dette til a f inne 

p·Pn = p(n). 

I de tre eksemplene fant vi at (r-sP)- 1 og til­

svarende P0 = H(n) kunne spaltes opp pa en interessant 

mate. 
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Vi fant at Pn kunne skrives som summen av en 

stasjoncer del S som var uavhengig av n, og en del T(n) 

s besto av stasjoncerfordelingen s = [fl 
-'¥ I 
Pj 

som gikk geometrisk mot O. 

og 

var f 0lgelig en stokastisk mat.tise (en 
N 

kvadratisk matrise p ~ 0 der ~ p .. 4--
J=O lJ 

O, ••• ,N). Generelt har vi f 0lgende om 

= 1 for i = 
I- :\ -1 
~1-sP .J • 

(i) f I-sP J= U(s) er et polynom av grad ~ N. 

Matrisen G-sP] ij som fremkommer ved a stryke j -te 

linj e og i -te kclonne, har determinant i I-sPJ . . = V .. ( s) 
l.J 1.J 

som er et polynom av grad ~ N-1. 

Som kjent kan (r-sP)- 1 skrives 

r, -1 -s·tI-sPluJ _fvi.(s)J 
1._I- sP) - l J 1 - s p I J - t U l s ) ' 

{I-sP )-1 er altsa en rasjonal matrisefunksjon, som 

f0lgelig kan delbr0koppspaltes. 

(ii) Vi ser at 1 er egenverdi for P. ·net kan vises at 

alle egenverdiene- for P har modul mindre eller lik 1 .. 

Dermed har vi 

der 11\. t f 1, og at minst en av faktorene er ( 1-;\). 

Men dette er ekvivalent med at { 1-sPl = 

b•(s1-s) ..• (sN-s) der t sil ~ 1 og at minst en av 

faktorene er (1-s). 
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(iii) Nar P er overgangsmatrisen for en Markovkjede 

med bare en rekurrent klasse' kan det vises at .p kO.:n bar en 

egenverdi med modul l> og det er ~ = 1. 

Det viktigste tilfelle for oss er nar P bare har 

4n rekurrent klasse. Da kan vi skrive 

(!:-sPl- 1 = s·"f::..sn + "Er(n)s 0 , der S er den stasjon~re 
- n=O n=O 

del uavhengig av n, og T(n) er en del som gar geometrisk 

mot o. 

c) Genererende funksjoner i f0dsels- og d0dsprosesser. 

(K0teori.) 

I det f0lgende skal vi ga gjennom noen eksempler pa 

bruk av genererende funksjoner i f 0dsels- og d0dsprosesser. 

I betegnelser og teori skal vi bygge pa Karlin. 

Gitt en stokastisk prosess {x(t)}, med de naturlige 

tall samt o.J som tilstandsrom. P0 (t) = Pr(X(t) = n) 

n = 0,1,2, •••• Til sekvensen P (t);P1{t),... svarer 
0 oO 

den genererende funksjon 77(s,t) = ~ sr.P (t). For fast 
n=O n 

t er altsa Tf (s,t) den genererende funksjon for for-

delingen (den ufullstendige) til X(t). 
ro 

Vi har 0 f P (t) ~ 1 LP (t) ~ 1, og 7i (s,t)ko:iver-
n ' n=O n 

gerer dermed ··absolutt i_ omradet 2 , U. Vi har 

og hvis 
CXJ 

aRs,t) = as 

L__ snP'(t) 
n=O n 

konvergerer absolutt i et lpent intervall 
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har vi 

Fksempel 1. Yule prosessen. (Se Karlin.) 

Vi har en populasjon individer. Hvert inJivid har 

intensitet /3 for a spaltes til to individer~ uavhengig 

av de andre individene. X(O) = N er antall individer pa 
tidspunkt o, X(t) er antall individer pa tidspunkt t. 

X( t) er en ren f 0dselsprosess med = nj3 1 X(O) = N. , 

Ved sannsynlighetsteoretisk resonnement finner en 

Herav 

P~(t) = f1Un-1)P 0 _ 1 (t)-n·P0 (t)J 

p N ( t ) = - Nf p N ( t ) . 

n = N+ 1 , ••• 

Siden Pi(t) = 0 for i = 1,2, •.. ,N-1, er 

dif(s,t) 
2ls 

co 
Alts a ha r vi ) s np ~ ( t ) = ;S s ( s -1 ) v il~ ~ 't ) og 

n=O 
denne summen konvergerer absolutt i <-1, 1/. Den 

genererende funksj onen /{ ( s ,t) for (P n ( t )). er al tsa 
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bestemt ved den partielle diff erensialligning 

C>:f(s,t) +L1 ( 1 ) 2'il(s,t) = 0 at I s -s ~ s 

med randkravet 
00 

II ( s, o) = 2._ s np ( o) = 
n n=O 

N s . 

v = lT (s,t) er integralflaten vi er ute etter. 

I f~lge appendix side 37 skal vi f~rst se p~ 

dv dt ds 
O = -1 p s(1-s) 

Herav dv dt 1 1 
dt = o, ds = j3 s(1-s) som impliserer 

s 1-s st 
v _ c 1 og st = lny, ~ t c2_ eller c2 = -8~ e 

Den generelle 10sning er gitt ved 

Randbetingelsen 7f ( s ,O) = sN gir 

u = 
1 -s 

s ' s = 
1 

u+1 ' 

f(u) = (u+1)-N. 

Dermed far vi 

v = 7T(s,t) 

med p = e-rt far vi 

// ( s 't) 
N N N N N ~ -N .,.J "1 

= s ·p ~-s(1-pll- = s p 2:._(y)(-s) ·(1-p) 
v=O 

....._o:;(N+Y-1) Nr 1 )..,; N+v 
= ,/!__ ;J p \ -p s 

'Y'=O 
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n = N, ••• 

Dette er den negative binomialfordeling. 

Legg merke til at vi kunne fatt resultatet over ogsa 

pa f0lgende mate. Yuleprosessen refererer seg til en popula­

sjon av individer som med intensitet j3 spaltes i to nye 

individer X(t) er antall individer, og X(O) = N er 

populc:: sj onens st0re1se initial t. Nummerer de N start• 

individene fra 1 til N. La Yi(t) vrore antall 

individer som er avkom etter startindivid nr. i. Da har 

vi at 

X(t) 

?.n = 

y. ( t) 
l N 

er uavhengig identisk fordelt, og 

= L Y.(t). 
. 1 l i= 

Na er Yi(t) en ren f 0dselsprosess med parameter 

np og Yi(O) = 1 • 

Den genererende funksjon {t/(s,t) for Yi(t) blir -
-Pt se 1-analogt med iV(s,t) - lik ~ og f0lgelig har vi 

1-s ( 1-e /9") 

7T(s,t) =(?'(s,t)N -[ se-fit -;N 
- 1-s(1-e?qt) 1 ° 

-, 

Eksempel 2. 

Situasjonen er at vi har en ubegrenset parkerings­

plass. Bilene ankommer med konstant intensitet "/\, og hver 

bil pa plassen har intensitet ,M~ for a forlate parkerings­

plassen. La X(t) = antall biler pa plassen pa tidspunkt 

t. X(t) er en f0dsels- og d0dsprosess med parameterene 



...., . 

.A =;\ /U = n•Ji· Anta X(O) = N. 
n J n / 

Pn(t) ma da tilfredsstille 

P~(t) =APn_ 1 (tJ-(~+o/)Pn(t)+(n+1}4Pn+ 1 (t); n = 1,2, ••• 

P ~ ( t) = ..:AP n ( t) ~ P 1 ( t) 

Multiplikasjon me,d sn og summasjon gir 

ro 
+a i ( n+ 1 ) s np + 1 ( t) r· n=O n 

La 7T ( s, t) vcere den genererende funksj on for P n ( t) . 

Vi finner 

~ :r ~ ( s - 1 ) ~ : = /l ( s -1 ) 7T ( s , t ) 

som 10ses ved a se pa 
dt ds d 7T 
-1 =;/c.Js-1) = ~ [s-1) ·tr 

dt 1 gir eft (s-1) ·c1 'f c1 (s-1 )eJlit; ft" ds = s-1 = = 

~s 
".) 

- -s 
ds =/Al eP = c2_ // c2 = "!! e _,JU 

drr 1. 'IT gir J 

c2 = p(c1 ) gir ved randkravet 77(s,O) = sN 

:::\ - -s 
sNe .J1 = ¢t(s-1) det vil si 

}U (u) 
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7/(s,t) 

Sett Da far vi 

r. -1.tt -Ll-tl N (s-1 )Dt 
"/l(s,t)=._1-e/ +se;_J ·e 1 

Der }V1 er genererende funksjon for Y(t) som er 

binomisk f ordel t ( N, e Jft) og p 2 er genererende 

funksjon for Z(t) som er poissonfordelt med parameter 

f\· Nar Y(t) og Z(t) er uavhengige har vi 

X(t) = Y{t)+Z(t). 

Dermed kan vi skrive direkte opp 

Altsa 

pn(t) = )-N (N)e-Jlti(1-e"i'°t)N-i ftn~~' e-r't for n )N, 
i=O i I / n-i • 

n-i 
p (t) = ~(1!)e-)lti(1-e-frt)N-i /'t e-;Ot for n ~ N. 

n . 0 i {n-i) ! 
i= 

(/j !/1. 

-/Jt(n,IY) 1 '. t N. . 
= e f L ( . ) I ( ~ ) e -rel ( 1 -e 1-/t ) ~ l ;:1 t n -1. 

. 0 n-1 . i . 
i= 

F0lgende ting f0lger ogsa umiddelbart. 

co .-
P.r (X(t)< 00 ) = L Pn(t) = rl (1,t) = 1. 

n=O 
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Hvis N = o far vi 
p~ 
n l 

Vi ser at 
~n - ~ 

Pn = lim P ( t) = 'l1"r e P 
t 700 n 

og 

grensefordelingen er altsa ~avhengig 

ogsa av at /l(s;t) ~e(s- 1 ~ nar t 

Legg merke til at 

av N. 

_ .... o;l. 
I 

EX(t) = EY(t)+EZ(t) = Ne-flt+/t~ 

Dette sees 

Eksempel 3. K0prosess. {Se Karlin side 196.) 

Vi har en k0 med ~n ekspedit0r. X(t) = k0ens lengde 

pa tidspunkt t. /\. er ankomst intensi teten, /.Ver 

betj eningintensi teten, dvs •/.£.dt er sannsynligheten for 

at en kunde som betjenes skal bl: ferdigekspedert i 10pet 

av dt. 

X{t) er f0dsels- og d0dsprosess med 

1\ =/\ /J.., =µ. n ~ 1 • J,I/ = 0 A= 'A n / n / / J; o J o • 

X(O) = N 

Vi finner 

(l) 
= /\P n-1 ( t) - ( ~+;li) p n ( t 7'p n+ 1 ( t) 

= - ;1 p ( t ) . +,4 p 1 ( t ) 
0 I 

n = 1 ,- • • 

F0rst skal vi se pa grensefordelingen p(n) for 

prosessen. Vi har 

~ p(n-1 )-(/1y)p(n)_;up(n+1) = 0 n = 1 , • • • 

· -":'Ar(O) jUP(1) = 0 
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som innsees ved direkte resonnement. 

La f( (s) vmre den genererende funksjon for 

far 

p(n) • Vi 

.. /?'(s) = p(O) µ (1 -s) = p(O) 
J s 2-(~ y) s+/l 

1 

fZ'(s) er analytisk i omradet <-{':ii')· Hvis og bare 

hv is? > /\. er 7[ ( s) genererende funksj on for en for-

deling. 

For /L > ;::\_ far vi Jt ( s ) = 

p ( n ) = ( 1 - 2) ( 2') n. 
,,,u /..a. 

f ordi 7f ( 1 ) = 1 I Og 

Dette resultatet far en ogsa med mer direkte metoder. 

La oss na se pa p ( t) . 
n 

Ved multiplikasjon av n s i (1) og summasjon far vi 

imidlertid ikke noen homogen differensialligning i 7/(s,t). 

(2 \ 
!, f 

Vi innf0rer P_ 1 (t),P_ 2 (t), .•. , og lar ligningen 

P ' ( t ) = /\ P 1 ( t ) - (:;:\+a ) P ( t ) +µ P + 1 ( t ) n n- F n / · n 

gjelde for n = ... -2,-1,0,1, .... Veda definere 

1'P_1 (t) ~P0 (t) ser vi at systemet 2 impliserer 1. 
00 

Definer Q(s,t) = 2:__ s 0 Pn(t). 
n=- tt:I 

(2) gir ~ = (-ls-(:1+,A +{) ·Q 

(~s-0;-fa)+ fo) t 
Q(s,t) =p(s)•e 5 

Var oppgave er na a spalte opp Q: 
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-1 
Q ( s , t ) = /I ( s , t ) + > s n P n ( t ) 

n=- oo 

Si den If ( s , 0 ) = N s , har vi Q(s,O) 

Altsa 

-n s hvor vi har innfort 

~ ( s) 
co 

N } = s + 
n=1 

-n a s 
n 

For a finne rekken til Q(s,t) ma vi na rekkeutvikle 

(;\ s+±~t 
e 1 , og til det skal vi bruke besselfunksjonen 

n=- co 

For y reell og z = iy, far vi 

1 ..,.. 1 
-iyl'--) 2 ( e 

1 ( '')'! 1 ) -y l t '+ -. - 00 
2 i 7:'. _ ,- J ( . ) ¥_n = e - L-- n iy ' 

- Q:,) 

1 ?<' 1 ~y(i.,+ - ) 
Erstatt i?: med ?: e 2 r 

Funksjonen I 0 (y) = i-n Jn(iy) kalles Besselfunk= 

sjonen med rent imagin~rt argument. 

Altsi'i Jy(r+ ~) = ;:__ In ( y) in 
- 00 

Sett na y = 2 V j,J t, 't = ~;£, \ s. Dermed 

Og 
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Ved a skrive 10 = In ( 2t ~~,fa/ =f og 
n-N n 

P n ( t) = e -(;\jll) t fr 2 + >ro I 2b • }. 
i n-Nf r=1 n+f r 

r 
2 f 0 

a · () = b far vi 
r I t" 

Vi gj0r na bruk av ligningen 

som ved innsetting gir 

_N. Q) 

I-NP 2 + } I ·b 
I r=1 r r 

Na er I = I : -r r 

Dette er en identitet i t, og dermed identitet i de 

varierende I . 
r 

Vi far ligningene 
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1 

b - 2b 
1 = 0' br - f r+ 1 r = 2, ••• ,N-1 ,N+2, ••• 

' 
1-N 1 

-1~ + b 2b 0 N+1-p l\!+2 = 

som gir 

- .l(N+2) 
bN+ 2 = f 2 ( 1 'f) 

bN+2+m = f 
N+m+2 

2 

Sluttresultatet blir 

Eksempel 4. 

m = 1,2, ••• 

Et ekspedisjons-sted har sa ~tor kapasitet at alle 

kundene blir ekspedert med en gang de kommer dit. Ekspedi-

sjonstidene er uavhengige og eksponensielt fordelt med 

parameter/,&& • Kundene ankommer i bussei. Ventetiden 

mellom bussankomstene er uavhengige og eksponensielt fordelt 

med parameter "j\ • Sannsynligheten for at en buss bringer 

m kunder er f • m 

La X(t) = antall kunder som blir ekspedert pa tids­

punkt t. X(O) = O. Vi skal finne et uttrykk for Pn(t). 

Av f orutsetningene finner vi 



li 

P'(t) = -(/'\+nu)P (t)+1~f P_J(t)+(n+11u.P + 1 (t) 
n ,,.F n £~ n-v ; - n 

La 7T(s,t) 

Altsa 

Vi ma se pa 

aJ :z_ n = s f ~ - n n=O 

o1f -'.\ - 'O II ,., rfJ T y a I/ 
~ = -11 ''-:As ~ +1\ r· ii +11 -:r-ot . ds os 

d 7T d If -1 /) -. :::;t ~u. ... (s-1) 0 s =/' (y-1 )II 

~- 6s "671 
1 -_fl( s :-f) = v ?j ( ~ - 1 ) 

#· at = 1 
dS s-1 gir 

Dermed 

Vi far der JV er vilkarlig 

funi<sjon. Ra:n.dkravet // (s,O) = 1 gir nar 
s 1{ 

H ( s ) = s ftc ~ 11 d't ' 
0 

=e 
~3 [ H ( s ) -H ( 1 - ( s -1 ) e -fat~ . 

//(s,t) ~ 

Vi har altsa funnet den genererende funksjon for 

P0 (t). Det er sa langt vi kan komme nar ikke < fn) 

8ller <{> er spes.::_fisert. 



-~. .. 

- 37 -

Appendix. Losning av partielle differentialligninger. 

Vi skal se pa losningen av den partielle diffe1entialligning 

( 1 ) P dU + p 
""' +. • n-1 1 c.1X1 • 

P1 = Pi Cx1 , 8. ,xn) ; i = 1, •• ,n er funksjoner av x1 , \• ,xn' 

og xn = U(x1 , •• ,xn_1 ) er den ukjente funksjonen. Vi v11l tenke 

oss at U er gitt implisitt ved f(x1 , •• ,xn) = O og vi er iqteressert 

i a finne f. Ved partiell derivasjon av identiteten ) 

far en 

(2) 

(3) 

~r + ~r t0u _ 0 . 2 ; l.= 1, , •• ,n-1,. oXi axn dXi -

Kombinaras dette med (1) finner en 

°df + of 'd f 
P1 ox1 P2 ax2 + •• + Pna.xn = o. 

Vi skal altsa flnne f(x1, •• ,xn) av denne ligningen. Vi skal 

vise at dette problem kan loses ved a lose det simultane system av 

ordinrere differntialligninger 
dx. pi 

( 4-) ~ = p1 

som gjerne 
dx1 

( 5) ~ 

i = 2, •• ,n, 
skrives pa symmetrisk form 

.dx. dx 
1. n 

= P2 = • • • = pn 

(Minst en av funksjonene Pi ma vrere forskjellig fra O. I (4-) 

har vi forutsatt at det er P1 ) • 

I(4)oppfatter vi x1 som funlt.sjoner av x1, xi= Xi{x1) ; 

i = 2, •• ,n. 
Losningen av (4) kan som kjent vanligvis skrives pa formen 
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Nar alle g. er funnet kan man tenke seg de n-1 
1 

ligningene xi= gi lost med hensyn pa c1 , •• ,cn_1 , slik at man far 

(6) i = 1,2, •• ,n-1. 

Vi skal anta at c:En generelle losning av (4-) kan skrives pa 

formen (6) hvor jakobideterminanten for r1 , ••• , fn_ 1 med hensyn 

pa x1 , •• ,xn_1 er forskjellig fra o. (Det vil si at f 1 , •• ,fn_1 er 

funksjonelt uavhengige.) 

Vi ser na at alle f. 
1 

; j = 1, ••• ,n-1 er losning av (3). Vi 

har nemlig ved derivasjon av (6) med hensyn pa x1 , idet xj::: 

xj (x1 ) . j = 2, ••• ,n, 
' 

( 7) n ~ 
dx. 

L at- 0 = • 
j=1 j ·1 

Dermed far vi ved a benytte (4-) 

i = 1 , •• , n-1 
' 

som ogsa kan skrives 

(8) 
i =1, •• ,n-1 • 

Hvis F er en deriverbar funksjon, sa ser en ved innsetting 

at f = F(f1 , •• ,fn_ 1 ) er losning av (3) • Vi skal na 

vise at dette er den generelle losning. 

La altsa f vrere en vilkarlig losning av (3) . Betrakt na de 

n ligningene (3) og (8) med P1 , •• ,P n som "ukjenten for 

fast Cx1 , •• ,xn) • Safremt ikke alle Pi skal vrere o, ~a determi­

nanten for dette ligningssystemet vrere 0 • Dette ma gjelde for alle 

' 
og folgelig ma vi ha 



I ()f1 1-ux 1 

D. - dfn-1 
()x1 

or 
()x1 

= 39 -

. . ~ 

= 0 

. " .. 

La oss n~ anta at yi = r1 Cx1 , •• ,xn) i=1,~.,n-1 

kan lbses med hensyn p~ x1 , •• ,xn_1• La 

losningen v;:::;re 

x . = rO. ( Y1 ' •• ' y 1 'x ) . i Tl n- n 
Dette innsettes 

bestemt F ved 

Herav f3.r vi 

identitet i x f~r vi ,,.., 
H 

Jr. dql· 
--1. .........l 

.Jf. 
l + ":i.­ux n 

i r op· vi far 0 

1, •• ,n-10 acpj () xn 

:iv is vi 1T1ul~ ipliserer ,j-te lrnlonne i 6.. rrcd ~i. og 
n 

eddsrer denne lonnen til n-te kolonne ~ f9.r vi bre,:i;t ~ 

~j·3- f orcio n 



Dermed 

f1'"*5 fn-1 

siden ,4 = O 

Fi:::ilgelig kan 

• * • 

. .. " 

J\ -- JF ( 
~ .d xn • c'J 

med l·ensyn p3. 

JF ma '"'- - 0 
o xn- ' 

en vilk~·rlig 

0 

~f n-1 
. - 0 

0 
C5 x ~ n-1 

Zlr JF 
() xn-1 Jx n, 

wor ~ sr j 'Jcobideter1:1in::_inten for 
r 

x1 , •• , x 0 _ 1 • Vi antok l::>i o, og 

men det betyr at F er uavhengig av xn. 

f som er li:::i3ning av (3) skrives p~ 

formen f = F(f1 , •• , fn_ 1 ). Det var hva vi skulle vise. 

(Dette fcilger ogs~ direkte av et generclt resultat om 

,jacobideterninanter ved :; utnytte at ,6 = O) 

Konklusjon : For ~ lose den partielle differntialligning (1 ), 

loser man f~rst det simultane ligningssystem (~) og skriver 

li:::isningen p~ formen (6). Da er U gitt ved 

f ( x1 ~ •• , xn_ 1 , U) = 0, 

hvor f = F(f1 , •• ,rn_ 1 ) , 

og F er en vilk~rlig derivsrbar funksjon. 



d) Laplacetransformasjoner i markovprosesser.* 

Gitt en markovprosess X(t) med endelig til-

standsrom 1,2, ••• ,N, og infinitessimal- eller intensi~ 

tets-matrise A = { AijJ dvs. Aijdt (i =/= ,j) er sann­

synlighet for a ga fra i til j i 1¢pet av dt~ 

A11 = -j~iAij" p = ~l' ••. ,pNj er initWfordelingen, og " 

P. (t) = Pr(X(t) = i). Vi slcal skrive p, .(t)=Pr(X(t)=jjX(0)=1), 
1 1J 

P(t):: ~l(t)~ ... ,PN(~ og lP(t) =tr1j(t)}. Vi har 

P ( t ) ::± p • IP ( t ) , og iP 1 ( t ) ::: IP ( t ) · A. 

For a 1¢se ligningen over skal vi innf¢re Loplacetransformasjon. 

Gitt en reell funksjon f definert pa [o,oo). Hvis integralet 

00 

) f(t) e-sta.t konvergerer for 

0 

s) s0 , skal vi definere den Laplacetransformerte f til f slik 

00. 

cp<s) = ~ f(t)e-stdt 

I..a.placetransforma~jon er en - entydig avbildning. Se for 

eksempel R.V. Churchill : Operational Mathematics. 

Hvis f er en deriverbar funksjon slik at bade f og f' 

har Laplacetransformerte, skal vi vise at 

00 

J f' (t)e-stdt = s · cf Cs) - f(o) 

Vi skal ogsa forutsette at lL~ f(t)e-st eksisterer for noen s. 
-t ~w 

A _A A 
) f'(t)e-stdt = [ f(t)e-s:I + s) f(t)e-stdt 

0 
0 0 

-st 
.,_ ~: ~t)e -f(O)+s. r(s) nar 

Siden vi forutsatte at lii.11 f(t)e-st= L eksisterte, 
t ~00 

A ~oo 

*) Ba.sert pa Howard DYNAMIC PROGRAMMING AND MARKOV PROCESSES11 • 
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ma den Vffire o, for anta I L l >o, da eksisterer en to 

slik at J f(t)e-sti > i~l for t > t 0 , men da kan 

~ f (t)e-stdt ikke eksistere, hvilket strider mot forut­
o 
setningene. 

Alts a J0 f i ( t ) e - 5 t d t = s<P( s ) ... f ( 0) • 
0 

F0lgende tabeil over funksjoner t(t) og deres 

Laplacetransforrnerte <:p(s) er lett a verifisere. 

Funksjon 
betegnet med latinske 

f (t) bokstaver 

f'(t) (hvis f er deriverbar) 

-at e 

1 

-at te 

t 

Laplace tragsf ofrnert 
betegnetg~~~k~1'66l't§:f~{/~:;' 

cf{ s) 

k1f1 ( s )+ki(>2 ( s) 

s·f(s)-f(O) 

1; --.-s+,a 

1 -s 

1 

(s+a} 2 

1 
s2 

r ( s+a) 

Lana til funksjonenPi(t) here den Laplace -

transforrnerte /(.. (s) og til 'Jektorfunksjoner; P(t) hore 
l 

Laplacevektoren Tr( s). 

Av fundarnentalligningen P'(t) = P(t)·A f0lger 

5.7/(s)-p = 7T(s)·A 

7T (s)(sI-A) = p 

IT ( s) = p ( s I-A) - 1 
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Eksempel 1 . 

I en fabrikk er det en stor maskin. Denne maskinen 

kan 0. helt i stykker, 0 den ikke kan kj (ores i det he le ga sa 

tatt, eller den kan 0 delvis i stykker, 0 den kan kj 0res ga sa 
0 ' Nar gar pa halv fart• den helt i stykker, kommer det med 

en gang en reparat0r som let er etter feilen. Med intensitet 

3 ::;\finner han en feil som bringer maskinen opp i halv tart, 

og med intensitet 3 ~ finner han en f eil som bringer den 

opp i full fart. 

Fra halv fart kan den med intensitet 3 ~ bringes opp 

i full fart, og med intensitet A oppstar en ny feil som 

setter maskinen ut av drift. 

Fra full drift kommer den med intensitet :/l ned i 

halv fart og med intensitet 2 ~ ut av drift. 

La X(t) = 1 hvis helt i stand 

X( t) = 2 hvis halv fart 

X(t) 3 hvis maskinen er ute av drift 0 

= pa 

tidspunkt t. 

Vi f orutsetter at X(t) er en Markovprosess med 

intensitetsmatrise 

n 1 2 

A = -4 1 

3 -6 ' -
Vi skal unders0ke P(t), ved a se pa 
Ved a velge hensiktsmessig tidsenhet, 

-21 
-1 I 

s+3 -1 

sl-A = -3 s+4 

L-3 -3 s+6j 

. /\ 

h(s). 
ka n vi fa ~ = 1 .. 
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1 
s(s+6)(s+7) 

\s 2+1 Os+21 

I 3s+21 

L3s+21 

s+12 

s2+9s+12 

3s+12 

2s+9 

Ved delbr0koppspalting element for element, far vi 

- --
1 2 3 I r1 -1 1 
2 7 14 I 2 

2 
. 1 1 1 2 3 1 1 1 

(sr-A)- =s 2 7 T4 + 

s+l~~ 
1 -2 

1 2 3 1 1 
2 7 T4 -2_ 

0 2 5 
7 -7 

1 
0 2 2 +- -7 7 s+7 
0 9 2 -7 7 -

La H(t) 
. . 1 

~I-AJ 

vrere den invers-transformerte av ~I-A)- 1 , 

er m.a.o. Laplace-transformasjonen av H(t). 

Av tabellen ser vi at H(t) kan skrives direkte 

G - I 

~ ~ I 

2 f 4'\ 11 -1 2 5 
2 7 12 7 -7 

H( t) = 1 2 3 -6t L1 1 

:~ 
+e -7t 0 2 2 2 7 T4 +e 12 -7 7 

1 2 3 ' 1 9 2 
2 7 14 [2 1 0 -7 1_ 

opp: 

Nar p = [p1 ,p2 ,p.J,2 pi = 1 er initialfordelingen, har 

vi altsa resultatet 
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I eksemplet kunne H(t) spaltes opp i en stasjonrer 

del S og en trans:ent del T(t) som gikk eksponentielt 

mot O. 

At dette generelt er riktig, kan en innse ved a vise 

punktene under. 

(i) sI-A I er et polynom U(s). 

(ii) 

(iii) 

0 / Nar prosessen har en rekurent klasse, er s = 0 et 

enkelt nullpunkt for U(s). Alle nullpunktene i 

U(s) er ikke-positive. 

r \-1 ={vit(~)} ~I-A) . U 5 , og kan delbr0koppspaltes: 

1 N-1 1 
= - s + ,L:: --~- r. 

s i=1 s+si l. 
der s. > o. 

l. 

~et er forutsatt at alle s 1 er forskjellige~ 

Vij(s) er dcfin:rt so~ p~ side 24.) 

f'"V' 

Hvis man bare er interessert i p = lim P(t), 
t .!) 00 

beh0ver man ikke a bruke apparatet over. 

,,.,.,, 
P· 1. 

Alts a 

Vi har nemlig 

= tfS 
N. 

,.._ • 6Je. ( ~ .-J ,...,, ...--- ,-....; 

p.•A .. + 1 -/ dlA . . )p. = P· +L__ A. ·P··d~ 
J 1.J -:rr7 l.J l. l. J. = 1 l.J J Jri 

--../ 
p·A = O. 

Hvis prosessen har ~n rekurent klasse, har A rang N-1, 
,...J 

og p er bestemt entydig ved kravet 

..lL rJ 

LP· = 1. 
i=1 J. 
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e) Potensering av matriser. 

Gitt en N XN matrise P. Vi er interessert 

i 
0 f inne Pn. F0r det vist at pn koeff isienten a er er 

f oran Sn i rekken til ~ )-1 
(I-sP • 

pn kan 0 f innes ved 0 betrakte egenverdiene ogsa a og 

egenvektorene for P. 

La 1.1 , ••• ,AN vcere egenverdiene for P dvs. r0ttene 

i t P-.;11 !. La c1 ••• cN vcere h0yre-egenvektorene for P 

def inert ved 

P·c. = 11. c. ell er (P-1'.r)·c. = 0 
J J J . J J 

og c. + o. 
J 

Setning. 

Hv is al le egenverdiene ~ er f orskj ellige, er 

c 1 , ••• ,cN linecert uavhengige. 

Bevis. 

Anta at c1 , ••• ,cN er.linecert avhengige, /\N t 0 

der c 1 , ••• ,cr er linecert uavhengige. 
r 

CN = L 
i=1 

Da 

men 

Altsa 

t .. c. 
l l 

har vi 
r r 

P·cN =Lt.Pc. ='·2 t.A.c.' 
i=1 l l ~ i=1 l l. 1. 

PcN ==I\ c ' N N 

r ?ti > t c. cl\! = . · i . /l N J... 
i=1 

r 
= ~ t. •c. 

£__ l l. 
i=1 
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siden C1, •••,Cr er linecert ua.vhengige, ma t. = t. • :;::) i 
i i Ji N 

siden CN + 0 ma minst en ti ~ 0 for eksempel tj 

og :J'N = 11j som strider mot forutsetningene. 

Matrisen c = lc 1 c2 
I •·· cN\ er if0lge setningen 
_, 

ikke-singulcer nar egenverdiene er forskjellige. Det skal 

vi anta inntil videre. 

Pr .. 

2 DermE.C:i< P 

def inisjon har vi -
/\1 0 

P·C C· 0 A2 = 

1__0 0 

ii -1 fl -1 = C -·~-C • C_ C = 

n n -1 
P = C .. i\_ C • 

-. . . : I 
•. ·;l J = 

,,,-

C· JL 

og 

Si den _)L er diagonalmatrise er den lett 

potensere -/\n 
1 0 0 . . . 0 

0 A8 0 . . . 0 

_;~ n 0 0 ~~ 0 = 

\_ 0 0 0 n ... ~NI 
..-

0 

a 

Problemet er na a f inne egenverdiene og egenvektorene. 

En metode er a 10se N-tegradsligningen 
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og etterpa finne egenvektorene. Hvis P er overgangsmatrise 
N 

i en markovkjede, har vi L p .. = 1 i = 1, ••• ,N, og 
j = 1 .lJ 

~= 1 er f0lgelig egenvektor. 

Eri annen og o:te regnemessig enklere rnetode, er 

f 0lgende 

(i) Bestem og /i v av systemet 

n 
L:= (P .. -£ .. 1\ )•c. = 0 
j= 1 .lJ lJ V JV 

ved bare a ta hensyn til de /\v som gir 

Eij 
f 0 i + j 1_: i har benyttet = 
t1 i = j . 

(ii) N<lr /\ 1 ~o••'~N er bestemt, bestemmes elementene 

cvi i c- 1 = icvi} av systemet 

L 1r .. -s .. 11 -Jc . _ o 
i= 1 r lJ lJ V Vl 

idet en normerer cv slik at 

(iii) 

N 
c •c = L c . ·c. 

V V . , VJ JV 
J=I 

= 1 • 

Elementene 

N 
= :c 

v=1 

i pm er bestemt ved 

4ffi c. • c . •A 
lV VJ V 

Av det s iste uttrykket ser en at hv is "Av = 0, 

beh0ver en ikke regne ut cv og c • v 



Eksempel. -I 
\ 0 

0 0 1 

0 0 0 1 
p = 1 -1 

2 2 0 0 

0 0 1 0 -
Ligningssystemet under (i) blir (vi sl0yfer fotskrift v) 

Vi antar /1+ o, da har vi c1 = C2• La oss sette 

c1 = 1 = c2 dermed C4 = /l C3 =:::\-1. Den siste ligningen 

gir ~ -1 ·~ /\ , -/ = 0 ell er /\ 3 = 1 som har losningen 
2/r. 4 7T. 
-J.. --J.. 

- j\-1 
/\ 1 1 l\ 3 :A..~ 3 = = e = e 2 ) - 2 . 

/\ /.; ), /\ = 1 j\ 

l 2 3 

clv l J. l 
., 

c2v l 1 1 
.'1 

C3V 
1 ~'3 /\2 

c4v l ~ ~3 

systemet (ii) 

;r 1- 0 
~ - 1-

-Ac3+c4 = c1+c2-/\c4 - c1+2c3 = -11 c2+2c3 = 0 0 = 0 

som gir c v1 c v2 c v3 cv4 

~ 1 1 1 1 1 = 6 3 3 1 6 

1\ 1 1 1 1 
2 6 6 3~2 3()3 

-?13 
1 1 1 1 
6 6 3;\3 3~2 

Der med 
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p(m) 
12 

1( mm) 1[ (2Tr~) = 6 1 +A 2 + ;\ 3 = 6 _1 + 2 cos 3m .:J 

p (m) = 
13 

1,- 27T I = 3 _1+2 cos(3(m+1JJ 

Vi skal ogsa se pa det tilf elle at ikke alle egen-

verdiene er like. Det viktigste 

kan skrives pa blokkf orm 
.----
I p1 

J 0 f 
I 

I 

I 0 
p = 

I 0 I 

Lu v 

·"" '1,) 

0 
(_; 
p 

3. 

tilf elle er nar p 

der 

y T 

er kvadratiske. Nar P er en overgangsmatrise, er 

P1 , ••• ,P0 overgangsmatriser for de n rekurente klassene. 

Vi skal anta n = 2. Det som star nedenfor kan uten 

videre generaliseres. 

P1 0 0 

' p = 0 p2 0 j 

T I u v - _! 



.-
JP2 

p2 /01 = 

I u2 ·-
Her er Un 

1-
o\n 

1 

\ p 1 
I \ 
lu l 

T \ 
L --' 

V bestemt. n 

... -:-

r:~ 0 0\ 0 0 

p2 pn Pn 0 0 i og = 2 I 2 

v2 j Un v In 
n 

bestemt ved 

l 

\ p~ 0 
= l og likeledes er 

I 
IU TO 

! l n _....J --
Hvis egenverdiene for P1 er f orskjellige kan en 

finne P~ ved egenverdimetoden. Likeledes for P2 og T. 

Hvis i tillegg egenverdiene i 

som er egenverdiene i P1 pluss egenverdiene 

i T er forskjellige, kan vi bruke egenverdimetoden for a 

f inne u . 
n 

Nar P er overgangsmatrise, er som oftest disse 

betingelsene oppfylt. 1 er nemlig egenverdi i P1 og P2 , 

men ikke i T, resten av egenverdiene er vanligvis 

f orskjellige. 
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ru~m12el 2 

-
Vi har 0 1 0 0 

i 

0 1 o· 

1 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 1 0 0 

p 0 0 1 0 l 0 0 = 2 2 

0 0 0 1 0 0 0 

1 0 1 0 0 0 t y:- It" 
1 0 ~ ~ 0 1 0 
tj:" g- -

og skal undersoke pm .. 

p1 0 -1 0, 
I 

p 0 

f ormen 0 P2 0 \ Vi skal er pa ~ 

i 
l 

u v Tj 
i eksemplet bare ta for oss 

r:1 ~ ' 
og finne elementene i um -

l~ ~ En ser direkte av formen 0 

p1 pa = 

at den har egenverdiene 1 og -1 med 

tilhorende hoyre egenvektorer rn og [-J 
og venstre :egenvektorer [1 ' 

1-l -- og [-1 
' D 
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-- [06- -o~J Likeledes for T _ 
0 

som har 

1 og - 1 
eg~nveroiene r;- rt 

hoyre egenvektorer \~ og [ ~-1 
I -
r- 2_i 

!---
og vens tre e gen- ,. __.., .- ;i 
vektorer \ 1 , ~j og /___:} , -2J 

c o-
har altsa egenverdiene 

T 
-.A 

1 ' .. 1 ' 
1 
rt" 

Hvis vi lar c = 1:~1 r" I ~etegne hoyre egenvektorer 

c~j 

tilhorende /\ , har vi for 

-:i= 1 at og er 

bestemt av 

L~ 
t [c3~ -r- ~CJ 

-1 c4 - l 1 - r+ c 
L..- 1 .. 

Dermed c3 
2 

= 5 c4 _3_ 
-10 " 

Likeledes for ~ = -1 

1 
- lt .. 

For ;;f = ~ er det klart at 

og folgelig ma c1 = c2 = 0 0 

P1 - I~ er ikkesingulcer, 



Slik far en de h~yre egenvektorene 

1 
c 

•.o 1 

1 

2 
1 5 

:z 
30 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

Pa samme vis far en de venstre egenvektorene 

normer1ng blir 

~! c 

1 l .1.. 0 0 2 2 

-1 l l 0 0 -2 2 

1 -1 -2 1 1 2 
1+" 10 ~~ 

1 -1 2 .1.. -1 
4 30 15 

2 

- I 

Lp(~)l 
P(m) p(m) 

Hvis Pm = er um = 611 ~2 
1}J p(m) P(m) 

~1 ~2-

der hvert av elementene na kan regnes ut • 

Vi finner for eksempel 
/ 4 

-c 

15" -
= 

som etter 

4 -1 Ill 
IT tlf) for m partal 

2 1 rn· 
15'" (1+'") for m odde. 


