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The front page depicts a section of the root system of the exceptional Lie group Eg,
projected into the plane. Lie groups were invented by the Norwegian mathematician
Sophus Lie (1842-1899) to express symmetries in differential equations and today
they play a central role in various parts of mathematics.



Innledning

I denne oppgaven er hovedmalet & gjore en klassifikasjon av pensler av
kvadrikker i IP)%. Klassifikasjonen vil gjgres ut ifra hvordan signaturen til
den definerende reelle, symmetriske matrisen endrer seg over PL. Vi ser kun
pa pensler av kvadrikker som inneholder kvadrikker av rang fire.

I kapittel 1 definerer vi en kvadrikk i IP)% som nullpunktsmengden til en
reell kvadratisk form i fire variabler. Vi undersgker hvordan en kvadrikk
kan representeres ved reelle, symmetriske matriser. Vi gjor rede for hvilke
kvadrikker vi vil se p&d som ekvivalente, og viser blant annet at kongruente
matriser definerer ekvivalente kvadrikker. Vi viser dessuten at to reelle,
symmetriske matriser A og B er kongruente hvis og bare hvis de har samme
signatur. Signaturen til en matrise angir hvor mange positive og negative
egenverdier matrisen har. I slutten av det forste kapittelet gjor vi en klas-
sifikasjon av kvadrikker i IP"% opp til ekvivalens, og av reelle, symmetriske
matriser opp til kongruens.

I kapittel 2 studerer vi pensler av kvadrikker. En pensel av kvadrikker i
P?, defineres som nullpunktsmengden til en familie av reelle, kvadratiske
former. Vi viser hvordan en pensel av kvadrikker kan defineres av en ma-
trise sA+tB, der A og B er reelle, symmetriske 4 x 4 matriser og (s,t) € Pj.
Videre analyserer vi hvordan signaturen til matrisen sA + tB, og dermed
ogsé signaturen til kvadrikkene definert av matrisen, endrer seg over IP)]%@.
I slutten av kapittelet gjor vi en konstruksjon av det vi kaller "en pensels
diskriminant". Dette er en kurve i ]P’%{ som blant annet gir et geometrisk
bilde av hvordan signaturmgnsteret til en pensel av kvadrikker endrer seg
over IP’]%Q. Vi utleder resultater om kurven som vil vise seg nyttige i arbeidet
med & vise hvilke signaturmgnstre som kan eksistere.

I kapittel 3 behandles sakalte diagonale pensler av kvadrikker. En diago-
nal pensel av kvadrikker vil vaere ekvivalent med en pensel av kvadrikker
som er definert ved en reell, diagonal matrise sD1 4 tDo, der Dy og D5 er
relle, diagonale matriser. Klassifikasjonen av disse penslene er derfor spesielt
enkel. T dette kapittelet gar vi ogsa inn pa hva som kjennetegner en diagonal
pensel av kvadrikker. Vi viser blant annet at dersom diskriminanten til en



pensel tangerer linjen i det reelle projektive planet som definerer penselen,
s& kan ikke penselen veere diagonal.

Klassifikasjonen av diagonale pensler har vi delt i to underkategorier, nemlig
definitte pensler og ikke-definitte pensler. Definitte pensler er spesielle i den
forstand at de er ekvivalente med en pensel definert av en matrise pd formen
sl +tD, der I er identitetsmatrisen, og D er en reell, diagonal matrise.

Fremgangsméaten vi bruker i klassifikasjonen av bade diagonale og ikke-
diagonale pensler er i prinsippet den samme. I arbeidet med & klassifisere
de ikke-diagonale penslene i kapittel fire brukes imidlertid egenskapene til
diskriminanten i stgrre grad.

I kapittel fem gir vi en oppsummering av alle signaturmgnstrene vi har
funnet. Klassifikasjonen pastaes & veere fullstendig i den forstand at alle
signaturmgnstrene som kan eksistere er funnet, og eksistensen av dem er
bevist ved eksempler.

Om notasjon og antakelser Gruppen av relle, symmetriske 4 x 4-matriser
benevnes Symy(R) i oppgaven. Gruppen av relle, ortogonale 4 x 4-matriser
benevnes O4(R) i oppgaven. Gruppen av relle, invertible 4 x 4-matriser
benevnes GL4(R) i oppgaven.

Resultater fra kapittel 1 i [Har77] vil brukes uten referanser i oppgaven.
I tillegg vil noen resultater i linezer algebra brukes uten bevis. Dette gjelder
blant annet spektralteoremet og rank-nullity teoremet for reelle, symmetriske
4 x 4-matriser.
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Kapittel 1

Kvadrikker

Definisjon 1.1. Det reelle projektive rommet i n dimensjoner definerer vi
som P2 = {R"™\{0}}/ ~, der (20, ..., Zn) ~ (Yo, .-, Yn) hvis det eksisterer
en k # 0 slik at k(xo, ..., 2n) = (Yo, -y Yn)-

Definisjon 1.2. Et homogent andregradspolynom g € Rz, ..., z,] kaller vi
en reell kvadratisk form i n variabler.

I denne oppgaven behandles nesten utelukkende reelle kvadratiske former
ifire variabler, og vi kommer derfor til & omtale disse som kvadratiske former.

Definisjon 1.3. En kvadrikk Q € P2 er nullpunktsmengden til en kvadratisk
form ¢ € Rz, x1, 22, x3], i.e. Q =V(q(x)) ={P e P} | q(P) =0},

Enhver kvadratisk form g € R[zg, 21, 22, 23] definerer altsé en kvadrikk.

Eksempel 1.4. Den kvadratiske formen ¢(z) = 22 + 23 + 23 — 23 definerer
kvadrikken V' (q) = {(zo, z1,z2,2%) € P} | 23 +23+23 = 23}. Dersom x5 = 0
far vi den tomme mengden i P3. Dersom x3 = 1 far vi likningen for en kule
med radius 1. Kvadrikken V(q) = {(z0, 71, 22,1) € P} | 23 + 2% + 23 = 1}
bestar altsi av en kule som ligger i den affine delen av IP’% derzz=1. N

At kroppen R ikke er algebraisk lukket medfgrer at en kvadrikk kan vaere
lik den tomme mengden.

Eksempel 1.5. Dersom q(z) = 23 + 23+ 23 + 23 far viat V(q(z)) =0 H

Legg merke til at dersom ¢ € R[xy,...x3] er en kvadratisk form og k €
R\{0}, sa vil V(q) = {P € P | q(P) = 0} = {P € P} | kg(P) = 0} =
V(kq). Dermed har vi folgende:

Observasjon 1.6. Kvadratiske former som er like opp til multiplikasjon
med en konstant ulik null, vil definere den samme kvadrikken.

Enhver matrise A € Symy(R) definerer en unik kvadratisk form g4(x) =
x7 Az, hvor altsi 2 € R* er en kolonnevektor. Dessuten har vi folgende:



Lemma 1.7. For enhver kvadratisk form q € R[xg, x1,x2,x3] finnes det en
unik matrise A € Symy(R) slik at q(z) = 27 Ax.

Dermed finnes det altsid en en-til-en-korrespondanse mellom mengden
av alle reelle symmetriske matriser, og mengden av alle reelle kvadratiske
former.

Merknad 1.8. I brorparten av denne oppgaven kommer vi &l & bruke ma-
triser i Symy(R) for a representere kvadrikker. En generell kvadrikk Q € IP)%
vil kunne skrives som V(1 Ax), der A € Symy(R). Det er naturlig d iden-
tifisere kvadrikker som er like opp til et variabelskifte. Dersom x = Py, der
P € GL4(R) definerer et invertibelt variabelskifte, far vi folgende: x7 Ax =
(Py)T A(Py) = yT PT APy. Viser altsd at V(2T Ax) og V (yT PT APy) bestdr
av de samme punktene ¢ IP’%, men punktene er gitt ved ulik basis ¢ det un-
derliggende vektorromet.

I den videre omtalen av kvadrikker tenker vi oss imidlertid at vi fikserer
en basis. Istedenfor a snakke om kvadrikker som er like opp til et vari-
abelskfite, vil vi snakke om kvadrikker som er like opp til en bijeksjon i ]P’%,
indusert av en automorfi av R*.

En av fordelene ved & fiksere en basis er at notasjonen Q4 = V(27 Ax),
der A € Symy(R), gir entydig mening. Merk at dersom @ er en kvadrikk
som kan skrives som @ = Q) 4, si folger det fra observasjon at Q = kA,
der k € R\{0}.

De bijeksjonene mellom kvadrikker i P3 som er av interesse for oss, er de
som induseres av linezere automorfier av det underliggende vektorrommet
R%. La oss n& neermere pa disse automorfiene.

De linezere automorfiene av R* er gitt ved gruppen av matriser GL4(R).
Enhver lineser automorfi vil altsa veere definert av en P € GL4(R):

ép : RY > R?
z— Pz.
Enhver slik automorfi vil ta underrom av R* til underrom av R*. Spesielt
vil den ta linjer gjennom origo til linjer gjennom origo. En linje gjennom
origo tilsvarer et punkt i IP%. En slik matrise P vil dermed ogsa indusere en
bijeksjon:
op : Ph > Pi
xz— Pz

Restriksjonen av en slik bijeksjon ¢/ | Q : P3 +— P3 til en kvadrikk Q
vil definere et nytt sett med punkt i ]P’%, som er i en-til-en-korrespondanse



med punktene definert av (). La oss kalle denne mengden av punkt PQ =
{Pz |z € Q}. Man kan vise at dersom A € P} er en varietet, i.e. dersom A
er nullpunktsmengden til en mengde funksjoner, s vil PA = {Px |z € A}
vaere en varietet [CLO), Proposition 1. s. 409|. Spesielt gjelder dette for en
kvadrikk @Q € IP’%. Ikke overraskende sa vil PQ vaere en ny kvadrikk. For &
vise dette blir fglgende lemma nyttig:

Lemma 1.9. Dersom S € Symy(R) og P er en 4 x 4-matrise, sd vil PTSP ¢
Symy(R).

Bevis. (PTSP)T = PTST(PT)T = pTSTp. O

Lemma 1.10. Dersom Q er en kvadrikk og P € GL4(R), sd vil PQ veere
en kvadrikk.

Bevis. Anta at @ kan skrives som V(z7 Ax), der A € Symy(R). Dersom
vi kan vise at PQ = V(2T Bz), der B € Symy(R) s& folger det at PQ
ogsd er en kvadrikk. For & se dette, la P € GL4(R) og la 2/ = Pz. Det
folger at P12’ = z, og dermed ser vi at 27 Az = 0 hvis og bare hvis
(P~ 12" TA(P~'2') = 2T P71 APz’ = 0. Dermed ser vi at € Q4 hvis og
bare hvis Pz € Q(p-1yr 4p-1. Dette impliserer folgende:

PQA:Q(P—I)TAP—I. (11)
At matrisen (P~)TAP~! er symmetrisk fglger av lemma, og dermed
har vi vist at PQ er en kvadrikk. O

Definisjon 1.11. To kvadrikker Q, Q' € IP’% er ekvivalente dersom det finnes
P € GL4(R) slik at PQ ={Px |z € Q} =0Q'.

La oss na undersgke hva som er relasjonen mellom matriser som definerer
de samme kvadrikkene opp til ekvivalens. Fglgende definisjon blir nyttig i
dette henseendet:

Definisjon 1.12. To matriser A, B € Symy(R) er kongruente dersom det
finnes en P € GL4(R)slik at PTAP = B

Lemma 1.13. La A, B € Symy(R). Dersom matrisene A og £B er kon-
gruente, sa er kvadrikkene Qa o9 Qp ekvivalente.

Bevis. Anta forst at A er kongruent med matrisen +B, i.e. at det finnes
en P71 € GL4(R) slik at (P~1)TAP~! = B. At kvadrikkene Q4 og
Qp = Q(p-1yrap—1 er ekvivalente folger né fra likning (1.1).

Dersom (P~1)TAP™! = —B farviat Q_p = Qp = Q(p-1yrg4p-1. Dermed
far vi igjen fra likning (1.1) at kvadrikkene Q4 og Qp er ekvivalente. O



Ettersom kongruente matriser definerer ekvivalente kvadrikker, vil vi na
se naermere pa hvilke matriser som finnes opp til kongruens. Det fgrste vi
kan merke oss i dette henseende er fglgende:

Lemma 1.14. Matrisekongruens er en ekvivalensrelasjon.

Bevis. To matriser A, B € Sym4(R) er kongruente dersom det finnes P €
GL4(R) slik at PTAP = B.

e Identitet: A ~ A ettersom [TAI = A

e Refleksivitet: A ~ B medfgrer B ~ A ettersom PT AP = B medfgrer
at (PT)~'BP~' = (P~ HTBP~! = A.

o Transitivitet: A ~ B og B ~ C medfgrer A ~ C, ettersom PTAP =
B, UTBU = O, medfgrer at (PU)TA(PU) = C, der {U,P,PU} €
GL4(R).

O

Ettersom kongruente matriser definerer ekvivalente kvadrikker, s& vil
alle matrisene i en ekvivalensklasse definere den samme kvadrikken. For &
kunne si mer om disse ekvivalensklassene vil vi se narmere pa hva som er
ngdvendige og tilstrekkelige betingelser for at to symmetriske matriser skal
vaere kongruente. Det treffende begrepet som brukes i litteraturen i dette
henseendet, er begrepet signatur.

Definisjon 1.15. Anta at vi er gitt en matrise A € Symy(R). Signaturen
til matrisen, sign A, definerer vi som tuppelet (n4,n_) som angir antall
egenverdier tilhgrende matrisen A som er henholdsvis positive og negative.

Vi kan merke oss at dersom A € Symy(R) og sign A = (n4,n_), sa vil
folgende identitet alltid holde: ny+n_+ng = 4, der ng er antall egenverdier
tilhgrende matrisen A som er lik null.

Vi kommer altsé til & vise at to symmetriske matriser A, B € Symy(R)
er kongruente hvis og bare hvis sign A = sign B. P4 veien til 4 gjgre dette,
skal vi imidlertid fgrst se at enhver kvadrikk @ vil veere ekvivalent med en
kvadrikk pa normalformen V(apx3 + ... + asz3), der a; € {—1,1,0}.

Ettersom kongruente matriser definerer ekvivalente kvadrikker, vil det ofte
veere av interesse & finne en P € GL4(R) slik at PT AP er en enklest mulig
matrise. Folgende klassiske resultat viser at vi alltid kan finne en P € O4(R)
slik at PTAP = D, der D er en reell diagonalmatrise:

Lemma 1.16. La A € Symy(R) og la P vere en matrise der kolonnene
er lik egenvektorene til matrisen A. Da vil matrisen P vere ortogonal og
PTAP = D, der D er en diagonalmatrise. Diagonalelmentene til matrisen
D il veere lik egenverdiene til matrisen A.
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Korollar 1.17. Enhver kvadrikk () € P]% vil veere ekvivalent med en kvadrikk
pd formen V(2T Dx), der D er reell, diagonalmatrise.

Lemma 1.18. Enhver kvadrikk kan skrives pd normalform.

Beuis. Fra korollar vet vi at enhver kvadrikk kan skrives pa formen
V(2T Dzx), der D er en reell diagonal matrise. Le.

A O .0
0 X ... O
I IR
0 ... ... A

Uansett hvordan den reelle diagonale matrisen D ser ut si kan vi kon-
struere fplgende matrise U € GL4(R):

(5% 0 .. 0
U 0 u .. O (1.2)
- . . . O .
0 ... ... up

der

Ui:{ Ju A0 }

1 it =0

Det folger ved vanlig matriseregning at U7 DU = diag(ay,...a,) = N, der
a; € {0,—1,1}. Vi har altsd at matrisen D er kongruent med matrisen N.
Ettersom kongruente matriser definerer ekvivalente kvadrikker fglger det at
V(2T Dz) er ekvivalent med V(' Nx), der 2" Nz = apz? + ... + an2? og
a; € {0,—1,1}. O

Legg merke til at i beviset av lemma, [[.18] s& folger det av definisjonen
til matrisen U i likning 1) at sign D = sign UT NU = sign N. Dermed har
vi felgende:

Observasjon 1.19. Dersom D er en reell, diagonal matrise D, sd finnes
U € GL4(R) slik at UTDU = N = diag(as, ...a,), der a; € {0,—1,1} og
sign D = sign V.

Lemma 1.20. Anta at vi er gitt en nxn diagonalmatrise D = diag(\y, ..., A\g).
Enhver diagonalmatrise D, som er slik at diagonalelementene bestar av en
permutasjon av {1, ..., \4} vil vere kongruent til D.

Beuvis. Det er apenbart at vi kan realisere enhver permutasjon av et endelig
antall elementer {\j, ..., \4} ved & gjore det trinnvis, altsi ved & bytte ett og
ett element om gangen. Videre trenger man bare & gjgre endelig mange slike
bytter for & realisere permutasjonen. Det holder dermed & vise at et bytte
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av to vikarlige elementer pa diagonalen vil resultere i kongruente matriser.

La A = diag(ai,az,as,as) og la A, = diag(ai,as,az,as) vere den samme
diagonalmatrisen med unntak av av elementet as er byttet med as. La ma-
trisen P € GL4(R) veere lik identitetsmatrisen med unntak av at den andre
kolonnen er byttet med den tredje kolonnen. Vi far at

1 0 0 Ol |agz O O s agz 0 0 s

P4 — 0 01 0 0 az 0 0| [0 0 a3 O

01 00 0 0 a3 0| |0 a O O

0 0 0 1 0 0 0 ag 0 0 0 a4

Videre far vi at:
ai 0 0 O 1 0 0O ag 0 0 O
0 0 a3 O 0 01 0 0 agz 0 O
T _ 3 3

(PrAP = 0 a2 0 O 01 0 0 0 0 ag O
0O 0 0 a4 |0 O O 1 0 0 0 ag

Dermed fglger det at A, er kongruent med A. Ved en liknende kon-
struksjon kan vi bytte om to vilkirlige elementer langs diagonalen til en
4 x 4-matrise. O

Lemma 1.21. Dersom to matriser A, B € Symy(R) har samme signatur,
sa er matrisene kongruente.

Bewis. Ved lemma sd vet vi at det finnes Py, Pp € O4(R) slik at
PZAPA = Dy og PEBPB = Dp, der Dy og Dp er to reelle, diagonale
matriser bestdende av egenverdiene til matrisene A og B. Det fglger at
A~ Dyog B~ Dp. Ved antakelsen i lemmaet har vi at sign D 4 = sign Dp.

Ved observasjon sa finnes Uy, Up € GL4(R) som er slik at UZ;DAU =
N4 og UEDBUB = Np. Ved samme observasjon fglger det at: sign N4 =
sign D4 = sign Dp = sign Np.

Ettersom matrisene N4 og Np bare har elementer i mengden {0,—1,1},
og sign Ny = sign Np fglger det fra lemma [1.20[at Ny ~ Np. Dermed har
vi felgende:

A~Dy~Ny~Np~Dp~B

O]

A vise at to matriser som er kongruente ngdvendigvis ma ha samme sig-
natur, krever noen flere definisjoner og delresultater.

Rangen til en matrise A, rk A, definerer vi som dimensjonen til vektorromet
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utspent av kolonnene til matrisen A. Nulliteten til en matrise A, null A,
definerer vi som dimensjonen til nullrommet til A.

Teorem 1.22. Dersom A € Symy(R), sd holder folgende: tk A+null A = 4.

Definisjon 1.23. En matrise A € Symy(R) sies & veere positiv definitt der-
som 2T Az > 0 for alle € R*\{0}. En matrise A € Symy(R) sies & vaere
positv definitt pi en mengde av vektorer U C R* dersom zT Az > 0 for alle
xz e U\ {0}.

Definisjon 1.24. La A € Symy(R). Kjernen til A, ker A, definerer vi som
{z € R* | Az = 0}. Bildet til A, Im A, definerer vi som {Az € R* | z € R*}.

Det forste lemmaet nedenfor folger direkte fra definisjonen av kjernen og
bildet til en matrise A € Symy(R).

Lemma 1.25. Dersom C, D € Symy(R) sd holder folgende:

D) D> ker(D) 0g
D) = ker(D) hvis C' er invertibel.

2. Im CD) - m(C) 0g
= Im(C) hvis D er invertibel.

Lemma 1.26. Dersom A, B € Symy(R) og A ~ B, sd vil tk A = rk B.
Bevis. Anta at A = PTBP, der P € GL4(R). Dette medfgrer at PT €
GL4(R).

Fra lemmaet like ovenfor har vi at: Im(BP) = Im(B) og at ker(PT(BP)) =
ker(BP). Ved teorem far vi dermed:

rk A = rk PTBP = n — dim(ker(PT BP) =

n — dim(ker(BP) = n — dim(ker(B)) =rk B
O

Vi har n4 de delsresultatene vi trenger for &4 bevise det som noen steder
i litteraturen kalles "Sylvesters lov om fortegn". Vi vil se at dette resultatet
impliserer at kongruente matriser har lik signatur.

Teorem 1.27. La A € Sym,(R) og P; € O,(R) veere slik at PF AP, = Dy,
der Dy er en reell, diagonal matrise som bestar av egenverdiene til matrisen
A. La P, € GL,(R) veere slik at PY APy = Dy, der Dy er en reell, diagonal
matrise. Da holder falgende: sign A = sign Dy = sign Ds.
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Bewvis. At sign A = sign D1 fglger fra definisjonen av signaturen til en ma-
trise.

Vi kan anta uten & miste generalitet at for D1 og Ds, si vil de positive
egenverdiene komme forst langs diagonalen, deretter de negative egenverdi-
ene, og til slutt egenverdiene som er lik 0.

Legg merke til at D; og Dy er kongruente, ettersom D ~ A ~ Dy. Ved
lemma, vet vi at rk(D;) = rk(Dz). Dette kan vi bruke til & vise at
sign(D;) = sign(D2). Anta at antall egenverdier til D; som er positive og
negative er henholdsvis k1 og [, telt med multiplisitet. Anta pd samme méate
at antall egenverdier til Ds telt med multiplisitet som er postive og negative,
er henholdsvis k2 og lo. Ettersom rk(D;) = rk(Ds), far vi at k1 +1; = ka+1o.
Dermed holder det & vise at k1 > ko og [y > Is.

Merk at siden D er symmetrisk, si er den algebraiske multiplisiteten til en-
hver egenverdi \; lik dimensjonen til det tilhgrende egenvektorrommet V).
Dermed folger det at k1 er lik dimensjonen til egenvektorrommet spent ut av
de positive egenverdiene til Dy, i.e. k; = dim(Vy+) = dim({&Vy, |\ > 0}).

Ettersom D ~ Dy sé finnes det P € GL4(R) slik at PTDyP = D;. Definer
na fplgende vektorrom av dimensjon ko:

by
VkE:{UER”\PU: b’é2 | b € R}

6
Observer at for v € V,:g s& vil (Pv)T Do(Pv) = b3\ + ... + szAkQ > 0.

Ettersom (Pv)” Dy(Pv) = vT Dy, si folger det at Dy er positivt definitt pa
V,:g, som altsa er et vektorrom av dimensjon ks.

La UT = {v € R*vTDyv > 0} C R™ veere mengden av vektorer der D; er
positiv definitt, og observer at U™ er et vektorrom. Det fglger at Vyy C U™
og sz C U™. Det holder na & vise at Vy+ er det maksimale vektorrommet
inneholdt i U™, i.e. at dersom V C U™ er et vektorrom, s& vil V C V4.

Ettersom D; er symmetrisk vet vi at V,+ & V- = R”, der V,- er egen-
vektorrommet tilhgrende egenverdiene til D; som ikke er positive. Anta na
for & f4 en selvmotsigelse at det finnes en v € U™ slik at v ¢ Vy+. Dette
medfgrer at Vy- NUT # (), og dette er en selvmotsigelse. Dermed m4 alts,
vektorromet Vk; av dimensjon ky veere inneholdt i vektorrommet Vy+ av
dimensjon k;. Dette impliserer at k; > ko.
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Ved tilsvarende argumentasjon far vi at 1 > . ]

Korollar 1.28. To matriser A, B € Symy(R) er kongruente hvis og bare
hvis matrisene har den samme signaturen.

Bewvis. Vi har allerede vist at dersom sign A = sign B, si vil matrisene vaere
kongruente.

Anta at PTAP = B, der P € GL4(R). La U € GL4(R) veere en ma-
trise som diagonaliserer B. Le UTBU = D. Observer at D = UTBU =
UT(PTAP)U = (PU)T A(PU), der {P,U, PU} € GL4(R). Ved teorem [1.27]
folger det at sign A = sign B. O

Signaturen til en reell symmetrisk 4 x 4-matrise vil veere et av fglgende
tupler:

rang 4 | rang 3 | rang 2 | rang 1
(4,0) | (3,0) | (2,0) | (1,0)
(3,1) | (2,1) | (1,1) | (0,1)
(2,2) | (1,2) | (0,2)
(1,3) (0,3)
(0.4)

Ettersom to matriser A, B € Symu(R) er kongruente hvis og bare hvis
de har samme signatur, s& gir tabellen en klassifikasjon av Symy(R) opp til
kongruens.

Tidligere har vi vist at Q4 = Qra, der k € R\{0}. Merk at dersom sign A =
(n1,n2) s& vil signkA = sign A for k > 0 og sign —A = signkA for k < 0.
Dessuten har vi at sign A = (n1,n2) hvis og bare hvis sign —A = (ng,n1),
der n; € N. Signaturen til de ulike matrisene kA € Symy4(R) som kan brukes
til & definere en og samme kvadrikk, vil altsa veere den samme opp til en slik
"ombytting". Dette betyr at enhver kvadrikk kan defineres av en matrise i
Symy(R) med signatur av typen med uthevet skrift i tabellen ovenfor. Der-
som for eksempel kvadrikk () kan defineres av en matrise A som er slik at
sign+A = (4,0)/(0,4) sa sier vi at signaturen til kvadrikken, sign @, er lik
(4,0). Rangen til kvadrikken @Q, rk @, definerer vi som rangen til en vilkirlig
matrise kA som kan brukes til & definere kvadrikken (). Nullileten il en
kvadrikk, null @, definerer vi som nulliteten til en vilkirlig matrise som kan
brukes til 4 definere kvadrikken.

En kvadrikk @ er per definisjon ekvivalent med alle kvadrikker pa formen

PQ, der P € GL4(R). Anta ni at Q = Qa, der A € Symy(R). Fra likn-
ing (1.1) har vi at: PQa = Qp-1yr4p-1. Ettersom A er kongruent med
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(P~H)TAP~! 53 fplger det at sign A = sign(P~1)T AP~!. Dermed fglger det
at dersom P og PQ er to ekvivalente kvadrikker sa vil sign Q = sign PQ.

Dersom @ for eksempel er kvadrikk slik at sign@ = (3,1) sa betyr det
at vi kan finne en A € Symy(R) slik at sign A = (3,1) og Q = Qa. Ved
teorem og lemma folger det at @ er ekvivalent med en kvadrikk pé
normalformen V (22 + 2% + 2% — 23). En similer argumentasjon gir at enhver
kvadrikk vil veere ekvivalent med en av fglgende kvadrikker pa normalform:

rang | signatur normalform nullpunktsmengde
4 (4,0) | af 4+ af + x5 + a3 0
(3,1) | 23+ 2%+ 23— a3 kule
(2,2) x3 + 23 — 5 — 23 | sammenhengende hyperboloide
3 (3,0) x3 + 2% + 23 (0,0,0,1)
(2,1) z3 + 2% — 23 kjegleflate
2 (2,0) z3 + 22 en linje
(1,1)) x3 — 13 to plan
1 (1,0) x2 et dobbeltplan
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Kapittel 2

Pensler av kvadrikker

I dette kapittelet studerer vi pensler av kvadrikker og deres tilhgrende sig-
naturmgnster. Vi gjgr ogsd rede for hvilke pensler av kvadrikker vi vil
definere som ekvivalente. I slutten av kapittelet konstruerer vi kurven vi
har valgt & kalle "en pensels diskriminant". Denne kurven gir et geometrisk
bilde av signaturmgnsteret til en pensel av kvadrikker, som vil bli nyttig i
den senere klassifikasjonen.

2.1 Pensler av kvadrikker

Definisjon 2.1. Anta at vi er gitt to ulike kvadratiske former ¢g4,qp €
Rlzo, ..., z3]. En pensel av kvadrikker (qa,qp) er en familie av kvadrikker
definert ved en familie av kvadratiske former péa folgende form: {sga(x) +
tap(z)|(s,t) € Pg}.

Ettersom punktene (s,t) € Pg egentlig er ekvivalensklasser, folger det
at familien av kvadratiske former som definerer en pensel av kvadrikker,
ogsé deles opp i ekvivalensklasser. Hvis for eksempel (sg, to) = k(so, to), der
k € R\{0}, er to representasjoner for det samme punktet i P, folger at de
kvadratiske formene (soqa+togp) og (ksoga+ktogs) = (k(soqa+togn)) ogsa
er i samme ekvivalensklasse. Dette gir mening ettersom (k(soga+togn)), de-
finerer samme kvadrikken for alle valg av £ € R\{0}. I en pensel (¢4, ¢p) vil
altsd ethvert punkt (sg,tg) € Pi definere en kvadrikk V' (soqa + togp) C IP%.

Mengden av alle kvadratiske former i fire variabler danner et tidimensjonalt
vektorrom Vig = {alx% + asxor1 + as3roxs + asaxoTs + ... + a10x§|ai € R}.
En kvadrikk @) genereres av et endimensjonalt underrom av dette vektor-
rommet. Et todimensjonalt underrom av Vig vil genereres av to kvadratiske
former som ikke er like opp til en multiplikasjon med en konstant. Dermed
har vi fglgende:

Proposisjon 2.2. En pensel av kvadrikker (qa,qp) genereres av et todi-
mensjonalt underrom av Vyg.
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Anta at (g4, qp) er en pensel av kvadrikker. Dersom gc = soqa + toga
og qp = $1Aqa + ti1qa er to vilkarlige ulike linezre kombinasjoner av de
kvadratiske formene ga og gp, si folger det fra proposisjon2.2)at (qa, qg) =
(gc+ap)-

Tidligere viste vi at det finnes en en-til-en-korrespondanse mellom kvadratiske
former og reelle symmetriske matriser. Dersom (q4,¢p) er en pensel av
kvadrikker og A, B € Symy(R) er de unike matrisene som er slik at ga(z) =
w1 Az og qp(x) = 2T Bx, si folger det at: {sqa(z) + tgp(z)|(s,t) € PL} =
{s(zT Az) + t(zTBz) | (s,t) € Pk} = {aT(sA +tB)x | (s,t) € Pk}. Legg
merke til at den symmetriske matrisen sA +tB € Symy(R) definerer pense-
len av kvadrikker (ga,qp). Det vil i denne oppgaven vaere hensiktsmessig
4 jobbe med matriserepresentasjonen for en pensel av kvadrikker. Isteden-
for notasjonen (ga,qp) kommer vi herfra derfor til & bruke fglgende no-
tasjon for en pensel av kvadrikker: (A4,B) = {Qsattp | (s,t) € PL} =
{V(zT(sA+tB)z) | (s,t) € Pk}

2.2 Signaturendringer i en pensel av kvadrikker

I denne seksjonen vil vi se naermere pd hvordan rangen og signaturen til
kvadrikkene Qsa4¢p 1 en pensel av kvadrikker (A, B) endrer seg over IP’]%{.
La oss forst fokuserer p& hvordan rangen til Qs44¢p endrer seg over IP’%R. Vi
vet at tk@ = rk A, der A € Symy(R) er en vilkirlig matrise som er slik at
Q = Q4. Dermed fglger det at

detsA+tB=0<rksA+tB <4< 1kQuap <4

Ettersom det sA + tB er et reelt homogent fjerdegradspolynom, si er
fglgende lemma av interesse:

Lemma 2.3. Et reelt, homogent n-te gradsgradspolynom i to variabler f(s,t) €
R[s, t] vil ha n rotter i PL.

Beuvis. Vi kan alltid gjgre et variabelskifte, slik at alle rgttene tilhgrende
f(s,t) er pa formen (s,1) € P{. Dermed fplger resultatet fra algebraens
fundamentalsetning. O

Definisjon 2.4. La (A, B) veere en pensel av kvadrikker. Det homogene
fjerdegradspolynomet det sA+tB € R[s, t] kaller vi determinanten til pense-
len (A, B).

Lemma 2.5. Dersom en pensel (A, B) inneholder en kvadrikk av rang 4,
sa vil penselen inneholde uendelig mange kvadrikker av rang 4. Penselens
determinant det sA+ tB vil ha fire rotter (s;,t;) € PL telt med multiplisitet.
Bare i disse punktene (s;,t;) vil 0 < 1k Qs, 444, < 4.
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Bewvis. Observer at

sago +tboo  sap1 + thbor  Sag2 + tho2  sapz + thbo3
sapl + tbgr  sair +tbi1 sais +tbio  sais + this
sagy +tbp2  saiz +thia  sags +thee  sasz + thog
sap3 + tbgs sais + thig  sasg + tbag  sasgs + tbss

det sA +tB = det

er et reelt homogent fjerdegradspolynom. Enten vil polynomet veere kon-
stant lik 0, eller s& vil polynomet ved lemma ha fire rotter (s;,t;) € P,
telt med multiplisitet. Ettersom vi antar at penselen inneholder en kvadrikk
av rang fire, si vil det sA 4 tB ikke vaere konstant lik null.

At tkQsa+ep < 4 bare i rottene (s;,t;) tilhgrende det sA + tB folger av
at:
detsA+tB=0<r1ksA+tB <4< rtkQsarip < 4.

At rksA+tB > 0 folger av at en pensel er definert ved to ulike kvadratiske
former. O

Merknad 2.6. Som nevnt i innledningen antar vi at alle penslene av kvadrikker
i denne oppgaven inneholder kvadrikker av rang fire. Resultatet fra lemma
vil derfor vere gjeldene for alle pensler vi ser pd i denne oppgaven.

Nar vi beveger oss langs P} s& vil altsi alle punkter i en pensel (4, B)
definere kvadrikker av rang fire, med unntak av de punktene (s;,t;) € Pk
som er rgtter tilhgrende det sA + tB. La oss ni undersgke hvordan signa-
turen til kvadrikkene i en pensel endrer seg over P%.

Signaturen til en kvadrikk Qsa1 € (A, B) er bestemt av signaturen til
matrisen sA + tB. Signaturen til matrisen sA + tB bestemmes av forteg-
nene til egenverdiene tilhgrende matrisen. La oss derfor undersgke hvordan
egenverdiene til sA 4 tB endrer seg over IP’]%Q.

Egenverdiene \; € R til en matrise sA + tB € Symy(R) er rgttene til ma-
trisens karakterisitiske polynom:

det(A\ — (sA+tB)) =

A — (sapo + theo) sao1 + thor sa02 + tho2 sao3 + thos
det sagy + tho1 A — (5a11 + tbn) sayg + thio sais + tbis
sagpe + tbys sais + thio A — (8(122 + tbQQ) Sag3 + thag
sao3 + thos sais + this sa23 + thos A — (sass + tbss)
= A N3y (s, 1) + N2ro(s, t) + Mra(s, ) + 7a(s, ) (2.1)

der r;(s,t) er homogene polynom av grad i. Vi kan se pa polynomet som et
fjerdegradspolynom i A.
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Rogttene til ett reelt fjerdegradspolynom er kontinuerlig avhengig av ko-
effisientene til polynomet [NP94]. Koeffiesientene til fjerdegradspolynomet
er i vart tilfelle kontinuerlige funksjoner r;(s,t) € R[s,t]. Rottene A\; € R
tilhgrende det(A\I —(sA+tB)) er dermed kontinuerlig avhengig av (s, t) € Pk.

De fire egenverdiene \; til matrisen sA + ¢tB er altsa kontinuerlig avhengig
av (s,t) € Ph. En egenverdi \; € R kan dermed ikke hoppe fra & veere pos-
itiv til bli negativ nar vi lar parametrene (s,t) endre seg kontinuerlig langs
IP)]%Q. Dette betyr at signaturen til sA + tB, og dermed ogsd signaturen til
kvadrikkene Qsa+:p € (A, B), bare endres i de punktene (s;,t;) € ]P’ﬁ{ som
er slik at minst en egenverdi tilhgrende matrisen (s; A + t;B) er lik 0.

Fra lemma vet vi at det finnes fire punkt (s;,¢;) € PE, telt med multi-
plisitet, hvor null sA+tB > 0. Det fglger at signaturen til matrisen sA+tB
og kvadrikkene Qs A +tB, kun kan endres i disse punktene. Merk at dersom
noen av rgttene befinner seg i ]P’(lc, og ikke i Pﬂ&, s& gir det ikke mening &
snakke om en signaturendring i disse punktene.

Ettersom det sA + tB er et homogent fjerdegradspolynom med reelle ko-
effisienter, sa vil komplekse rgtter forckomme i komplekskonjugerte par.
Dermed vil det M(s,t) ha 0,2 eller 4 rotter i Py, telt med multiplisitet.
La oss oppsummere noen av disse observasjonene i et lemma:

Lemma 2.7. Anta at vi er gitt en pensel av kvadrikker (A, B). De reelle
egenverdiene til matrisen sA + tB € Symy(R) endrer seg kontinuerlig over
]P)]ﬁ. Signaturen til matrisen sA + tB og signaturen til kvadrikkene Qsa1tB
i penselen, endres kun 1 de reelle rottene (s;,t;) € Pﬁ tilhgrende penselens
determinant det sA + tB. Telt med multiplisitet finnes det 0,2 eller 4 slike
punkt (s;,t;) € Pf.

Legg merke til at dette lemmaet begrenser mulighetene for hvordan sig-
naturen til kvadrikkene Qs41+p i en pensel (A, B) kan endre seg over Pj.
Signaturen til Qs44+p kan for eksempel ikke endres direkte fra (2,2) til (1, 3)
nar vi beveger oss langs den projektive reelle linjen. Dette ville implisere at
en av de omtalte egenverdiene tilhgrende sA + tB ikke endret seg kontin-
uerlig. Av samme grunn kan heller ikke signaturen for eksempel endre seg
direkte fra (4,0) til (2,1).

2.3 Signaturmgnsteret til en pensel av kvadrikker

La (A, B) = {Qsat+ts | (s,t) € PL} veere en pensel av kvadrikker. Vi vet
ni at det finnes 0,2 eller 4 punkt (s;,t;) € P} telt med multiplisitet hvor
signaturen til kvadrikkene i penselen endres. Videre vet vi at disse punktene
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er de eneste punktene i P, som definerer kvadrikker av rang mindre enn fire.
Disse punktene vil dermed dele opp IP’%& i segmenter som definerer kvadrikker
av rang fire og og hvor signaturen er konstant. La oss se et eksempel pa
dette.

Eksempel 2.8. La (A, B) vere en pensel kvadrikker definert ved folgende
matrise sA + tB:

s+t

S

Ettersom det sA+tB = (s+t)s3, si folger det at signaturen til kvadrikkene
i (A, B) endres i punktene (0,1) og (—1,1).

Signaturen til matrisen +(sA + tB) bestemmer signaturen til kvadrikkene
Qsa+tp 1 penselen (A, B). Observer at signQp = (1,0),
sign@Q_a4+p = (1,0), signQ4 = (4,0) og sign Q_4125 = (3,1).

Figur 2.1] gir et bilde av situasjonen.

Figur 2.1

(4.0)

(1,0) (3.0)

(3,1)

Sirkelen symboliserer ]P’]ﬁ. De to punktene pa sirkelen symboliserer rgt-
tene til penselens determinant, altsd punktene (0,1) og (—1,1). Vi ser at
disse punktene er de eneste punktene hvor signaturen endres, og at disse
punktene deler opp IP’]%R i to segmenter bestiende av punkter som definerer
kvadrikker av rang fire. |

Dersom vi starter en vilkirlig plass pé sirkelen ovenfor og gar en runde
rundt, si vil de ulike signaturene forekomme i en bestemt rekkefglge. Denne
rekkefglgen er nzert knyttet til det vi senere vil definere som signaturmgn-
steret til en pensel av kvadrikker.

Definisjon 2.9. La A, B € Symy(R) veere to symmetriske matriser. En
familie av matriser p& formen [sA+ B] = {sA+ B |s € R | tkA = 4}
definerer vi som en affin pensel av matriser.
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Nar vi lar s € (—00,00), s& vil matrisene i den affine penselen [sA + B]
som har samme signatur forekomme i en bestemt rekkefglge. Signaturmgn-
steret til en affin penselen av matriser, sign[sA + B|, definerer vi som denne
rekkefglgen. Kravet om at rangen til matrisen A skal vaere fire, sikrer at
det sA + B alltid har fire komplekse rotter, telt med multiplisitet. La oss se
et eksempel pd en affin pensel av matriser og dens signaturmgnster:

Eksempel 2.10. La [sA + B] veere en affin pensel av matriser, definert ved
fplgende matrise:
s+1

sA+ B =
s

Signurmensteret til [sA+ B] er gitt ved tabellen nedenfor. Ettersom sA+ B
er en diagonal matrise, ser vi at egenverdiene blir linewxre funksjoner i s. Vi
ser fra tabellen at sign[sA + B] = (0,4)(0,3)(1,3)(1,0)(4,0).

Tabell 2.1
s -1 0
s+1] - 0 + + +
s - - - 0 +
s - - - 0 +
s - - - 0 +
sign | (0,4) (0,3) (1,3) (1,0) (4,0)

De to foregdende eksemplene viser en pensel av kvadrikker (A, B) og
en affin pensel av matriser [sA + B], definert ved de samme matrisene
A,B € Symy(R). Ved misbruk av notasjon skriver vi S € (A, B), der
S € Symy(R), dersom det finnes (s,t) € P}, slik at S = sA + ¢B.

Ved proposisjon folger det at dersom (A, B) er en pensel av kvadrikker,
C = spA+tB og D = s1A+ 1B, sa vil (A,B) = (C,D). Ettersom
{-A,-B,(A — 2B)} € (A,B) folger det at at (A,B) = (—A,—B) =
(=A,B) = ((A—2B),B). La oss sammenlikne signaturmgnsteret til de
affine penslene av matriser definert ved disse parene av matriser.

Dersom vi lar matrisene A og B vezere som i de to foregdende eksemp-

lene, si vil signaturmgnstrene til matrisepenslene [—sA — B], [-sA + B],
og [s(A — 2B) + B] vere gitt ved henholdsvis fplgende tre tabeller:
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Tabell 2.2: [—sA — B

s -1 0

—s—1 |+ 0 - - -

-5 + + + 0 -

—s + + + 0 -

-5 + + + 0 -
sign | (40) (3,0) (3,1) (0,1) (04)

1

|
VAl
=+ +++

@+ +

sign (1,3) 1)

Oppsumert har vi da funnet folgende signaturmonstre:
1. Sign[sA + B] = (0,4)(0,3)(1,3)(1,0)(4,0)

2. sign|—(sA+ B)] = (4,0)(3,0)(3,1)(0,1)(0,4)

3. sign[—sA + B] = (4,0)(1,0)(1,3)(0,3)(0,4)

4. sign[s(A — 2B) + B] = (1,3)(1,0)(4,0)(3,0)(3,1)

Alle disse signaturmenstrene er konstruert av matriser A’, B’ € (A, B),
der (A, B) er penselen av kvadrikker fra eksempel

Definisjon 2.11. La (A, B) vare en pensel av kvadrikker. Signaturmgn-
steret til (A, B) definerer vi som sign(A, B) = {sign[sA’ + B] | A',B’ €
(A,B) |tk A’ = 4}.
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Signaturmensteret til en pensel av kvadrikker er altsa en mengde av sig-
naturmgnster til affine pensler av kvadrikker. La oss nd se hvorfor en av
disse representantene er tilstrekkelig til 4 beskrive signaturmgnsteret til en
pensel av kvadrikker.

Generelt har vi at sign A = (n1,n2) hvis og bare hvis sign —A4 = (n2,ny).
Dersom vi sammenlikner de to forste affine signaturmenstrene, sign[sA + B]
og sign[—(sA+B)], ser vi at tallparene pa denne méaten har blitt "byttet om".

Dersom vi leser det forste signaturmensteret sign[sA + B| fra hgyre mot
venstre ser vi at vi fir det tredje signaturmensteret sign[—sA + BJ.

Dersom vi leser det forste signaturmensteret sign[sA + B]| fra (1,3), og
leser fra venstre mot hgyre, ser vi at vi fir det fjerde signaturmgnsteret
sign[s(A —2B) + B].

Poenget er at dersom vi kjenner sign[sA’+ B'], der A’, B’ € (A, B) s& kjenner
vi egentlig hele mengden sign(4, B). Observasjonene ovenfor kan generalis-
eres. Vikan "bytte om" alle tallparene samtidig, vi kan lese i hvilken retning
vi gnsker, og vi kan starte avlesningen hvor som helst. En representasjon
for et signaturmenster gir oss altsd tilstrekkelig informasjon til & kjenne
hele mengden av representasjoner. Vi vil herfra derfor omtale en vilkarlig
slik representant som signaturmgnsteret (i bestemt form) til en pensel av
kvadrikker.

Analogien til sirkelen i figur ovenfor, er at vi kan velge et vilkirlig punkt
pa sirkelen som punktet i det uendelig fjerne, og deretter lese av signatur-
mgnsteret 1 valgfri retning. Legg merke til at punktet i det uendelig fjerne
mé definere en kvadrikk av rang fire. Dersom vi for eksempel velger puntet
i det uendelig fjerne i segmentet pé sirkelen som definerer kvadrikker med
signatur (4,0), kan vi tenke oss at vi klipper opp sirkelen i dette punktet,
og star igjen med en linje som definerer en affin pensel av matriser. Vi kan
for eksempel lese av signaturmegnsteret i retning mot klokken og se for oss
at vi "bytter om" alle tallparene, slik at vi er situasjonen som er illusrert i

figur nedenfor.

Figur 2.2
(0,4) 03 (1,3 (1,0) (40

Legg for gvrig merke til at dersom [sA’+ B’] er en affin pensel av matriser,
s vil signaturen til matrisen A’ bestemme signaturen til penselen nir s
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gdr mot grensene +oo, ettersom signaturen til matrisen A’ vil dominere i
grensene.

2.4 Ekvivalente pensler av kvadrikker

Det er naturlig & identifisere pensler av kvadrikker i IP’% dersom det finnes
en bijeksjon mellom dem indusert av en lineser automorfi av R*. Fglgende
definisjon sgrger for dette:

Definisjon 2.12. To pensler av kvadrikker P; og P2 er ekvivalente dersom
det finnes en P € GL4(R) slik at for alle Q € Py sa vil PQ € Ps.

Ekvivalente pensler av kvadrikker vil ha det samme signaturmgnsteret.
At to pensler har samme signaturmegnster medfgrer imidlertid ikke at pens-
lene ngdvendigvis er ekvivalente, noe vi skal se eksempler senere i oppgave.

Lemma 2.13. La {A, B, A’, B’} € Symy(R). Penselene definert ved (A, B)
og (A', B") er ekvivalente hvis og bare hvis det eksisterer
P € GL4(R)slik at(PTAP, PTBP) = (A', B).

Bevis. Fra likning (L.1) har vi at UQ = Qu-1yray-1, der U € GL4(R).
Dersom vi lar U = P! € GL4(R) far vi P71Q = Qpr 4p-

Anta forst at penslene er ekvivalente. Legg merke til at alle kvadrikker i
penselen (A, B) kan skrives som Qsa1¢p. At penslene er ekvivalente med-
forer at det vil eksisterer en P~1 € GL4(R) slik at

PilQSAJ,_tB = QPT(SA+tB)P c (A/, B/) v (S,t) < ]P)I}Q . (22)

Spesielt har vi at P71Q4 = Qprap € (A',B") og P~'Qp = Qprpp €
(A’ B’). Ettersom en pensel ved proposisjon kan uttrykkes ved to
vilkarlige matriser inneholdt i penselen far vi at (A, B') = (PT AP, PTBP).

Anta na at det eksisterer en P € GL4(R) slik at (A’, B') = (PT AP, PTBP).
Enhver kvadrikk i (A4, B) og (PT AP, PT BP) kan skrives som henholdsvis
QRsa+tB 08 Qpr(sa+¢p)p- Dermed viser likning 1) at det finnes en P~ €
GL4(R) slik for alle @ € (A, B), sa vil P7'Q € (PTAP,PTBP) = (A", B').

O

2.5 Reguleere og irregulere rgtter

La (A, B) veere en pensel av kvadrikker definert av matrisen sA+tB. Vi vet
at det sA + tB har fire rotter (s;,t;) € PL telt med multiplisitet. La (so, o)
vaere en av disse rgttene. Vi har dpenbart at
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det spA +toB =0< rksgA +tgB < 4 < null spA + toB > 0. (2.3)

Merk at rangen til sgA + t¢B ma veare storre enn 0 for alle punkt
(so,t0) € IP’]%Q. For dersom rangen var 0, si ville ikke sA + tB definert en
pensel av kvadrikker. Anta nd at (sg,to) er en rot tilhgrende det sA+¢B av
multiplisitet k1 og at null M (sg,tp) = ko. Likning viser at k1 > 0 hvis
og bare hvis ko > 0. Det er neerliggende & spgrre om vi kan si noe mer om
relasjonen mellom k; og ko.

Det viser seg at for enhver pensel av kvadrikker si vil ky > ko. For &
utlede dette resultatet trenger vi fplgende lemma:

Lemma 2.14. Dersom A og A’ er to n X n-maltriser som er identiske med
unntak av at en rad eller en kollonne i A er multiplisert med k € R\ {0},
sd er det A = kdet A'.

Bevis. La A’ vaere en n X n-matrise, og la A vaere en identisk matrise med
unntak av at forste rad er multiplisert med k£ # 0. Vi har at

apog aopi e aon

det A =det{ M0 =

ail . Qon aio A1n
apo | ot Faon | L=
Gn0 Qnn GnQ Ann
aiy ... Qop ag ... Qin
k(ﬁf S +un+%? RV >:kdaAﬁ
ano N 4 ) ano cee Ann

Argumentasjonen blir den samme uavhengig av hvilken rad eller kolonne vi
multipliserer med k. O

Lemma 2.15. La (A, B) veere en pensel av kvadrikker slik at punktet (so, to)
er en rot av multiplisitet ki tilhgrende det sSA+tB. Dersom null ssA+tgB =
k‘g Z 07 sa wvil k‘l 2 k‘g.

Beuwis. For & forenkle notasjonen kan vi gjore et variabelskifte slik at (sq, to)
blir punktet (0, 1).

Fra antakelsen i lemmaet far vi dat at det sA + B = s*1r(s), der 7(0) # 0,
og null0A+ 1B = null B = k»
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Vi gnsker & vise at k1 > ko for ko > 0. Dersom ko = 0 eller ko = 1,
folger av likning (2.3) at k1 > ko. Argumentasjonen for tilfellet ko = 2 er
generisk for tilfellet ko = 3. Vi kommer derfor kun til 4 se pi tilfellet ko = 2.

Anta at ko = 2 = null B. Dette medfgrer at matrisen B har to egenverdier
A1 og Az som er ulik null, og to egenverdier A3 og Ay som er lik null. Siden
B € Symy(R) vet vi lemmaat det finnes P € O4(R) slik at PTBP = D,
der D er en reell, diagonal matrise bestdende av egenverdiene til matrisen B.

Dermed far vi at det(sA + B) = det PI(sA + B)P = det(sA’ + D), der
A’ = PTAP € Symy(R). Observer n at

sago + A1 sap1 sap2  Sap3
sao1 sai1 + A2 sais  saq
detsA+ B = 0 3
Sap2 Sa12 sa922 Sa23
saos sai3  Sag3  sass

Fra lemma [2.14] far vi dermed at

sago + A1 sap1 sap2  sap3
sa sai1 + A2 sa sa
det SA+B — 82 01 11 2 12 13 — SQT‘(S)
ao2 a12 a2 Qg3
aop3 ais a3 ass

Dersom vi skriver ut r(s) far vi et andregradspolynom i s. Det kan skje
at null er en rot til dette polynomet, av multiplisitet en eller to. Dermed ser
vi at null er en rot tilhgrende det sA+ B = s%r(s) av multiplisitet k&, > 2. [

Det vil bli nyttig & kunne beskrive de rgttene tilhgrende en pensels deter-
minant som er slik at de omtalte multiplisitetene ki og ko er like. Falgende
definisjon sgrger for dette:

Definisjon 2.16. En rot (so,tp) € P av multiplisitet & tilhgrende en
pensels determinant det sA+tB er en reguler rot dersom k = null sgA+tyB.

Dersom en rot ikke er regulzere, sier vi at den er irreguler. Vi kommer
senere til & vise at en pensel (A4, B) er diagonal, i.e. er ekvivalent med en
pensel pa formen (D1, D), der Dy og Dy er reelle, diagonale matriser hvis
og bare hvis alle rgttene til determinanten til penselen (A, B) er regulacre.
Dette betyr at enhver ikke-diagonal pensel vil inneholde en rot som ikke er
regulaer. T slutten av neste seksjon gir vi en geometrisk beskrivelse av hva
som karakteriserer regulaere og irregulaere rotter.
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2.6 En pensels diskriminant

La (A, B) veere en pensel av kvadrikker definert ved fglgende matrise
s+t
sA+1tB = (2.4)
s

Vi har tidligere vist at sign[sA 4+ B] = (0,4)(0,3)(1,3)(1,0)(4,0). Figur
nedenfor viser en kurve i sA-planet, definert av polynomet det Al —
(sA+B) = (A—(5—1))(X —5)3 = 0. Kurven viser med andre ord hvordan
egenverdiene til [sA + B] endrer seg for s € (—o0, 00).

Figur 2.3

)
A

/w 0 2

Legg merke til at for ethvert punkt (sg, 1), s vil matrisen (spA + B) €
Symy(R) har fire egenverdier A; € R. Dette er grunnen til at en vertikal
linje gjennom et vilkarlig punkt (sp, 1) snitter grafen fire ganger, telt med
multiplisitet. Vi vil gi en definisjon av snittmultiplisitet senere i seksjonen.
Signaturen til matrisen sgA 4+ B ser vi ut ifra hvor mange ganger den ver-
tikale linjen s = sg krysser diskriminanten D over og under s-aksen. Fra
figuren kan vi dermed observere at sign[sA+B] = (0,4)(0, 3)(1,3)(1,0)(4,0),
i.e. at signaturmgnsteret til penselen av kvadrikker (A, B) er
(0,4)(0,3)(1,3)(1,0)(4,0).

For enhver pensel av kvadrikker (A, B) kan vi konstruere en tilsvarende
kurve D, som vil gi oss et geometrisk bilde av hvordan signaturmgnsteret
til penselen ser ut. Dette motiverer folgende definisjoner:

Definisjon 2.17. Anta vi er gitt en pensel av kvadrikker (A, B). Penselens
tilhgrende det homogene fjerdegradspolynom f(\,s,t)) = det(A — (sA +
tB)), kaller vi penselens karakteristiske polynom.

Definisjon 2.18. Anta vi er gitt en pensel (A, B) med tilhgrende karak-
teristiske polynom f(,s,t)). Diskriminanten til penselen definerer vi som

V(f(\8,1) ={(\s,t) € P4 | f(A s,t) =0}
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Merknad 2.19. Ved proposisjon vet vi at dersom {A',B'} € (A, B),
sd vil (A, B) = (A, B). Kurvene definert ved det(\ — (sA+tB)) =0 og
det \I — (sA" + tB') = 0 vil veere projektivt ekvivalente.

For vi ser neermere pa hva diskriminanten til en pensel kan fortelle oss
om en penselens signaturmenster, er det hensiktsmessig 4 innfgre litt no-
tasjon.

La (A, B) veere en pensel av kvadrikker med tilhgrende diskriminant D C P,
definert ved V(f(\, s,t)). For ethvert punkt P = (), s,t) € P% lar vi i det
folgende: Qp = Q) = V(2T (M — (sA + tB))z) C P3. Ethver punkt
Pe Pﬁ definerer altsd en kvadrikk Qp C IP’%. Fra definisjonen av diskrimi-
nanten D folger det at for et vilkirlig punkt P € P2, sa vil:

tkQp <4< PeD. (2.5)

La linjen L C ]P)[%e vaere definert ved A = 0. Denne linjen bestir av alle
punkt pa formen (0, s,t), der (s,t) € Pk. Legg merke til at linjen L definerer
penselen av kvadrikker (A, B) ettersom:

Qouse = V(@ (01 — (sA+ 1B))z) = V(2" (sA + 1B)a) = Quasis.

Linjen L vil potentielt kunne snitte kurven D. Ettersom D C ]P’%Q, folger
det av Bezout at L kan snitte D maksimalt fire ganger, telt med multiplisitet.
Fra likning folger det at et punkt P € L vil definerere en kvadrikk QQp
av rang mindre enn fire hvis og bare hvis P € LN D. Fra korollar vet vi
at signaturen til penselen (A, B) kun endres i disse snittpunktene.

Merknad 2.20. La N C P%& veere en vilkarlig linje 4 IP’%&. Anta linjen gar
gjennom punktene Py = (A1, 81,t1) og Po = (A2, s2,t2). Linjen N wil veere
definert ved aPy+ 3P, der o, B € PL. La Qp, = V(2T (MI—(s;A+t;B))x) =
V(2T M;x), der i = 1,2. Et punkt pa linjen L' vil definere en kvadrikk pa
formen
Qapyipp, = V(2T (M + BMy)x).

Dermed ser vi at en vilkdrlig linje N C Pl%& vil definere en pensel av kvadrikker.
Fra likning folger det at punktene P; pd linjen N som definerer sin-

guleere kvadrikker ma vere punktene P; € N N D. Ved Bezout finnes det
maksimalt fire slike punkter, telt med multiplisitet.

Legg merke til ot dette impliserer at diskriminanten deler opp ]P)I%& 1 avgrensede
omrdder, hvor alle punktene definerer kvadrikker av samme signatur.

For & kunne si mer om relasjonen mellom punktene pa kurvene L og D
slik de er definert ovenfor og kvadrikkene som disse punktene definerer, vil
vi trenge noen flere definisjoner.
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Definisjon 2.21. La Y € P} vere en kurve definert av f(z,y,z) = 0,
der f(z,y,z) er et homogent polynom av grad d. La P = (a,b,c) € P}
vaere et punkt pa kurven Y. Gjgr et linezert koordinatskifte slik at punktet
(a,b,c) sendes til punktet (0,0,1). Skriv deretter f(x,y,1) = f(z,y) =
fot+fi(z,y)+ fa(z,y)+...4+ fa(z,y), der f; er homogene polynomer i (z,y) av
grad i. Multiplisiteten til punktet P péa kurven Y definerer vi som pp(Y) =

min{i | f; # 0}.

Definisjon 2.22. La Y vare en kurve definert av et polynom f av grad d
ogla P €Y. Dersom up(Y) = 1 s sier at kurven Y er glatt i punktet P.
Dersom pup(Y) > 1, sier vi at kurven Y er singuler i punktet P.

Definisjon 2.23. La L € P% vere en linje definert ved en linzer form og la
Y € P% veere en kurve definert av et homogent polynom av grad d. Anta at
P = (a,b,c) € YNL. Gjor et linezert koordinatskifte slik at punktet (a, b, ¢)
sendes til punktet (0,0,1). Linjen L vil nd veere definert av et polynom
pa formen [(x,y) = ax + by. La f veere det homogene polynomet av grad
d som definerer kurven Y. La f [p (y) = f(—%y,y, 1) veere polynomet
f restriktert til linjen L i den affine delen av IP’%{ der vi har satt ¢ = 1.
Skriv f [ (y) = fi(y) + f2(y) + ... + fa(y), der f; er polynom av grad i.
Snittmultiplisiteten Ip(LNY') til punktet P definerer vi som min{s | f; # 0}.

La oss se hva som er relasjonen mellom multiplisiteten til diskriminanten
i et punkt Py € IP’% og nulliteten til kvadrikken ()p, som punktet definerer.

Lemma 2.24. La linjen L € P2 definere penselen (A, B) og la D vere
diskriminanten til penselen definert ved f(\,s,t) = det(A — (sA+tB)) = 0.
Dersom Py = (Ao, s0,t0) € D og Qp, er kvadrikken definert av punktet Py,
sG holder folgende: up,(D) =k < nullQp, = k.

Bevis. Anta forst at null Qp, = null V(27 (Aol —(soA+toB)z) = null V(2T Mp,z) =
null Mp, = k, hvor Mp, er en matrise som definerer Qp,. Merk at siden

Mp, € Symy(R) s& vil det eksisitere U € O4(R) slik at UT Mp,U = D, der

D er en reell, diagonal matrise og null D = null Mp, = k. Gjgr et variabel-

skifte slik at punktet Py sendes til punktet (0,0,1). Observer at:

f(\, s5,1) = det(M—(sA+B)) = det P (A\[—(sA+B))P = det(\ —(sA+D))

A — sago sagpl sap2 sag3
det( Sap1 A — Sail Sa19 sSa13 . D)
sag2 sa12 A — Sa99 sa93
sap3 Sa13 Sao23 A— sas3s3

Ettersom null D = k hvis og bare hvis rk D = 4—k, ser vi at min{i | f; #
0} =k.
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Anta n& at Py = (Ao, s0,t0) € D og at up, (D) = k. Gjor et linesert vari-
abelskifte slik at punktet Py blir punktet (0,0, 1). Ved antakelsen fglger det
at det(A — (sA+ B)) = fr(\,s) + ... + fa(N, s), der fi(),s) er homogene
polynom av grad i og B = Aol — (soA + toB).

Ettersom B € Symy4(R) vet vi at det finnes P € O4(R) slik at PTBP = D,
der D er diagonal og null B = null D. Observer at dersom

det(M — (sA + B)) = det PT(M\ — (sA+ B))P =

det(A] — (sA" + D)) = fr(\,8) + ... + fa(N, 5),
s& ma null D = k. Dermed folger det at null(A\gI — (spA + toB) = k. O

La oss se naermerere pa hva vi kan si om hvor mange ganger en generell
linje 1 }P’%& vil snitte diskriminanten D, telt med multiplisitet. Ettersom
diskriminanten D er en fjerdegradskurve i ]P’%Q, sa folger det ved Bezout at en
generell linje i P%R vil snitte D i maksimalt fire punkt telt med multiplisitet.
Det viser seg imidlertid at vi si mer enn dette om en vilkérlig linje L’ gjennom
punktet (1,0,0) € P&:

Lemma 2.25. La L C IP’]%% veere linjen som definerer penselen (A, B). La
kurven D C IP%K veere penselens diskriminant. Dersom L' C P]%{ er en vilkarlig
linje som gdr gjennom punktet (1,0,0) og L' N D = {Py,...Py}, sd holder
folgende:

k
> Iipy(I'nD)=4.

n=0

Bevis. En vilkirlig linje L’ gjennom punktet (1,0,0) mgter linjen L i ngyak-
tig et punkt. Anta dette punktet er (0,so,tp). Linjen L’ kan skrives pa
formen (A, Bso, Bto), der A, 3 € Pk. Kurven D er definert ved f(\,s,t) =
det(AM — (sA+tB)) = 0. Merk at punktet (1,0,0) € L', men (1,0,0) ¢
D, ettersom detI # 0. Punktene P; € L'’ N D ma dermed tifredsstille
det(AI — (sopA + t9B)) = 0. Ettersom soA + toB € Symy(R) folger det at
denne matrisen har fire egenverdier \; telt med multiplisitet. Det eneste
som gjenstar & vise er at den algebraiske multiplisiteten k til en spesifikk
egenverdi Ao er lik I, 5,4 (L' N D)

Ettersom soA + tpB € Symy(R) og vi antar Ay er en egenverdi av multi-
plisitet k, folger det at null(Ag — (spA + toB)) = k. Etter et variabelskifte
slik at (Ao, so, to) blir punktet (0,0, 1), sa vil diskriminanten D vaere definert
av et polynom f(A,s,t) = det(A — (sA +tB)), der null B = k. Ettersom
B € Symy(R) vet vi at det finnes P € O4(R) slik at PTAP = D, der D er
reell, diagonal matrise og null B = null D = k. Linjen L’ vil n& veere definert
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av et polynom pé formen [()\, s,t) = aX + bs. La

f [L(y):f(%bsvsvl):

det(_TbSI — (sA+ B)) =

det PT(_TbSI —(sA+B)P =

—b
det(—21 — (sPTAP + D))
a
Ettersom null D = k hvis og bare hvis tk D = 4 — k, ser vi at min{i | f; #
0} = k. Alts folger det at I(y, 5 1) (L' N D) = k. O

Merk at dersom (Ao, so, to) € D s& har vi fra lemmaat H(xo,50,t0) (D) =
null Q (xg,s0,t0) = DW(Xol — (s0A+t0B)), der Aol —(soA+1toB) er en matrise
som definerer Qy, s,.,)- Dessuten viste vi i lemmaat null(AgZ — (s A+
toB) = Iy s0.t0(L' N D), der L' er linjen som gir gjennom punktet (1,0,0)
og (0, s0,tp). Dermed folger det at

M()\o,so,to)(D) = I)\o,so,to (L/ N D)> (26)

for alle punkt Ag € D.

At enhver linje L' C ]P’%& gjennom punktet (1,0,0) vil snitte diskriminan-
ten D C JP’%{ fire ganger, telt med multiplisitet legger geometriske foringer
for hvordan diskriminanten kan se ut. Figur nedenfor viser et eksempel
p& hvordan en diskriminant tilhgrende en pensel (A, B) potentielt kan se ut
iP2.

Figur 2.4

Observer at enhver linje gjennom punktet (1,0,0) snitter D i fire punkt,
telt med multiplisitet. Punktene der linjen L’ snitter D er de fire punk-
tene som tilfredsstiller likningen det(A — (sopA + toB)). Vi kan tenke pa
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disse fire punktene \; som egenverdiene til matrisen soA + t9B € Symy(R).
Merk imidlertid at ettersom (), so,t0) = k(X s0,t0) € P%, si vil disse fire
"egenverdiene" bare vaere veldefinert opp til multiplikasjon med en konstant
k # 0. Dermed fglger det fra analysen ovenfor at en matrise i penselen
soA + tgB i denne forstand har en egenverdi Ag av algebraisk multiplisitet
k hvis og bare hvis 1.y, s0.40)(D) = Ing,s0,to (L' N D) = k.

Dersom vi tenker pa linjen L' C P% gjenom punktet (1,0,0) og et vilkarlig
punkt (0, sg,tp) som en sirkel, si ser vi at disse to punktene vil dele denne
sirkelen inn i to segmenter. Signaturen til Qs,4++,5 kan leses ut ifra hvor
mange ganger diskriminanten skjeerer disse to segmentene. I figuren ovenfor
ser vi at sign Qs,A+48 = (3,1).

Av lemma folger det at alle diskrimininantens glatte punkt definerer
kvadrikker av rang tre. De to singulaere punktene pd kurven D definerer
kvadrikker av rang to. Observer at linjen L som definerer penselen snitter
D i to glatte punkt. Vi vet at det sA + tB har en rot i disse snittpunk-
tene. La oss nad se hva som er relasjonen mellom Ip(L N D) og rottene til
determinanten til penselen definert ved linjen L.

Lemma 2.26. La linjen L € P% veere definert ved A =0 og la (A, B) veere
penselen definert av linjen L. La diskriminanten D € IP’]% veere definert ved
f(A,s,t) = det(A] — (sA+tB)) = 0. Anta at determinanten til penselen
det(sA + tB) har en reell rot (so,t0) € Pk av multiplisitet k. Linjen L wil
snitte D i (0, s0,t0) og Ip(Y N L) = k.

Bewis. Det fplger av definisjonene av D og L at dersom det soA + toB = 0
s& vil (0,s0,t9) € Y N L. Det eneste som mé vises er at Ip(Y N L) = k.
For & vise dette gjor vi et lineeert variabelskifte slik at (0, sg,?o) sendes til
punktet (0,0,1). Vi antar altsa at (0,1) er en rot til f(0,s,t) = det sA+tB
av multiplisitet k.

Linjen L er gitt ved A = 0. Dermed far vi f [= f(0,s,1) = det sA+B. Men
ettersom vi antar at (0, 1) er en rot til £(0, s,t) = det sA+tB av multiplisitet
k, folger det at f [r= f(0,s,1) = s*r(s) , der 7(0) # 0. Dermed fglger det
at f [p=a1s* + ags®™ ' + .. + ag_ps?, og viser at min{i | f; #0} =k O

For & kunne si enda mer om disse snittpunktene mellom linjen L som
definerer en pensel og den tilhgrende diskriminanten D, trenger vi noen flere
definisjoner og lemma.

Definisjon 2.27. La Y C IP’]%g vaere en kurve definert av f =0 ogla L C ]P)%K
veere en linje definert av [ = 0. Anta at P € LNY og at up(Y) = k. Gjor
et lineser variabelskifte slik at punktet P sendes til (0,0,1) og la f(z,y) =
flx,y,1) = fx + fxx1 + ... + fa, der f; er homogene polynom av grad i. Vi
sier at linjen L tangerer Y i punktet P dersom [| fy.
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Folgende lemma er hentet fra [Har77, Oppgave 5.4. s. 36].

Lemma 2.28. La L C ]P)%{ veere en linje og la’Y C ]P’%{ veere en kurve av grad
stgrre enn 1. Dersom P € LNY og up(D) =k sd sd vil Ip(Y NL) > k hvis
og bare hvis L tangerer D i punktet P.

Definisjon 2.29. La (A, B) veere en pensel av kvadrikker. En rot (so, o) €
IP’]%Q av multiplisitet k tilhgrende penselens determinant det sA + tB er en
requleer rot dersom k = null soA + toB.

Korollar 2.30. La L C IP’]%g veere linjen som definerer penselen (A, B) og la
D veere diskriminanten til penselen definert ved f(\,s,t) = det(A — (sA +
tB)) = 0. Determinanten til penselen det sA + tB har en irrequler rot i
(so,to) hvis og bare hvis diskriminanten tangerer penselen i Py = (0, sq, tp).

Beuis. La (sg,to) veere en rot tilhgrende det sA + tB av multiplisitet k. Vi
gnsker & vise at k > null Mp, = null(sopA+toB) hvis og bare hvis D tangerer
L i punktet Py. Fra lemma [2.26| og lemma har vi at:

k=1Ip(DNL)
pp, (D) = null Mp,

Fra lemma 2.28] far vi
k= IPO(D N L) > ,LLPO(D) = nuﬂMpo
hvis og bare hvis D tangerer L i Fj. O

Anta né at L er linjen som definerer penselen (A, B) og at D er penselens
diskriminant. Legg merke til at dersom det sA+tB har en enkel rot (sg, tp) €
Pk, s8 vil I(g s 10)(D N L) = pp,(D) = 1. Dette medfprer diskriminanten
D krysser linjen L i punktet (0, sg,tg), som i sin tur medfgrer at signaturen
til kvadrikkene i penselen definert av punktene pa ulike sider av punktet
(so,t0) ikke kan veere den samme. Dermed har vi folgende:

Observasjon 2.31. Dersom determinanten til en pensel har en enkel rot
Pe ]P’ﬂg, sa vil signaturen til kvadrikkene definert av punktene pa ulike sider
av punktet P € IP]%% ha ulik signatur.

Merknad 2.32. Nar vi sier at punkter pa ulike sider av en rot P € Pﬂg
definerer kvadrikker av ulik signatur, mener vi ot det finnes et lite omegn pd
begge sider av roten P langs den projektive reelle linjen hvor dette stemmer.
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2.6.1 Singuleere punkter pa diskriminanten

Definisjon 2.33. To diskriminanter er ekvivalente dersom penslene som
definerer dem er ekvivalente, i.e. D(4 py er ekvivalent med D4/ py dersom
(A, B) er ekvivalent med (A’, B').

Ettersom ekvivalente diskriminanter er definert av ekvivalente pensler,sé
folger det at de vil se like ut lokalt rundt punktene hvor de snitter linjen som
definerer penselen. Nar vi her sier like, mener vi like i den forstand at de
vil enten vil krysse linjen som definerer penselen transversalt, eller tangere
den.

Spesielt betyr dette at ekvivalente diskriminanter vil ha like mange sin-
gulariteter pa linjen som definerer penslene. Videre vet vi at ekvivalente
diskriminanter er to fjerdegradskurver i PZ. Dermed har begge kurvene en-
delig mange singulariteter. Det er nzerliggende & spgrre seg om det finnes
en relasjon totale antallet singulariteter tilhgrnede to ekvivalente penseler.
Eksempel nedenfor viser at dette virker lite trolig. Eksempelet er ogsé
tatt med fordi det viser noe av sammenhengen mellom diskriminantens sin-
gulzere punkter og matrisene i en pensel som definerer slike punkter.

Det kan veere verdt 4 merke seg at en strengere form for ekvivalens av pensler
sikrer at ekvivalente pensler har identisk diskriminant:

Definisjon 2.34. To pensler (A, B) og (A, B’) er ortogonalt ekvivalente
dersom det finnes en P € O4(R) slik at (PT AP, PTBP) = (A, B)

Lemma 2.35. Dersom (A, B) og (PT AP, PT BP) er to ortogonalt ekviva-
lente pensler, sd vil penslenes karakteristiske polynom f(a gy 09 f(pr ap,pBP)
veere identiske.

Beuis.

fiapy (A s,t) = det(M — (sA+tB
det(PTP)det(\ — (sA +tB
det(APTP — PT(sA+tB)
det(\I — PT(sA +tB)

fiprap,prepy(As 8:t)

) =
)
P) =

P) =

O

Korollar 2.36. Dersom to pensler er ortogonalt ekvivalente, sd vil penslene
ha identisk diskriminant.
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Eksempel 2.37. La (A, B) og (A, B") = (PT AP, PT BP) vere to ekviva-
lente pensler definert ved fglgende matriser:

1000 1100
0100 100 0
3A+tB—80010 +t0011 (2.7)
000 1 0010
520 0 56 0 0

;o 2100 6 4 0 0
sAHB =10 0 5 o] Ttlo 0 5 6
00 2 4 006 4
der
1200
200 0
P=10 01 2
0020

Figur nedenfor viser den affine delen av diskriminantene Dy p og
D 4 p tilhgrende de to ekvivalente penslene (A4, B) og (A, B'), i sA-planet.
De ekvivalente diskriminantene D4 g og D4/ pr er gitt ved henholdsvis fgl-
gende polynom:

det(\] — (sA+ B)) = ((A— (s + 1))(A — 5) — 1)
det(\] — (sA" + B)) = (A = (55 + 5))(\ — (45 + 4)) — (25 4+ 6)?)?

For hvert punkt (so, 1) € IP’]%Q kan vi observere at det finnes fire egenverdier
Ai € R tilhgrende bade spA + B € Symy(R) og sA’ + B’ € Symy(R). Vi kan
observere at for ethvert punkt (sg, 1) s& er sign s A+ B = sign spA’+ B’. Det
kan verifiseres fra figuren at signaturmgnsteret til de to ekvivalente penslene
(A, B) og (A", B) er (0,4)(0,2)(2,2)(2,0)(4,0).
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Figur 2.5

Fra figuren ser vi at i ethvert punkt pa formen (sp,1) € P} s& vil bade
penselen (A, B) og penselen (A’, B') ha to egenverdier av dobbel multi-
plisitet. Dette betyr at multiplisiteten til diskriminantene D4 g og D4 pr
er to i alle disse punktene.

I punktet (1,0) kan vi imidlertid observere at matrisen 144 0B = I, har en
egenverdi A = 1 av multiplisitet 4. Dermed folger det at 11(;1,0)(Da,B) = 4.

Det kan sjekkes at

520 0
) 2400
A +0B=A= | o o,

00 2 4

1
har to ulike positive egenverdier A\; og A2 av dobbel multiplisitet: 5(9:|:\ﬁ7).
Multiplisiteten til diskriminanten D4 p er med andre ord to i alle punkt

bortsett fra i punktet (1,1,0), hvor multiplisteten er fire. Multiplisiteten til
diskriminanten D 4/ g/ er derimot to i alle punkt. |
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Kapittel 3

Diagonale pensler

Definisjon 3.1. Dersom en pensel av kvadrikker er ekvivalent med en pensel
pa formen (Di, D3), der Dy og D3 er reelle, diagonale matriser, sier vi at
penselen er diagonal.

En pensel av kvadrikker som ikke er diagonal, sier vi er ikke-diagonal.
I dette kapittelet vil vi se naermere pd noen av egenskapene til diagonale
pensler av kvadrikker. Deretter gjgr vi rede for metoden vi har valgt & bruke
i klassifikasjonen av diagonale pensler, og i slutten av kapittelet gjennomferer
vi selve klassifikasjonen.

3.1 Om diagonale pensler

Dersom man er gitt en pensel av kvadrikker pa formen (A, B), der A, B €
Symy(R) ikke er diagonale matriser, s& vil det vanligvis ikke vaere &penbart
om denne penselen er diagonal eller ikke. Vi vil i denne seksjonen se naermere
pa hva som er ngdvendige og tilstrekkelige betingelser for at en generell
pensel av kvadrikker pé formen (A, B) er ekvivalent med en pensel pa formen
(D1, D). T arbeidet med & finne slike betingelser blir folgende definisjoner
nyttig:

Definisjon 3.2. To 4 x 4-matriser A og B er similere dersom det finnes
P € GL4(R) slik at P~LAP.

Definisjon 3.3. To matriser A, B € Symy(R) sies & veere simultant diag-
onaliserbare ved en kongruenstransformasjon dersom det finnes en matrise
P € GL4(R) slik at PTAP = Dy og PTAP = Dy, der Dy og Ds er reelle,
diagonale matriser.

Det folger direkte fra definisjonen av en diagonal pensel og lemma [2.13
at en pensel (A, B) er diagonal hvis og bare hvis det finnes to matriser
A’ B' € (A, B) som er simultant diagonaliserbare ved en kongruenstransfor-
masjon.
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Det neste teoremet gir ngdvendige og tilstrekkelige betingelser for nar en
pensel er diagonal. Et bevis for den ngdvendige betingelsen er gitt hos
[Uhl73, Corollary 1.4. s. 284].

Teorem 3.4. En pensel (A, B) er diagonal hvis og bare hvis det finnes to
matriser A', B' € (A, B) som er slik at A', B’ € GL4(R) og A1 B’ er similer

med en reell, diagonal matrise.

Bevis. Vi kan anta uten & miste generalitet at penselen (A, B) er definert
av to matriser som er slik at A, B € GL4(R). Dersom (A, B) er diagonal,
s& finnes det P € GL4(R) slik at PTAP = D4 og PTBP = Dp. Dermed
folger det at

Do 'Dp =P AN (P 'PTBP = P"'A"'BP.
O

Merknad 3.5. At en matrise inneholder to matriser A" og B’ som er slik at
A71B" er similer med en reell diagonal matrise, medforer ikke at alle par
av matriser i penselen har denne egenskapen. Penselen (Dy, D2) definert
ved maitrisen sD1 +tDy =

t 00 0
0 s 00
00 s O
0 0 0 s

inneholder for eksempel matrisene {D1, Do} som ikke er invertible. Likevel
er (D1, D3) en diagonal pensel.

Vi vil senerer vise at dette teoremet medfgrer at dersom alle rottene til
en pensels determinant er regulaere, s& vil penselen vaere diagonal. Den kon-
verse pastanden, i.e. at dersom en pensel er diagonal, s& vil determinanten
til penselen kun ha regulszere rgtter, er enklere & vise.

En diagonal pensel (A, B) vil veere ekvivalent med en pensel pi formen
(D1, D2). Determinanten til disse penslene vil vaere projektivt ekvivalente.
En pensel (Dy, Ds) vil veere definert av en matrise sDy + tDo pé folgende
form:

a1 s + blt
ass + bot
ass + bst (3.1)
a4s + byt

Her er konstantene a;,b; € R, og a;s + ;b er altsi reelle linezre former.
Dermed kan vi legge merke til fglgende:
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Observasjon 3.6. Dersom en pensel (A, B) er diagonal, s vil determinan-
ten til penselen ha fire rotter (s;,t;) € IP’%&, telt med multiplisitet.

Lemma 3.7. Dersom en pensel (A, B) er diagonal, sd vil alle rottene til
determinanten til penselen det sA + tB veere requleere.

Bewis. En diagonal pensel vil vaere ekvivalent med en pensel (Dy, D2) defin-
ert av en matrise av typen (3.1) ovenfor. Observer at det sD; + tDy har en
rot (s;,t;) € Plﬁ av multiplisitet k& hvis og bare hvis null s, D1 +¢; Dy = k. [

For & vise at en pensel med kun regulzere rgtter ngdvendigvis er diagonal
trenger vi fglgende lemma:

Lemma 3.8. Dersom A € Symy(R) NGL4(R), B € Symy(R) og k € R\{0}
sd holder folgende: det(\ — A™'B) = kdet(\A + B).

Bevis. Dersom A € GL4(R) folger det at:

det(AM + A7'B) = det(A"*A)det(\] + A™1B) =
det(A™1)det(AMA 4+ B) = kdet \A+ B

der k € R\ {0} O

Vi har na de delresultatene vi trenger for & vise at dersom determinan-
ten til en pensel bare har regulaere rotter, si vil penselen veere diagonal.
Resultatet er et korollar til teorem

Korollar 3.9. En pensel (A, B) er diagonal hvis og bare hvis alle rottene til
penselens determinant det sA + tB er requlere.

Bevis. Anta at (A, B) er en pensel av kvadrikker. Vi kan anta uten &
miste generalitet at A, B € GL4(R). Anta videre at (so,%o) er en rot av
multiplisitet k tilhgrende det sA + tB slik at & = nullspA + tgB. Uten &
miste generalitet kan vi anta at roten (sg,to) er pa formen (sg,1), i.e. at
null spA + B = k.

Ved lemma [3.8| vet vi at det(sI + A~1B) ogsi vil ha en rot i punktet sy € R
av multiplisitet k. Dette medfgrer at sy € Py er en egenverdi tilhgrende
matrisen A~ B av multiplisitet k.

Observer at ettersom A er antatt invertibel s& vil (sA+ B)v = 0 hvis og bare
hvis (sI + A71B)v = 0, der v er en vilkdrlig 4 x 1 kolonnevektor. Dermed
fglger det at null(sol + A1 B) = null(spA + B) = k.

Dette impliserer at den algebraisk multiplisitet til enhver egenverdi sg tilhgrende
matrisen A7!B, ma veere lik dimensjonen til egenvektorrommet assosiert
med egenverdien so. Ergo er A~! B similaer med en diagonalmatrise. Dermed
folger det fra teorem at penselen er diagonal. O
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Lemma 3.10. Dersom determinanten til en pensel (A, B) har fire ulike
rotter (s;,t;) € P%&v sa vil penselen veere diagonal.

Bevis. Vi kan anta at matrisene A, B € GL4(R). Dersom det er ngdvendig
kan vi gjore et variabelskifte slik at de fire ulike rgttene tilhgrende det sA+tB
er pa formen (s;,1) € Pg. Fra lemma folger det at detsl + A~'B
vil ha fire distinkte rgtter. Dette medfgrer at matrisen A~'B er simileer
med diagonalmatrise, som ved teorem impliserer at penselen (A, B) er
diagonal. O

En annen tilstrekkelig betingelse man kan legge pa to matriser A, B €
Symy(R) for & sikre at en pensel (A, B) skal veere diagonal, er betingelsen:
AB = BA. Denne betingelsen er altsi tilstrekkelig, men ikke ngdvendig, for
at penselen skal vaere diagonal.

Det viser seg imidlertid at denne betingelsen er ngdvendig for at matrisene
(A, B) skal inneholde to matriser som er slik det finnes en P € O4(R) som
simultant diagonaliserer begge matrisene ved en kongruenstransformasjon
[HJ12|. Den konverse pastanden, i.e. at dersom det finnes en P € O4(R)
som simultant diagonaliserer A og B, ved en kongruenstransformasjon, s
vil penselen (A, B) vare diagonal, holder &penbart ogsid. Dermed har vi
fglgende:

Lemma 3.11. Anta vi er gitt en pensel av kvadrikker (A, B). Det finnes en
P € O4(R) slik at (PT AP, PTBP) = (D1, D3) hvis og bare hvis AB = BA.

Merknad 3.12. Enhver matrise i penselen (A, B) kan skrives pd formen
;A + t;B. Utregningen nedenfor viser at dersom to matriser i penselen
kommuterer, sa vil alle matrisene kommutere:

(soA+toB)(s1A+t1B) = spAs1A+ soAt1 B + toBs1A + toBt1 B
(8114 + tlB)(S()A + toB) = $1A450A + s1AtoB + t1BsgpA + t1 Bty B

Dette medforer at dersom man er gitt en pensel (A, B), si holder det é
sjekke om et wilkarlig par av matriser inneholdt i penselen kommuterer,
dersom man gnsker d finne ut om det eksisterer en P € O4(R) slik at
(PTAP, PTBP) = (D1, D3).

Ved lemma vet vi at dersom to pensler er ortogonalt ekvivalente
sd vil de ha identisk diskriminant. Diskriminanten til en diagonal pensel
(D1, D2) vil veere definert ved et polynom pa formen det AI — (sDy + tD2).
En slik diskriminant vil bestd av fire linjer. Merk at noen av linjene kan
vaere sammenfallende. Dermed har vi fglgende:

Lemma 3.13. La (A, B) vere en pensel av kvadrikker. Dersom AB = BA
sa vil penselens diskriminant D bestd av fire linjer, telt med multiplisitet.
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Det er neerliggende & sporre om den konverse pastanden holder: "Der-
som en pensels diskriminant bestar av fire linjer, vil matrisene i penselen
ngdvendigvis kommutere?". Om denne pé pastanden holder forblir et dpent
sporsmal i denne oppgaven.

Dersom diskriminanten til en pensel bestar av fire linjer, kan vi imidler-
tid sla fast at penselen ma vzere ekvivalent med en diagonal pensel. Dette
folger av at en diskriminant bestdende av fire linjer ikke kan tangere linjen
som definerer penselen. Vi har tidligerer vist at determinanten til en pensel
har en ureguler rot i Py € P§ hvis og bare hvis diskriminanten tangerer
linjen som definerer penselen i Py. At en pensel som har en diskriminant
bestaende av fire linjer, er ekvivalent med en diagonal pensel, fglger dermed
fra korollar Merk for gvrig ogsi at ingen av diskriminantens fire linjer
kan vare sammenfallende med linjen som definerer penselen. For dersom
dette var tilfellet si ville alle kvadrikkene i penselen hatt rang mindre enn
fire, noe vi i denne oppgaven antar at ikke er tilfellet.

3.2 Om klassifikasjonen av diagonale pensler

Vi har valgt & dele klassifikasjonen av de diagonale penslene i to underkate-
gorier, nemlig definitte pensler og ikke-definitte pensler. Metoden vi bruker
i klassifikasjonen av de to underkategoriene vil imidlertid vaere den samme.
I denne seksjonen beskriver vi hvordan klassifikasjonen av diagonale pensler
vil gjgres, og hvorfor denne klassifikasjonen blir spesielt enkel.

Vi vet at determinanten det sD; + tD> til en diagonal pensel (D1, Ds), fra
ni av kalt det M(P), har fire rgtter P; € P}, telt med multiplisitet. Dette
medforer at det M (P) vil faktorisere i fire reelle, linezre former, telt med
multiplisitet. Legg merke til noen de linezere formene vil vaere sammenfal-
lende dersom det M (P) har rgtter av multiplisitet to eller hgyere. At alle
rgttene P; til en diagonal pensel er regulzere gjgr at dersom vi kjenner mul-
tiplisiteten til rgttene P;, si kjenner vi ogsd nulliteten til kvadrikkene som
rottene P; definerer. Tabell nedenfor viser de ulike matene det M (P)
kan faktorisere.

I tabellen er P; en rot tilhgrende [;(P) og det er antatt at [;(P) # [;(P),
dersom i # j. Dersom for eksempel det M (P) = lo(P)?11(P)lz(P) si betyr
dette altsd at Py er en rot av multiplisitet to tilhgrende det M (P), og at
Py, P, er to enkle rgtter tilhgrende det M (P). Ved lemma |3.9| vet vi dermed
at null M (FPy) =2 og null M (Py) = null M (P,) = 1.
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Tabell 3.1

det M (P) null M (Pp) | null M(Py) | null M (P) | null M (Ps)
lo(PYLP)la(P)l3(P) 1 1 1 1
lo(P)*L1(P)l2(P) 2 1 1
lo(P)?l1(P)* 2 2
lo(P)311(P) 3 1

I klassifikasjonen av diagonale pensler vil vi se pa disse tilfellene hver
for seg. Merk at ved korollar s& kan ikke et signaturmgnster befinne
seg 1 to av disse kategoriene. For dersom (Dy, D9) og (D, D)) er diagonale
pensler og (sg,to) er en rot av multiplisitet &k tilhgrende det(sDq 4 tDs), s&
vil null(soD; + toD2) = k. Og dersom det(sD] + tD)) ikke har en rot av
multiplisitet k£, s& vil denne penselen ikke kunne inneholde noen kvadrikk
av nullitet k£, og penslene vil derfor ikke kunne ha det samme signaturmgn-
steret. Vi vil se eksempler pa at dette ikke gjelder for ikke-diagonale pensler.

Det utelatte tilfellet i tabellen, det M (P) = lo(P)*, vil medfgre at null M (P,)
0. Dette impliserer at vi ikke har & gjgre med en pensel av kvadrikker, og
vi ser derfor bort fra denne situasjonen. Vi skal imidlertid se senere at det
finnes interessante ikke-diagonale pensler hvis determinant kan skrives pa
formen Io(s,t)*.

At en diagonal pensel (D1, D2) er definert av en diagonal matrise pa formen
gjor at signaturmgnsteret blir spesielt enkelt 4 beskrive. Signaturmgn-
steret til en diagonal pensel av kvadrikker (D, D2) vil bestemmes av en
matrise pa fglgende form:

sD| + Dy =

a1 s + bl
ass + by
a3s + b3 (3.2)
a4s + by

hvor rk D] = 4.

Diagonalelementene til matrisen sD} + D/, ovenfor, og dermed ogsa egen-
verdiene til penselen [sD; + Ds], er linezre funksjoner i variabelen s. Sig-
naturmgnsteret til en diagonal pensel av kvadrikker, bestemmes altsi av fire
linezre funksjoner. De fire linezere funksjonene har naturligvis ngyaktig en
rot hver i R. Signaturmgnsteret til en diagonal pensel av kvadrikker blir
dermed spesielt forutsigbart.

Anta for eksempel signaturmensteret til en pensel av kvadrikker (A, B) er
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pé formen (2,2)(2,1)(«, £).... Dersom vi har & gjore med en generell pensel
av kvadrikker vet vi bare at (a, §) mé veere (2,2) eller (3,1). Dette fplger av
at egenverdiene til en matrise endrer seg kontinuerlig. Men dersom vi antar
at penselen er diagonal, s& mé (a, ) veere (3,1). For dersom signaturen
hadde veert (2,2) sd matte en lineser funksjon hatt samme fortegn pi begge
sider av en rot.

Dersom signaturmgnsteret til en diagonal pensel av kvadrikker er pé formen
(0,4)(0,1)(3,1)(ev, B)... s& kan vi slutte at tre linezere funksjoner har byttet
fortegn fra negativt til positivt i det samme punktet. Den eneste linesere
funksjonen som ikke har byttet fortegn er fortsatt negativ, og dermed fglger
det at (o, 8) mé vaere (3,0).

3.3 Definitte pensler

Definisjon 3.14. En pensel av kvadrikker (A, B) er definitt dersom det
finnes en kvadrikk @ € (A, B) slik at sign@Q = (4,0).

Det kan vises at en matrise A € Symy(R) er positiv definitt hvis og bare
hvis alle matrisens egenverdier er positve. I denne oppgaven vil det herfra
vaere hensiktsmessig & bruke dette som definisjonen for en definitt matrise.

Definisjon 3.15. En matrise A € Symy(R) er positiv definitt eller neg-
ativ definitt dersom alle matrisens egenverdier er henoldsvis positive eller
negative. En definitt matrise er enten positiv definitt eller negativ definitt.

Grunnen til at vi behandler definitte pensler i en egen seksjon, er at
disse penslene er spesielt enkle. Vi har nemlig folgende resultat for definitte
penseler av kvadrikker:

Lemma 3.16. Enhver definitt pensel av kvadrikker vil vere ekvivalent med
en pensel av kvadrikker pa formen (I,D), der I er identitetsmatrisen og D
er en reell, diagonal matrise.

Bevis. En definitt pensel inneholder en kvadrikk som er slik at sign @ =
(4,0). Dermed finnes en matrise A slik at @ = Q4 og sign A = (4,0). En
definitt pensel kan dermed uttrykkes som (A, B), der A, B € Symy(R) og
sign A = (4,0). Ettersom sign A = sign I s& vet vi at det finnes P € GL4(R)
slik at PTDP = I. Dermed far vi at (A, B) ~ (PTAP,PTBP) = (I, B').
Ettersom B’ = (P)TB(P) € Symy(R), vet vi ved lemma, at det finnes
S € 04(R) slik at STB'S = D, der D er en reell, diagonal matrise. Dermed
folger det at ((PS)T A(PS), (PS)TB(PS)) = (I, D). O
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3.4 Klassifikasjon av definitte pensler

En definitt pensel av kvadrikker (A, B) inneholder per definisjon en kvadrikk
@ av signatur (4,0). Dette medfprer at i en definitt pensel av kvadrikker si
vil det finnes et segment i P, som definerer kvadrikker av signatur (4,0). Et-
tersom vi kan starte avlesningen av signaturmgnsteret fra et valgfritt punkt
i IP’%& har vi fglgende:

Observasjon 3.17. Enhver definitt pensel av kvadrikker vil ha et signatur-
monster som kan skrives pd formen (0,4)...(4,0).

Klassifikasjonen av definitte pensler av kvadrikker vil gjgres i samsvar
med metoden beskrevet i seksjon Vi deler altsd penslene opp i un-
derkategorier ut fra hvordan penselens determinant faktoriserer. De ulike
mulighetene er gitt i tabell Vi vil ogsd bruke samme notasjon som er
beskrevet i denne tabellen. Vi antar altsd i alle underkategorier at vi har
4 gjore med en definitt pensel av kvadrikker, definert av en reell, diagonal
matrise sDy + sDy = M(s,t) = M(P).

Viantar altsd na at vi har & gjore med en definitt pensel av kvadrikker defin-
ert av en matrise M (P) som er slik at det M (P) = lo(P)l1(P)l2(P)l3(P), der
l;(P) er reelle linezre former. T samsvar med tabell antar vi at P; er en
rot tilhgrende den reelle linesere formen [;(P). Dette medfgrer at det M (P)
har fire enkle rgtter {Py, Pi, P, P3} € PL. Ettersom rgttene til en diagonal
pensel er regulzere, har vi fplgende informasjon om rgttene F;:

Punkt | null M(P) | sign Qas(p)

Py 1 (3,0)/(2,1)
P 1 (3,0)/(2,1)
P 1 (3,0)/(2,1)
Ps 1 (3,0)/(2,1)

Dersom vi tenker pa IP%& som en sirkel, ser vi at de fire ulike rgttene P;
tilhgrende det M (P) deler P} opp i fire segmenter.

By P

PB P2

Ettersom alle rgttene er enkle, s vil segmentet som definerer kvadrikker
av signatur (4,0) grense til to punkter som definerer kvadrikker av nullitet
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en. Disse punktene vil definere kvadrikker med signatur (3,0) eller (2,1).
Men ved lemma kan ikke et segment som definerer kvadrikker med sig-
natur (4,0) grense til et punkt som definerer en kvadrikk med signatur (2,1).

Ved observasjon vet vi at signaturmensteret kan skrives pa formen
(0,4)...(4,0). Ettersom segmentet som definerer kvadrikker av signatur (4, 0)
grenser til to rgtter som begge definerer kvadrikker av signatur (3,0), si fol-
ger det at signaturmensteret kan skrives pa formen (0,4)(0,3)...(3,0)(4, 0).
Ettersom egenverdiene er linezere funksjoner, folger det at signaturmgnsteret
blir pa formen (0,4)(0, 3)(1,3)...(3,1)(3,0)(4,0).

Vi kan se for oss at vi har valgt et punkt i segmentet mellom Py og P;
som punktet i det uendelig fjerne, og har startet avlesningen av signatur-
mgnsteret fra dette punktet, slik det vises i figuren nedenfor.

Figur 3.1
P(] P;; Pz P1
. o o
(0,4) (0,3) (1,3) (3,1) (3,0) (4,0)

Punktene P3; og P» er enkle rgtter tilhgrende det M(P) og definerer
dermed kvadrkker av signatur (2, 1) eller (3,0). Et signaturmgnster av typen
(0,4)(0,3)(1,3)(0,3)...(3,1)(3,0)(4,0) impliserer at en lineser funksjon har
gatt fra & veere negativ, til & bli positv, og deretter blitt negativ igjen.
Dermed ser vi at signaturmegnsteret ma vaere pa formen
(0,4)(0,3)(1,3)(1,2)...(2,1)(3,1)(3,0)(4,0). Ettersom egenverdiene er linezere
funksjoner sd ma signaturmgnsteret bli
(0,4)(0,3)(1,3)(1,2)(2,2)(2,1)(3,1)(3,0)(4,0). Dette signaturmgnsteret er
realisert i eksempel

Eksempel 3.18. Signaturmgnster:
(0,4)(0,3)(1,3)(1,2)(2,2)(3,1)(3,0)(4,0)

La (A, B) veere en pensel av av kvadrikker definert ved folgende matrise:

s—t 0 0 0
0 s 0 0
0 0 s+t 0
0 0 0 s+2¢

Tabellen nedenfor viser signaturmgnsteret til penselen av kvadrikker
(A, B):
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s -2 -1 0 1
s1 |- - - - - - - 0 +
s |- - - - - 0 + o+ o+
s+1 | - - - 0 + o+ o+ o+
s+2 | - 0 + 4+ + o+ o+ o+
sign | (0.4) (0.3) (1,3) (1,2) (22) (21) (1) (30) (40)

3.4.2  det M(P) = lo(P),(P)ly(P)

I dette tilfellet har det M (P) en rot Py av multiplisitet to, og to retter, P og
Ps, av multiplisitet en. Ettersom rgttene til en diagonal pensel er regulaere,
har vi fglgende informasjon om punktene Py, Py og Ps:

Punkt | null M(P) | sign Qps(p)
Py 2 (2,0)/(1,1)
Py 1 (3,0)

1) 1 (3,0)

De tre rgttene Py, P;, Ps vil dele Pi opp i tre segmenter der alle punktene
definerer kvadrikker av rang 4.

P B

Fra observasjon kan vi anta at signaturmensteret er pa formen
(0,4)...(4,0). Et av segmentene i figuren ovenfor definerer kvadrikker med
signatur (4,0). Legg merke til at dette segmentet, mi grense til minst en
av rottene Pp, Py. Dette medforer at segmentet der signaturen er (4,0) ma
grense til minst et punkt som definerer en kvadrikk av nullitet en. Etter-
som vi kan lese av signaturmgnsteret i valgfri retning, kan vi velge & lese
av signaturmensteret i retning av det punktet som definerer en kvadrikk
med nullitet en. Vi kan dermed anta at signaturmgnsteret er pi formen
(0,4)(0,3)...(4,0). Ettersom egenverdiene er linezere funksjoner kan vi videre
slutte at signaturmensteret kan skrives pa formen (0,4)(0,3)(1,3)...(4,0).

Den neste punktet hvor signaturen endres vil vaere et punkt som definerer

en kvadrikk av nullitet en eller to. TLa oss se pa disse situasjonene hver
for seg. Dersom nulliteten er en ma vi fi et signaturmensteret av typen
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(0,4)(0,3)(1,3)(1,2)...(4,0) eller (0,4)(0, 3)(1,3)(0,3)...(4,0). Det sistnevnte
signaturmgnsteret vil impliserere at en linezer funksjon har to rgtter, og dette
er en selvmotsigelse. Det forstnevnte signaturmensteret (0,4)(0,3)(1,3)(1, 2)
er fortsatt en kandidat. Ettersom egenverdiene er linezre funksjoner, si mi

..(4,0)

viidette tilfellet fa folgende signaturmenster: (0,4)(0,3)(1,3)(1,2)(2,2)(2,0)(4,0).

Dette signaturmgnsteret er realisert i eksempel nedenfor.

Anta nd at signaturmensteret er pa formen (0,4)(0,3)(1,3)...(4,0) og at
det neste punktet hvor signaturen endres er et punkt som definerer en
kvadrikk av nullitet to. At nulliteten til en kvadrikk er to, medfgrer at
signaturen er (2,0) eller (1,1). Vi kan utelukke et signaturmenster pa for-
men (0,4)(0,3)(1,3)(0,2)...(4,0). Et slikt signaturmgnster ville implisere
at en linezer funksjon har to rgtter. Den eneste muligheten blir dermed at
signaturmensteret er: (0,4)(0,3)(1,3)(1,1)(3,1)(3,0)(4,0). Dette signatur-
mensteret er realisert i eksempel nedenfor.

Eksempel 3.19. Signaturmgnster:
(0,4)(0,3)(1,3)(1,2)(2,2)(2,0)(4,0)

La (A, B) veere en pensel av kvadrikker definert av fglgende matrise:

s+ 2t
s+t

S

Tabellen nedenfor viser signaturmensteret til (A, B):

Tabell 3.2
S —2 -1 0
s+2 |- 0 +  + o+ + O+
s+1] - - - 0 + + +
s - - - - - 0 +
s - - - - - 0 +
sign | (0,4) (0,3) (1,3) (L,2) (2,2) (2,0) (4,0)

Eksempel 3.20. Signaturmgnster: (0,4)(0,3)(1,3)(1,1)(3,1)(3,0)(4,0)

La (A, B) veere en pensel av kvadrikker definert ved fglgende matrise:

s+t
s—t
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Tabellen nedenfor viser signaturmensteret til (A, B):

Tabell 3.3
S -1 0 1
s+11]- 0 + + + + +
s—11]- - - - - 0 +
5 - - - 0 + + +
S - - - 0 + + +
sign | (0,4)  (0,3) (1,3) (L,1) (3,1) (3,0) (4,0)

3.4.3 det M(P) = ly(P)?,(P)?

I dette tilfellet har det M (P) to rgtter Py og Py av multiplisitet to. Ettersom
rgttene til en diagonal pensel er regulaere, har vi fplgende informasjon om
punktene Py og Pi:

Punkt | null M(P) | sign Qas(p)
Py 2 (2,0)/(1,1)

De to rgttene Py, P, vil dele Pﬁ opp i to segmenter der signaturen ikke
endres. Segmentet med signatur (4,0) vil grense til begge rottene. Et seg-
ment som definerer kvadrikker av signatur (4,0) kan ved lemma ikke
grense til et punkt som definerer en kvadrikk av signatur (1,1). Eneste
mulige signaturmgnsteret blir derfor (0,4)(0,2)(2,2)(2,0)(4,0). Dette sig-
naturmensteret er realisert i eksempel

Eksempel 3.21. Signaturmgnster: (0,4)(0,2)(2,2)(2,0)(4,0)
La (A, B) veere en pensel av av kvadrikker definert ved folgende matrise:

s+1
s+1

S

Penselen av kvadrikker (A, B) vil ha fglgende signaturmegnster:
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Tabell 3.4

s -1 0

s+1] - 0 + + +
s+1 |- 0 + + +

s - - - 0 +

S - - - 0 +
sign | (0,4) (0,2) (2,2) (2,0) (4,0)

3.4.4 det M(P) = lo(P)3,(P)

I dette tilfellet har det M (P) en rot Py av multiplisitet tre og en rot P av
multiplisitet en. Ettersom rgttene til en diagonal pensel er regulaere, har vi
folgende informasjon om punktene Py og Pi:

Punkt | null M(P) | sign Qaz(p)
B 3 1,0)
Pl 1 (370)/(271)

Dersom vi tenker pa ]P’]ﬁ som en sirkel forstar vi at de to rottene P
og P, deler P} opp i to segmenter hvor alle matrisene har rang 4. Seg-
mentet i P}%& som definerer kvadrikker med signatur (4,0) grenser til begge
rgttene Py og P;. Signaturen til kvadrikken definert av punktet Py ma
veere (1,0). Et segment som definerer kvadrikker av signatur (4,0) kan ikke
grense til et punkt som definerer en kvadrikk av signatur (2,1). Ettersom
vi far det samme signaturmgnsteret uansett hvilken retning vi leser i, kan
vi anta signaturmgnsteret er pa formen (0,4)(0,3)...(1,0)(4,0). Ettersom
egenverdiene er linezere funksjoner folger det at signaturmgnsteret ma bli
(0,4)(0,3)(1,3)(1,0)(4,0). Dette signaturmgnsteret er realistert i eksempel
2.10

3.5 Diagonale pensler som ikke er definitte

Vi er na kun interessert i diagonale pensler som ikke inneholder noen kvadrikk
av signatur (4,0). Vi antar derfor at alle kvadrikker av rang fire har sig-
natur (3,1) eller (2,2). Vi antar i alle underkategorier at vi har & gjore
med en diagonal pensel av kvadrikker, definert av en reell, diagonal matrise
sDy + sDy = M(s,t) = M(P).

3.5.1 det M(P) = lo(P)l,(P)ls(P)l3(P)

Vi antar n& at at matrisen M (P) definerer en pensel av kvadrikker som er
diagonal, men ikke definitt. Videre antar vi at det M (P) har fire enkle rgtter
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Py, Py, P3 og Py.

Disse fire rotte P; vil dele Pﬁ{ opp 1 fire segmenter. Ved lemma fol-
ger det at signaturen til kvadrikkene definert av punktene i nzerheten av en
enkel rot ikke kan vaere den samme. Ettersom vi antar at penselen ikke er
definitt, kan vi anta at signaturen til kvadrikkene definert av punktene pa
ulike sider av de enkle rgttene, er (2,2) og (3,1). Situasjonen kan illustreres
pa folgende méte:

(23 2)

0 Pl
(3,1) D (3,1)
P3 P~_>
(2,2)

Ettersom vi antar at alle rgtten P; tilhgrende det M (P) er enkle, og vi
antar at penselen er diagonal, vet vi at null M (P;) = 1. Dette medfgrer at
signaturen til kvadrikkene definert av de fire rottene P; mé veere (3,0) eller
(2,1). Ved lemma blir dermed det eneste mulige signaturmgnster i dette
tilfellet
(3,1)(2,1)(2,2)(2,1)(3,1)(2,1)(2,2)(1,2)(1, 3). Eksistensen av en pensel med
et slikt signaturmenster er bevist i eksempel

Eksempel 3.22. Signaturmgnster:
(3,1)(2,1)(2,2)(2,1)(3,1)(2,1)(2,2)(1, 2)(1, 3)

La (A, B) vere en pensel av av kvadrikker definert ved fplgende matrise:

t+s 0 0 0
0 dt—-s 0 0
0 0 -t 0
0 0 0 t+s

(3.3)

Tabellen nedenfor viser signaturmensteret til (A, B):

5 -1 -1/5 0 -1

t+1 [+ 0 - - - - - - -
5t—1] - - - 0 + o+ o+ o+
—t + 4+ + + + 0 - - -
t+1 |+ +  +  + 4+ 4+ o+ 0 -
sign 3,1) (2,1) (2,2) (2,1) (3,1) (2,1) (2,2) (1,2) (1,3)
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3.5.2  det M(P) = lo(P)2l,(P)ly(P)

I dette tilfellet har det M (P) en rot Py av multiplisitet to og to retter P; og
P> av multiplisitet en. Ettersom penselen antas &4 veere diagonal medfgrer
dette at null M (Py) = 2 og null M (P;) = null M (P) = 2.

De tre rgttene Py, P, P> deler den projektive linjen opp i tre segmenter:

Py DP]

Fra figuren forstar vi at uansett hvordan vi plasserere de tre punktene
pa sirkelen, sa vil punktene P} og P> std ved siden av hverandre nar vi
beveger oss langs randen pé sirkelen. Ved lemma vet vi at signaturen
til kvadrikkene definert av punktene pa ulike sider av en enkel rot, ikke er
den samme. Ettersom vi antar at penselen ikke er definitt fglger det at
signaturen pa ulike sider av rgttene P, og Ps er (3,1) og (2,2). Signaturen
til kvadrikkene i segmentet mellom P, og P> méa dermed vere (2,2) eller
(3,1). De to situasjonene er illustrert nedenfor:

Figur 3.2
R Py
(3,1 (3,1) (2,2) (2,2)
Py P P, Py
(2,2) (3,1)

Ettersom vi antar at null M (P;) = null M(P) = 1, si folger det at
signaturen til kvadrikkene definert av P; og P, ma veere (2,1). Anta at
vi velger et punkt i segmentet mellom punktene P; og P> som punktet
i det uendelig fjerne, i.e. at vi starter avlesningen av signaturmgnsteret
fra dette segmentet. Avhengig av om vi antar at kvadrikkene definert av
dette segmentet har signatur (3, 1) eller (2,2), far vi henholdsvis fplgende to
kandidater til signaturmgnster:

1. (3,1)(2,1)(2,2) sign M(B)(2,2)(1,2)(1,3)
2. (2,2)(2,1)(3,1) sign ]\4(130)(17 3)(1,2)(2,2)

Ettersom vi antar at Py er en rot av multiplisitet to tilhgrende det M (P),
og vi antar at penselen er diagonal, fglger det at null M (Py) = 2. Signaturen
til M (Pp) ma altsa veere (1,1) eller (2,0)/(0,2). I det forste tilfellet ovenfor

52



kan vi ikke ha at sign M (Py) = (2,0)/(0, 2), ettersom egenverdiene er linezere
funksjoner. I det andre tilfellet kan sign M (Py) veere bade (1,1) og (2,0).
De potentielle signaturmgnstrene blir dermed fglgende:

1. (3,1)(2,1)(2,2)(1,1)(2,2)(1,2)(1,3)
2. (2,2)(2,1)(3,1)(1,1)(1,3)(1,2)(2,2)
3. (2,2)(2,1)(3,1)(2,0)(3,1)(2,1)(2,2)

At det eksisterer pensler som har slike signaturmgnstre er bevist i ek-

sempel

Eksempel 3.23. La (A, B) vere den samme penselen av kvadrikker som vi
analyserte i eksempel Vi viste at signaturmensteret til penselen (A, B)
er

(1,3)(1,2)(2,2)(2,1)(3,1)(2,1)(2,2)(2,1)(3, 1).

Diskriminanten til penselen (A, B) ovenfor er definert ved polynomet f(A, s, t) =
det(M — (sA + tB)). Figuren nedenfor viser den affine delen av diskrim-
inanten i st-planet, definert ved det(I — (sA + ¢tB)) = 0. Aksene er ikke
tegnet inn i figuren, men punktet (0,0) er markert i omradet A. Dette
punktet pa figuren tilsvarer punktet (1,0,0) € P4 og definerer kvadrikken
Q1,00 = V(2T (1I-(0A+0B)x) = Q1. Dette er grunnen til alle kvadrikkene
definert av punktene i det avgrensede omrédet hvor punktet (0, 0) ligger har
signatur (4,0).

Figur 3.3

Legg merke til at signaturen til kvadrikkene i to omrader som er adskilt
av en enkelt linje pa figuren, som for eksempel omraddene A og B, ikke kan
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vaere den samme. Grunnen til dette er at vi kan trekke en linje N, som vil
krysse linjen som skiller omradene A og B. Som tidligere nevnt, i merknad
2.20] sa vil en slik linje NV definere en pensel av kvadrikker som endrer sig-
natur i punktene hvor N snitter D. Punktet hvor N krysser linjen mellom
omradene A og B er markert pa figuren. Viser at multiplisiteten til diskrim-
inanten i dette punktet er en. Dette medfgrer at determinanten til penselen
definert av linjen N vil ha en enkel rot i dette punktet. Ved observasjon
[2.31] s& m& kvadrikkene definert av linjen N ha ulik signatur pa ulike sider
av en enkel rot. Ettersom signaturen til kvadrikkene definert av punktene i
omradet A er (4,0), si vil signaturen til snittpunktet matte veere (3,0), og
signaturen til kvadrikkene i omradet B ma vaere (3,1). P4 denne maten kan
vi fylle in signaturen til alle de ulike omradene A — G.

Linjen N gar gjennom et punkt som grenser til bide omradene A og F
i figuren. Vi ser at diskriminanten har mutliplisitet to i dette punktet.
Signaturen til kvadrikken definert av dette punktet m& dermed veere enten
(2,0) eller (1,1). Men dersom signaturen til kvadrikken definert av dette
punktet var (1,1), s& ville linjen N ha definert en pensel av kvadrikker hvor
en kvadrikk med signatur (1,1) grenset til et segment i P, som definerte
kvadrikker av signatur (4,0). Ved lemma folger det at dette ikke er
mulig, og dermed mé dette punktet definere en kvadrikk av signatur (2,0).

Legg for gvrig merke til at alle linjer som gér gjennom omradet A definerer
definitte pensler. Ettersom vi allerde har klassifisert disse, kan vi alternativt
bruke denne klassifikasjonen til & bestemme signaturen i de ulike omradene
pa figuren. Linjen N definerer for eksempel en definitt pensel med samme
signaturmenster som penselen i eksempel i.e. en definitt pensel med
signaturmenster (0,4)(0,3)(1,3)(1,2)(2,2)(2,0)(4,0)

Det kan verifiseres fra figuren at linjene L1, Lo og L3 definerer pensler av
kvadrikker, med henholdsvis fglgende signaturmenster:

3.5.3 det M(s,t) = [o(P)*,(P)? = 2

Vi antar nd at det M(P) har to retter av multiplisitet to, Py og Py, og
dermed at null M (Pp) = null M (P;) = 2. De to rgttene vil dele P opp i to
segmenter som definerer kvadrikker av rang fire. Signaturen til kvadrikkene
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definert av de to segmentene kan vaere (2,2) og/eller (3,1).

Anta forst at et av segmentene definerer kvadrikker med signatur (2,2) og
det andre segmentet definerer kvadrikker med signatur (3,1). Ettersom
vi kan starte avlesningen av signaturmgnstert hvor vi vil, si kan vi skrive
signaturmensteret pa formen (1,3)sign M (Fp)(2,2)...(3,1). Ettersom egen-
verdiene til en diagonal pensel bestemmes av linezre funksjoner ser vi at
sign M (Py) mé vaere (1,2) eller (0,1), men dette impliserer at det M (P) har
en enkel rot, eller en trippel rot, noe som er en selvmotsigelse.

Anta né at begge segmentene definerer kvadrikker med signatur (2,2). Sig-
naturmgnsteret vil da kunne skrives pa formen

(2,2) sign M (Fp)...sign M (P;)(2,2). Legg merke til at signaturen til verken
M(Pp) eller M (Py) kan veere (2,0)/(0,2). Dersom dette var tilfellet, s& ville
penselen vare definitt, ettersom egenverdiene er linexre funksjoner. Eneste
mulige signaturmgnster blir dermed (2,2)(1,1)(2,2)(1,1)(2,2). Dette sig-
naturmensteret er realisert i eksempel

Anta til slutt at begge segmentene definerer kvadrikker med signatur (3, 1).
Signaturmgnsteret vil da kunne skrives pa formen (1,3)...(3,1). Signaturen
til kvadrikkene definert av rgttene Py og P kan ikke begge to veere (2,0). I
dette tilfellet ville vi fatt et signaturmenster av typen (1, 3)(0,2)...(2,0)(3, 1).
Ettersom egenverdiene endrer seg som linezere funksjoner fglger det at sig-
naturmgnsteret blir pd formen (1,3)(0,2)(1,3)(2,0)(3,1), noe som er en
selvmotsigelse til lemma Dersom signaturen til kvadrikkene definert
av rottene Py og P; begge to var (1,1) ville vi fatt et signaturmonster av
typen: (1,3)(1,1)(3,1)(1,1)(3,1). Men dette signaturmgnsteret impliserer
at en egenverdi har endret fortegn to ganger, noe som ikke er mulig. Sig-
naturmensteret (1,3)(1,1)(3,1)(2,0)(1,3) eksisterer imidlertid, og dette er

bevist i eksempel
Eksempel 3.24. Signaturmgnster (2,2)(1,1)(2,2)(1,1)(2,2)

La (A, B) veere en pensel av kvadrikker definert av folgende matrise:

S

s+1 (34)

s—1

Tabellen nedenfor viser signaturmgnsteret til penselen av kvadrikker
(A, B):
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Tabell 3.5

S -1 0
s - - - 0 +
-5 + + + 0 -
s+1 - 0 + + +
—s—1|+ 0 - - -
sign | (2,2) (L,1) (22) (1,1)  (2.2)
|
Eksempel 3.25. Signaturmgnster: (1,3)(1,1)(3,1)(2,0)(3,1)
La (A, B) veere en pensel av av kvadrikker definert ved folgende matrise:
s+1
1
s+ (3.5)

—S

Tabellen nedenfor viser signaturmgnsteret til penselen av kvadrikker
(A, B):

Tabell 3.6
s —1 0
s+1] - 0 + + +
s+1]- 0 + + +
s - - - 0 +
-5 + + + 0 -
sign | (1,3) (L1) (3,1) (2,0) (3,1)

3.5.4 det M(P) = lo(P)*l,(P)

Vi antar ni at det M (P) en rot Py av multiplisitet tre og en rot P; av mul-
tiplisitet en. Ettersom penselen er diagonal vet vi at null M (FPy) = 3 og
null M (P) = 1.

De to rgttene Py og P; deler ]P’]ﬁ opp i to segmenter som definerer kvadrikker
av rang fire. Signaturen til kvadrikkene definert av punktene pa ulike sider
av den enkle roten P, kan ved observasjon ikke vaere den samme.
Signaturen til kvadrikkene definert av punktene pa ulike sider av punk-
tet P, ma dermed vaere (2,2) og (3,1). Dette impliserer at signaturen til
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kvadrikken definert av P; m& veere (2,1). Signaturmgnteret kan dermed
skrives pa formen (1,3)(1,2)(2,2)sign M (FPp)(3,1). Ettersom vi antar at
Py er en rot av multiplisitet tre, folger det at null M (Fy) = 3. Dermed
mé vi ha at sign M(Fy) = (1,0). Dette impliserer at signaturmgnsteret
blir (1, 3)(1,2)(2,2)(1,0)(3, 1), et signaturmgnster som er realisert eksempel
12,26l

Eksempel 3.26. (1,3)(1,2)(2,2)(1,0)(3,1)
La (A, B) veere en pensel av av kvadrikker definert ved fplgende matrise:

s+t

—S

Tabellen nedenfor viser signaturmgnsteret til penselen av kvadrikker
(A, B):

Tabell 3.7
S —1 0
s+1]- 0 + + +
s - - - 0 +
S - - - 0 +
-5 + + + 0 -
sign | (1,3) (1,2) (22) (1,0) (3,1)
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Kapittel 4

Ikke-diagonale pensler

I dette kapittelet studerer vi ikke-diagonale pensler. I fgrste del av kapittelet
studerer vi pensler med konstant signatur. Resten av kapittelet er viet til
klassifikasjonen av de resterende ikke-diagonale penslene.

4.1 Pensler med konstant signatur

Det viser seg at dersom en pensel har konstant signatur, s& ma signaturen
veere (2,2). Det fgrste vi kan legge merke til i dette henseendet er at der-
som en pensel er definitt, i.e. dersom en pensel inneholder en kvadrikk av
signatur (4,0), s& vil den vaere ekvivalent med en pensel pa formen (I, D).
Ettersom en diagonal pensel har fire rgtter i }P’]ﬁ telt med multiplisitet, sa
folger det at en pensel med konstant signatur, ikke vil ha signatur (4,0). For
4 vise at det ikke finnes noen pensler av kvadrikker med konstant signatur
(3,1), vil vi ta utgangspunkt i diskriminanten til en pensel.

La L € P2, gitt ved A = 0, betegne linjen som definerer penselen (A4, B). La
D € P2 veere diskriminanten til (A4, B), definert ved f(\,s,t) = det(\ —
(sA+tB)) = 0. Det forste vi kan merke oss er at dersom en pensel har kon-
stant signatur, s& mad L N D = (). Dette betyr kurven D vil veere kompakt i
st-planet.

4.1.1 Pensler med konstant signatur og glatt diskriminant

La oss forst anta at diskriminanten D er glatt. Det finnes bare seks ulike
topologisk typer glatte fjerdegradskurver i IP)%% : fire ovaler, tre ovaler, to
ovaler som ikke er ngstet sammen, en oval, to ovaler ngstet sammen og den
tomme mengden [PSV11]. I figur er noen av disse illustrert.
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Figur 4.1: Glatte fjerdegradskurver

fire ovaler tre ovaler

OO OO
SEQTRS

to ngstede ovaler

I vart tilfelle vet vi at det finnes et punkt (1,0,0) € PZ som er slik at
enhver linje som gir gjennom dette punktet snitter diskriminanten D C IP’]%
fire ganger, telt med multiplisitet. Dette medfgrer at fjerdegradskurven méa
vaere av den topologiske typen "to ngstede ovaler". For uansett hvor vi
tenker oss at punktet (1,0,0) befinner seg nar vi har & gjore med en av de
andre kandidatene, s4 vil det finnes linjer som ikke mgter kurven i fire punkt.

Dersom vi antar at diskriminanten er glatt, si ma den altsd vaere av typen
"to ngstede ovaler". Vi ser at enhver linje L’ gjennom et punkt innenfor den
"ngstede ovalen" til et punkt (0, so,to) pé linjen L, vil snitte grafen D i fire
ulike punkt.

I figur nedenfor er en slik linje L' tegnet inn. Vi tenker oss altsd at
D ligger i st-planet og at linjen L i det uendelig fjerne er trukket inn i
bildet. En slik linje L’ er gitt ved a(1,0,0) + 3(0, so, to), der (a, B) € Pk.

Figur 4.2

\S(L 50, to) L

Som beskrevet i seksjon 3.2 antar vi at ethvert punkt (o, Bsp, 8to) pa
linjen L’ definerer en kvadrikk Q450,80 = V(27 (al — B(s0A + toB))x).
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Linjen L’ vil altsd definere en pensel av kvadrikker (I, (spA + toB)), defin-
ert av matrisen W(a, 8) = (al + S(spA + toB)). Ettersom sign W (1,0) =
sign(f +0(sa +toB)) = (4,0) folger det at penselen er definitt.

Dessuten ser vi at linjen L' krysser D i fire ulike punkt P;. Fra figuren
ser vi at up, (D) = Ip,(L'ND) = 1. Dette betyr at det W («, 3) har fire ulike
rgtter i IP’]%Q.

Fra var klassifikasjon av definitte penseler i seksjon vet vi at dersom
en definitt pensel er definert av en matrise W, ) som har har fire ulike
rgtter i P}, sA ma penselen ha folgende signaturmgnster:
(0,4)(0,3)(1,3)(1,2)(2,2)(2,1)(3,1)(3,0)(4,0).

Ettersom sign Qr = (4,0) s& folger det at signaturen til kvadrikkene defin-
ert av punktene innenfor den innerste ovalen, mé alle sammen ha signatur
(4,0). Dermed folger det at segmentet av linjen L’ som ligger i dette omradet
definerer kvadrikker av signatur (4,0). Ettersom vi ogsé kjenner signatur-
mgensteret til penselen definert av L', kan vi na fylle dette inn langs linjen
L'. Vi ser dermed at at signaturen til kvadrikkene definert av punktene pé
utsiden av den ytterste ovalen, mé bli (2,2). Dermed har vi vist at dersom
en pensel av kvadrikker har konstant signatur og glatt diskriminant, sa har
den konstant signatur (2,2).

Eksempel viser en pensel med konstant signatur og glatt diskriminant.

Eksempel 4.1. Signaturmgnster: (2, 2)

s s—t 0 0
s—t s+t 0
M(s,t) = 0 0 2s 2(s —t)

0 0 2s—t) 2(s+1)

Determinanten til M (s, t) blir 4(2s? — st + t2)2. Figur viser den affine
delen av diskriminanten tilhgrende penselen definert av matrisen M (s,t).
Kurven er definert ved det(/ — M (s,t)) = 0 og ligger i st-planet.
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Figur 4.3

i~

o

4.1.2 Pensler med konstant signatur

Dersom kurven ikke ngdvendigvis er glatt, vet vi ikke ngyaktig hvordan
kurven D ser ut. Merk imidlertid at ettersom linjen L ikke skjserer kurven
D definert ved fjerdegradspolynomet f(\, s, t), sd kan ikke fjerdegradspoly-
nomet f inneholde noen reelle linezere faktorer. Det homogene fjerdegrad-
spolynomet f(\, s,t) mé altsé faktorisere pa en av fplgende tre méater:

L. gl()\,S,t)gg(A7S,t)
2. h(\, s,t)
3. gl()\ﬂ S7t)2

Her er g1 og go vilkdrlige reelle, irredusible andregradspolynom i tre vari-
abler, og h er et reelt, irredusibelt homogent fjerdegradspolynom i tre vari-
abler.

I de to farste tilfellene vet vi at kurven D vil ha endelig mange singular-
iteter. En generell linje gjennom punktet (1,0,0) vil altsd treffe D i fire
ulike punkt. Dermed far vi ved samme argumentasjon som vi brukte da
kurven var glatt, at signaturen til penselen mé vaere konstant (2, 2).

I det tredje tilfellet, hvor f(\,s,t) = g(\, s,t)?, sa vil diskrimanten D besta
av en lukket kurve som er slik at multiplisiteten til alle punkter pa kurven
er to. Dette medforer at enhver linje L' gjennom punktet (1,0,0) vil tr-
effe D i to ulike punkt P og P;. Nulliteten til kvadrikkene Q)p, og Qp,
vil dermed veere to. Signaturen innenfor den lukkede kurven hvor punk-
tet (1,0,0) ligger mé veere (4,0). En linje L' gjennom punktet (1,0,0) vil
dermed definere en definitt pensel med to singulsere kvadrikker, begge med
nullitet lik to. Fra seksjon vet vi at den eneste definitte penselen
som inneholder to kvadrikker av nullitet to, har fglgende signaturmgnster:
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(4,0)(2,0)(2,2)(4,0). Ved & fylle inn dette signaturmensteret langs linjen
L', ser vi av figur at signaturen i omradet hvor linjen L befinner seg er
er (2,2).

Figur 4.4

Dermed har vi vist at dersom en pensel har en konstant signatur, sa har
den signatur (2, 2).

Eksempel viser en pensel som har en diskriminant D definert ved et
polynom pa formen g(X, s,t)2.

Eksempel 4.2. La (A, B) vaere en pensel av kvadrikker definert ved folgende
matrise:

—-s 0 0 t
0 —s t O

sA+1tB = 0+ s 0 (4.1)
t 0 0 s

Det kan verifiserers at det M (s, t) = (s2 +t2)2. Rgttene til dette polynomet,
begge med multiplisitet to, er (1,7) og (1, —17). Altsi endres ikke signaturen
i IP’]%{. For & finne signaturmgnsteret holder det dermed & sjekke signaturen i
et vilkarlig punkt. Siden sign A = (2,2) folger det dermed at signaturen er
konstant (2,2).

Diskriminanten til penselen er definert ved folgende polynom

Ad+s 0 0 t
det(M — (sA + tB)) = 8 Ajs Ais 8 = (A2 — 52 — 2)2
t 0 0 A—s

Den affine delen av diskriminanten i sA-planet, definert ved (A2 — 5% —

1)?2 = 0, er illustrert i figur nedenfor.
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Figur 4.5

4.2 Kilassifikasjon av ikke-diagonale pensler

Vi vil klassifisere de ikke-diagonale penslene pé samme mate som vi har
klassisfisert de diagonale penslene, ved forst & dele dem opp i kategorier ut
fra hvordan determinanten faktoriserer. Vi vil ogsi bruke samme notasjon
som i klassifikasjonen av diagonale pensler. For & betegne determinanten til
en generell ikke-diagonal pensel (A, B) vil vi bruke notasjonen det sA+tB =
det M (s,t) = det M (P), hvor altsd M(P) € Sym4(R) er matrisen som de-
finerer penselen. Merk at dersom det M (P) = lo(P)l1(P)l2(P)Il3(P), der
li(P) # lj(P) er reelle linezre former, si folger det fra lemma at
penselen er diagonal. Dersom det M(s,t) = mg(s,t)m1(s,t), der mq(s,t)
og ma(s,t) er irredusible, reelle kvadratiske former i to variabler, si har
det M(s,t) ingen rotter Ph. I dette tilfellet vet vi at signaturen méa veere
konstant (2,2). Vikan altsa se bort fra disse tilfellene. De resterende métene
determinanten til en ikke-diagonal pensel kan faktorisere er vist i tabell

I tabellen er P; € ]P’ﬂ{ som vanlig en rot tilhgrende en reell, lineser form
l;(P). Ved korollar vet vi at en pensel som har en determinant med fire
rgtter i PL telt med multiplisitet er diagonal hvis og bare hvis alle rgttene
til penselens determinant er regulaere. Ettersom vi n& kun er interessert i
ikke-diagonale pensler insisterer vi pa at det M (P) mé ha minst en irreguleer
rot, slik det fremgér av tabellen. Dersom determinanten til en pensel har
komplekse rotter, s vil denne penselen automatisk veere ikke-diagonal.
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Tabell 4.1

detM( ) null M(Py) | null M (Py) | null M (Ps)
Io(P)*1(P) 1,2,3 1
lo(P)311(P) 1,2 1
lo(P)?L1 (P)lz(P) 1 L 1
lo(P)?l1(P)? 1 1,2
m(P)lo(P)’ 12

For vi gar igang med selve klassifikasjonen skal vi ta med et nyttig lemma.
Vi har tidligere sett at dersom en pensel er definitt, s vil den kunne skrives
pa formen (I, D). Penselen vil med andre vaere diagonal. Dermed har vil
folgende:

Lemma 4.3. Dersom en kvadrikk ¢ en ikke-diagonal pensel har rang fire,
sd vil kvadrikkens signatur vere (3,1) eller (2,2)

4.2.1 det M(P) = lo(P)*

I denne seksjonen antar vi at det M (P) har en rot Py € P, av multiplisitet
fire. Ved lemma medfgrer dette at Ip, (LN D) = 4, der L C P2 er linjen
som definerer penselen, og D er penselens diskriminant. For & sikre at roten
skal vaere irregulaer insisterer vi pd at null M (Py) skal veere 1,2 eller 3, slik
det fremgér i tabellen ovenfor. Vi vil se pa disse tilfellene hver for seg. Merk
at siden roten Py er irreguleer i alle disse tilfellene s& folger det fra korollar
at diskriminanten D tangerer linjen L i punktet Fj.

Legg ogsa merke til at dersom det M(P) = lo(P)* s& vil signaturen kun
endres i punktet Fy. For 4 bestemme signaturmgnsteret til slike pensler er
det derfor tilstrekkelig & finne signaturen til kvadrikken definert av punktet
Py, og en annen vilkarlig kvadrikk i penselen.

det M (P) = lo(P)*, null M(Py) = 3

Vi antar altsi nd at Py er en rot tilhgrende M (P) av multiplisitet 4. Videre
antar vi at null M (Py) = 3. Dette medforer at sign Q) = (1,0), hvor
altsd Qyr(p,) er kvadrikken definert av matrisen M (Fp).

Ettersom ingen kvadrikker i penselen kan ha signatur (4,0), s& ma kvadrikkene
i penselen dermed enten ha signatur (3,1) og (1,0), eller (2,2) og (1,0). De
potentielle signaturmgnstrene blir dermed (1, 3)(1,0)(3,1) og (2,2)(1,0)(2,2).
Signaturmgnstrene er realisert i henholdsvis eksempel [4.4] og

Eksempel 4.4. Signaturmenster: (2,2)(1,0)(2,2)
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O+ O
O O =+

M(s,t) =

+ O O W»
O+ O O

0

o

Ettersom det M (s,t) = t* ser vi at punktet (1,0) er en rot tilhgrende
det M (s, t) av multiplisitet fire. Det kan sjekkes ved innsetting at sign M (1,0) =
(1,0).

Det holder & sjekke signaturen i et annet vilkarlig punkt (s,¢) # (1,0) for &
fastsla signaturmgnsteret til penselen:

A0 01
det \I — M(0,1) = 8 i i 8 = (A2 —1)? (4.2)
1 00 X

M(0,1) har altsd egenverdiene A = +1, begge av multiplisitet to. Signa-
turen til kvadrikkene i penselen definert av matrisen M (s, t) er dermed (2, 2)
i alle punkt utenom punktet (1,0), hvor den er (1,0). Signatumensteret blir
dermed (2,2)(1,0)(2,2).

|

Eksempel 4.5. Signaturmgnster: (1,3)(1,0)(3,1)

s 0 0 ¢
0t 00
M(s,t) =19 o ¢ ¢
£t 00 0

Ettersom det M (s,t) = —t* sa fglger det at (1,0) er rot av multiplisitet fire.
Det kan ogsa sjekkes at sign M(1,0) = (1,0)

For 4 fastsld hva signatumgnsteret er, kan vi sjekke signaturen til en kvadrikk
definert av et punkt (s,t) # (1,0). For enkelthets skyld sjekker vi signaturen
i punktet (0, 1):

A0 0 1
0 A—1 0 0

det(A\—MO. 1)) = |, "o 4 | =0~ D22 —1)  (4.3)
1 0 0 A

Egenverdiene til M (0, 1) er altsd 1 av multiplisitet tre, og —1 av multiplisitet
en. Alle kvadrikkene i penselen definert av M (s, t) har altsi signatur (3,1)
utenom kvadrikken definert av punktet (1,0), som altsd har signatur (1,0).
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Signaturmgnsteret til penselen av kvadrikker definert av matrisen M(s,t)
blir dermed (1,3)(1,0)(3,1).
|

det M (P) = lo(P)*, null M(P) = 2

Vi antar n& at Py er en rot tilhgrende M (P) av multiplisitet fire. Videre
antar vi at null M (Pp) = 2. Dette medfgrer at sign Qs (p,) er enten (1,1)
eller (2,0). Ved lemma vil kvadrikkene i penselen dermed ha fglgende

signatur:

1. (3,1) og (2,0

2,2 2,0

2,2 1,1

- (3,1) og (2,0)
- (2,2) 0g (2,0)
- (2,2) og (L,1)
4. (3,1) og (L,1)

Alternativ 1 impliserer at alle punktene i penselen definerer kvadrikker
av rang (3, 1), utenom punktet P, som definerer en kvadrikk av rang (2, 0).
Signaturmgnsteret kan da skrives pa formen (1,3)sign M (Fp)(3,1). Men vi
ser at sign M (Py) verken kan vaere (2,0) eller (0,2), og dermed kan vi se

bort fra dette tilfellet.

Dersom signaturen til kvadrikkene i en pensel er (2,2) og (2,0), s& ma
signaturmensteret til penselen bli (2,2)(2,0)(2,2). Dersom signaturen til
kvadrikkene i en pensel er (2,2) og (1,1), si signaturmgnsteret til penselen
bli (2,2)(1,1)(2,2). Disse to signaturmgnstrene er realisert i eksempel

Dersom signaturen til kvadrikkene i en pensel er (3,1) og (1,1), s& mé sig-
naturmensteret til penselen bli (1,3)(1,1)(3,1). Dette signaturmegnsteret er
realisert i eksempel

Eksempel 4.6. Signaturmenster: (2,2)(2,0)(2,2) og (2,2)(1,1)(2,2)

I dette eksempelet symboliserer M1/~ (s, t) to ulike matriser som definerer
to ulike pensler av kvadrikker.

ts 0 0 ¢
_ 0 s t 0
M7 s =1 0 ¢ g o

t 00 0

Det kan sjekkes at det M1/~ (s,t) = t*, sign M+(1,0) = (2,0) og sign M~ (1,0) =
(1,1).
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I likning (4.2)) ovenfor regnet vi ut at sign M (0,1) = (2,2). Signaturmen-
steret til penslene definert av matrisene M*(s,t) og M~ (s,t) blir dermed
henholdsvis (2,2)(2,0)(2,2) og (2,2)(1,1)(2,2),

|

Eksempel 4.7. Signaturmgnster: (1,3)(1,1)(3,1)

0 s 0 t
s t 00
M(s,t) =14 o 4 ¢
£t 00 0

Ettersom det M (s,t) = —t* sa folger det at (1,0) er rot av multiplisitet
fire. At sign M (1,0) = (1, 1) er verifisert ved utregning nedenfor:

A1 0 O
det(\T — M(1,0)) = |, g R S e P G R U#)
00 0 A

Fra utregningen i likning (4.3) ovenfor har vi at sign M(0,1) = (3,1).
Dermed mé signaturmensteret veere (1,3)(1,1)(3,1).
|

det M(P) = lo(P)*, null M(Py) = 1

Vi antar n& at Py er en rot tilhgrende det M (P) av multiplisitet fire, og at
null M (Py) = 1. Dette medforer at sign M (F) er enten (2,1) eller (3,0).
Ved lemma vil kvadrikkene i penselen dermed enten ha signatur

1. (2,2

og (3,0

[N

2,2 2,1

W
[}
oz

3,1 2,1

o
o

- (2,2) 0g (3,0)
- (2,2) g (2,1)
- (3,1) 0g (2,1)
4. (3,1) og (3,0)

Den fgrste kandidaten kan vi utelukke ved lemma Et segment i Pg
som definerer kvadrikker av signatur (2,2) kan ikke grense til et et punkt

som definerer en kvadrikk av signatur (3,0).

Den andre kandidaten impliserer et signaturmgnster av typen (2,2)(2,1)(2,2),
og er realisert i eksempel nedenfor.
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Den tredje og fjerde kandidaten kan vi ogsé utelukke ved lemma Den
tredje kandidaten vil implisere at det finnes pensler med et signaturmgnster
av typen: (1,3)sign M (Fp)(3,1), der sign M (Fp) er (2,1) eller (1,2). Men
ettersom egenverdiene til en matrise er kontinuerlig avhengig av koeffisien-
tene i matrisen, s kan ikke slike signaturmenster eksistere.

Den fjerde kandidaten vil implisere at det finnes pensler med et signatur-
mgnster av typen (1, 3) sign M (Py)(3, 1), der sign M (Py) er (3,0) eller (0, 3),
som igjen er en selvmotsigelse til at egenverdiene er kontinuerlig avhengig
av koeffisientene i matrisen.

Eksempel 4.8. Signaturmgnster: (2,2)(2,1)(2,2)

0
M(s,t) = |
t

S O O <+

0 s

st

t 0

00

Ettersom det M (s,t) = —t* fglger det (1,0) er en rot av multiplisitet fire.
Fra likning vet vi at sign M(0,1) = (2,2). At sign M (1,0) = (2,1) er
et resultat av felgende utregning:

A0 10
Colooa=1 0 0]
det \I — M(1,0) = det L0 a0 =AXA=-1)*(A+1)
0 0 0 A
Signaturmgnsteret blir dermed (2,2)(2,1)(2, 2). |

4.2.2  det M(P) = Io(P)*l,(P)

Vi antar n& at Py er en rot tilhgrende det M (P) av multiplisitet tre, og at
P; er en enkel rot.

Ved lemma [2.26] medfgrer dette at Ip,(LND) =3, og at Ip,(LND) = 1, der
L C }P’ﬁ er linjen som definerer penselen, og D er penselenes diskriminant.
For & sikre at roten Py skal vaere irregulaer insisterer vi pa at null M (Fp)
skal vaere 1 eller 2, slik det fremgar i tabellen ovenfor. Vi vil se pé disse to
tilfellene hver for seg.

Legg merke til at de to rottene Py og Py tilhgrende det M (P) vil dele P} opp
i to segmenter. P; er en enkel rot tilhgrende det M (P) og ved observasjon
og lemma [£.3] folger det at signaturen til kvadrikkene definert av punk-
tene i pa ulike sider av punktet P;, mé veere er (3,1) og (2,2). Signaturen til
kvadrikkene definert av punktet P; ma dermed veere (2,1). Vi kan dermed
anta at i alle tilfeller der det M (P) = lo(P)311(P), s& vil signaturmgnsteret
kunne skrives pa formen (2,2)(2,1)(3,1)sign M (P)(2, 2).
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det M(P) = lo(P)3l1(P), null M(P,) = 1

Vi antar na at null M (Py) = 1. Dette medforer at sign M (Fp) er (3,0)/(0,3)
eller (2,1)/(1,2). Ettersom vi kan anta at signaturmensterert er pa formen
(2,2)(2,1)(3,1)sign M (Fp)(2,2), ser vi at eneste mulighet er at sign M (FPp)
mé vaere (2,1). At et slikt signaturmgnsteret eksisterer, er bevist i eksempel
[4.10 nedenfor.

Merknad 4.9. I de resterende eksemplene 1 kapitielet viser vi utsnitt av en
affin del av en pensels diskriminant i sA-planet, definert ved det \I — (sA +
B). Dette medforer at enhver vertikal linjen vil skjere diskriminanten i fire
punkt telt med multiplisitet. De fire punktene er egenverdiene til matrisen
sA+ B.

Eksempel 4.10. Signaturmenster: (2,2)(2,1)(3,1)(2,1)(2,2)

0Ot 0 s
t 0 s O
M(s,t) = 0 s t O
s 00 O

Det kan sjekkes at det M (s,t) = s3(—t+s). Figurnedenfor viser den
affine delen av diskriminanten tilhgrende penselen av kvadrikker definert av
matrisen M(s,t). Kurven er definert ved det(A] — M(s,1)) = 0 og ligger
i sA-planet. Signaturmensteret til penselen definert av matrisen M (P) kan
vi lese av fra figuren: (2,2)(2,1)(3,1)(2,1)(2,2).

Figur 4.6

det M (s,t) = lo(s,t)311(s,t), null M (sg,tg) = 2

Vi antar na at null M (Py) = 2. Dette medforer at sign M (Fy) er (2,0)/(0,2)
eller (1,1).
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Ettersom vi kan anta at signaturmgnsterert er pa formen (2, 2)(2,1)(3, 1) sign M (F)(2, 2),
ser vi at sign M (Fp) kan vaere bade (2,0) og (1,1). Dermed far vi folgende

to kandidater til signaturmenstre: (2,2)(2,1)(3,1)(2,0)(2,2) og
(2,2)(2,1)(3,1)(1,1)(2,2). Dersom vi leser av det disse to signaturmgnstrene

fra hgyre mot venstre, far vi henholdsvis signaturmgnsteret (2,2)(2,0)(3,1)(2,1)(2, 2)

og signaturmensteret (2,2)(1,1)(3,1)(2,1)(2,2). Begge disse kandidatene er

realisert i eksempel nedenfor.

Eksempel 4.11. Signaturmenster: (2,2)(2,0)(3,1)(2,1)(2,2) og
(2,2)(1,1)(3,1)(2,1)(2,2)

I dette eksempelet symboliserer M T/~ (s,t) to ulike matriser som definerer
to ulike pensler av kvadrikker.

4t 0 0 s
_ 0 s s O
M/ (s,t) = 0 s 2t 0
s 0 0 0

Det kan sjekkes at det M+/~(s,t) = —s3(2t — s). Figur [4.7] viser den affine
delen av diskriminanten tilhgrende penselen definert av matrisen M ™ (s,t).
Kurven er definert ved det(A] — M™(s,1)) = 0 og ligger i sA-planet. Det
kan sjekkes at signaturmgnsteret til penselen av kvadrikker definert ved ma-
trisen M1 (P) er (2,2)(2,0)(3,1)(2,1)(2,2).

Figur viser den affine delen av diskriminanten tilhgrende penselen de-
finert av matrisen M~ (s,t), definert ved det(AI — M~ (s,1)) = 0. Det kan
sjekkes at signaturmensteret til penselen av kvadrikker definert ved matrisen
M~=(P) er (2,2)(1,1)(3,1)(2,1)(2,2).

Figur 4.7

70



Figur 4.8

4.2.3  det M(P) = lo(P)2l(P)lo(P)

I denne seksjonen antar vi at det M (P) har en rot Py av multiplisitet to, og
to enkle rgtter, P, og P,. For & sikre at penselen skal vaere ikke-diagonal
insisterer vi pa at null M (Py) = 1.

Ved lemma, vet vi dessuten at at Ip (L N D) = 2, og ved lemma [2.24]
vet vi at up, (D) =1, der L C P2 er linjen som definerer penselen, og D er
penselenes diskriminant.

Ved lemma, vet vi at signaturen til kvadrikker definert av punkter pa
ulike sider av en enkel rot i Pj ikke kan vaere den samme. Ved lemma fgl-
ger det dermed at signaturen til kvadrikkene definert av punktene pa ulike
sider av de enkle rottene, P; og P>, mé vaere (2,2) og (3,1). Signaturen
til kvadrikkene definert av punktene punktene P; og P, mé dermed vzere
(2,1). Dette impliserer at signaturen til kvadrikkene i segmentet mellom P;
og P> ma veere (2,2) eller (3, 1), slik det vises i figuren nedenfor:

Figur 4.9

R Py
(3.1 (3,1) (2,2) (2,2)
P P Py Py
(2,2)

(3.1)

Anta forst at signaturen til kvadrikkene definert av punktene i segmentet
mellom rgttene P; og Py er (2,2). T dette tilfellet ser vi at signaturen til
kvadrikken definert av punktet Py, kan veere bade (2,1) og (3,0). Dersom
vi starter avlesningen av signaturmegnsteret i segmentet mellom Fy og P,
s blir signaturmgnsteret pa formen (2,2)(2,1)(3,1)sign M (Fp)...(2,2). Vi
vet at signaturen til kvadrikken definert av punktet Py er (3,0) eller (2,1).
Dermed ser vi at sign M (FPp) kan vaere bade (3,0) og (2,1). Dermed vil det
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potentielt kunne eksistere signaturmenster av typen (2,2)(2,1)(3,1)(2,1)...(2,2)
0g (2,2)(2,1)(3,1)(3,0)...(2,2).

Ettersom vi antar at Ip, (DN L) = 2 og up,(D) = 1, vet vi for det forste
at diskriminanten tangerer linjen L i punktet FPy. For det andre vet vi
at diskriminanten ikke krysser linjen L i dette punktet, for i s& fall métte
Ip,(DNL) ha veert minst tre. Dermed s& m& signaturen veere den samme pa
ulike sider av punktet FPy. De to potentielle signaturmgnstrene blir dermed
(2,2)(2,1)(3,1)(2,1)(3,1)(2,1)(2,2) 0g (2,2)(2,1)(3,1)(3,0)(3,1)(2,1)(2,2).
Disse to kandidatene er realisert i eksempel

Anta nd at signaturen til kvadrikkene definert av punktene i segmentet
mellom rgttene P, og P» er (3,1). Av figur ser vi at signaturen til
kvadrikken definert av punktet Py i dette tilfellet ikke kan veere (3,0), men
mé vaere (2,1). Ved samme argumentasjon som ovenfor, si blir eneste kandi-
dat til signaturmenster i dette tilfellet: (1,3)(1,2)(2,2)(2,1)(2,2)(2,1)(3,1).
Denne kandidaten er realisert eksempel

Eksempel 4.12. Signaturmgnster: (2,2)(2,1)(3,1)(3,0)(3,1)(2,1)(2,2)
0g (2,2)(2,1)(3,1)(2,1)(3,1)(2,1)(2, 2)

I dette eksempelet antar vi at M1/ ~(s,t) symboliserer to ulike matriser
som definerer to ulike pensler av kvadrikker.

+t 0 0 s
0O t s O
M(s,t) = 0 s t 0
s 0 0 O

det M(s,t) = —s*(t + 5)(t — s)

Figur viser en affin del av diskriminanten til penselen definert av
matrisen M7 (s,t). Kurven er definert ved det \I — Mt (s,1) = 0 og ligger
i sA-planet. Det kan sjekkes fra figuren at signaturmgnsteret til penselen
definert av matrisen M (s, t) er (2,2)(2,1)(3,1)(3,0)(3,1)(2,1)(2,2)

Figur viser en affin del av diskriminanten til penselen definert av ma-
trisen M~ (s,t). Kurven er definert ved det \I — M T (s,1) = 0 og ligger
i sA-planet. Det kan sjekkes fra figuren at signaturmgnsteret til penselen
definert av matrisen M~ (s,t) er (2,2)(2,1)(3,1)(2,1)(3,1)(2,1)(2,2).
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Figur 4.10

-3 -2 -1 0 1 2 3

Figur 4.11

K

-4 -3 -2 -1 0 1 \ 3 4

Eksempel 4.13. Signaturmgnster: (1,3)(1,2)(2,2)(2,1)(2,2)(2,1)(3,1)

0 0
s t
t s
0 0
det M(s,t) = —t*(t + s)(t — )

Figur viser den affine delen av diskriminanten til penselen definert
av matrisen M (s,t). Figuren viser kurven definert ved det(A —M (s,1)) =0
og ligger 1 sA-planet. At signaturen er (1,3)(1,2)(2,2)(2,1)(2,2)(2,1)(3,1)
kan bekreftes fra figuren.

M(s,t) =

n O O o+
O O W

o
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Figur 4.12

3

N

4.2.4  det M(P) = Io(P)2l,(P)?

I denne seksjonen antar vi at det M (P) = lo(P)%11(P)?, og at P; er en rot
tilhgrende [;(P). For & sikre at penselen skal vaere ikke-diagonal insisterer
vi pd at null M (Fp) = 1. Vi vil se pa de to tilfellen hvor null M (P;) =1 og
null M (Py) = 2 hver for seg.

Felles for de to tilfellene er at de to rgttene Py og P; vil dele IP’]%Q opp i to
segmenter hvor punktene definerer kvadrikker med signatur (2,2) og/eller
(3,1). Ved lemma og lemma vet vi dessuten at Ip, (LN D) =2 og
up, (D) =1, der L C ]P’ﬁ er linjen som definerer penselen, og D er pense-
lenes diskriminant. Vi vet dermed at D tangerer, men ikke krysser, linjen
L i punktene Py og P;. Situasjonen er illustrert nedenfor:

Figur 4.13

N

Signaturen til kvadrikkene i de to segmentene som definerer kvadrikker
av rang fire, m& dermed vaere den samme.

det M(P) = lo(P)zll(P)2, null M(PO) = 1, null M(Pl) =1

Vi antar nd at null M (Fy) = null M (P;) = 1. Dette medfgrer at signaturen
til kvadrikkene definert av punktene Py og P; er (2,1) eller (3,0).

Anta forst at begge segmentene som definerer kvadrikker av rang fire, de-
finerer kvadrikker av signatur (2,2). Et segment i P} som definerer kvadrikker
av rang (2,2), kan ikke grense til en punkt som definerer en kvadrikk av sig-
natur (3,0). Dermed mé& signaturen til kvadrikkene definert av Py og P;
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i dette tilfellet veere (2,1). Signaturmensteret ma dermed vaere pa formen
(2,2)(1,2)(2,2)(2,1)(2,2) eller (2,2)(1,2)(2,2)(1,2)(2,2). De to signatur-
mgnstrene er realisert i henholdsvis eksempel 0g

Anta n& at begge segmentene som definerer kvadrikker av rang fire, de-
finerer kvadrikker av signatur (3,1). Dette impliserer at signaturmgnsteret
kan skrives pa formen (1, 3)...(3,1). Bade punktet Py og punktet P vil veere
punkt hvor diskriminanten D til penselen tangerer, men ikke krysser linjen
L, slik det er illustrert i figur Det impliserer et signaturmenster pa
formen (1, 3) sign M (Py)(1, 3) sign M (P;)(1, 3), noe som er en selvmotsigelse.

Eksempel 4.14. Signaturmgnster: (2,2)(1,2)(2,2)(2,1)(2,2)

t 0 0 S

10 S s+t 0
MsO=10 s1¢ 0o o
S 0 0 0

det M(s,t) = s%(s + t)?

Figur viser den affine delen av diskriminanten til penselen av kvadrikker
definert ved matrisen M(s,t). Kurven ligger i sA-planet. Det kan sjekkes at
signaturmensteret er (2,2)(1,2)(2,2)(2,1)(2,2).

Figur 4.14

-

/\

Eksempel 4.15. Signaturmgnster: (2,2)(1,2)(2,2)(1,2)(2,2)

s—2 0 0 s
_ 0 s s+t 0
M=\ o it o o
s 0 0 0

det M(s,t) = s%(s + t)?

Figur viser den affine delen av diskriminanten til penselen av kvadrikker
definert ved matrisen M(s,t). Kurven ligger i s\-planet. Det kan sjekkes at
signaturmensteret er (2,2)(2,1)(2,2)(2,1)(2,2).
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Figur 4.15

det M (s,t) = lo(P)?%11(P)?, null M (Py) =1, null M (Py) = 2

Vi antar ni at null M (Py) = 1 og at null M (P;) = 2. Dette medforer at
signaturen til kvadrikken definert av Py ma veere (2, 1) eller (3,0), og at sig-
naturen til kvadrikken definert av P; méa vaere (2,0) eller (1,1). Punktene Py
og P, deler opp Pﬁ i to segmenter hvor punktene definerer kvadrikker med
samme signatur. Legg merke til antakelsene né impliserer at Ip (D N L) =
wp, (D) =2, i.e. at P; er en regulaer rot.

Anta forst at disse segmentene definerer kvadrikker med signatur (2,2). Et-
tersom vi kan starte avlesningen av signaturmgnsteret fra et valgfritt punkt
i PL, og lese i hvilken retning vi vil, kan vi anta at signaturmensteret er
pa formen (2,2)(2,1)(2,2)sign M (P1)(2,2). Ettersom P; i dette tilfellet
blir en regulaer rot, s4 vet at diskriminanten krysser og ikke tangerer lin-
jen som definerer penselen i punktet P;. Et signaturmgnster pa formen
(2,2)(2,1)(2,2)(2,0)(2,2) impliserer at P er et tangeringspunkt, og dermed
ma sign M (Py) veere (1,1). Signaturmensteret (2,2)(2,1)(2,2)(1,1)(2,2) er
realisert i eksempel nedenfor.

Anta nd begge segmentene som definerer kvadrikker av rang fire, definerer
kvadrikker med signatur (3,1). Signaturmgnsteret mé da kunne skrives
pé formen (1, 3) sign M (Py)(1,3) sign M (P1)(3,1). Signaturen til M (Pp) ser
vi at kan veere bide (1,2) og (0,3). Signaturen til M(P;) ser vi at ikke
kan veere (2,0)/(0,2), ettersom egenverdiene endrer seg kontinuerlig. Signa-
turen til M (P;) mé alts& veere (1,1). De to potentielle signaturmgnstrene
(1,3)(0,3)(1,3)(1,1)(3,1) og (1,3)(1,2)(1,3)(1,1)(3,1) er henholdsvis realis-
ert i eksempel og eksempel

Eksempel 4.16. Signaturmgenster: (2,2)(1,2)(2,2)(1,1)(2,2)

0 0 S
0 S s+t 0
Mst)=1g o1y o o
s 0 0 0
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det M (s,t) = s*(s + t)

Figur viser den affine delen av diskriminanten tilhgrende penselen
definert av matrisen M (s, t). Kurven er definert ved det(AI—M(s,1)) = 0 og
ligger i sA-planet. Signaturmgnsteret kan vilese av fra figuren: (2,2)(1,2)(2,2)(1,1)(2,2)

Figur 4.16

-05

/\

Eksempel 4.17. Signaturmenster: (1,3)(0,3)(1,3)(1,1)(3,1)

S 0 0 s+t
0 s 0 0
M= 49 o 5 o
s+t 0 0 0

det M(s,t) = (s +t)?s>

Figur viser den affine delen av diskriminanten tilhgrende penselen
definert av matrisen M (s, t). Linjen gjennom origo har multiplisitet to i alle
punkt. Kurven er definert ved det(A — M(s,1)) = 0 og ligger i sA-planet.
Det kan sjekkes fra figuren at signaturmensteret er (1, 3)(0,3)(1,3)(1,1)(3,1)

Figur 4.17
2
1
\/
-3 -2 -1 0 1 2 3
-2 \
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Eksempel 4.18. Signaturmenster: (1,3)(1,2)(1,3)(1,1)(3,1)

—s 0 0 s+t

0 s 0 0
Mst=119 o s o0
s+t 0 O 0

det M(s,t) = s%(s + t)?

Figuren [4.1§] viser den affine delen av diskriminanten tilhgrende penselen
definert av matrisen M (s,t). Linjen gjennom origo har multiplisitet to i alle
punkt. Kurven er definert ved det(A — M(s,1)) = 0 og ligger i sA-planet.
Signaturmgnsteret kan vi lese av fra figuren:

(1,3)(1,2)(1,3)(1,1)(3,1).

Figur 4.18

N7

4.2.5 det M(P) = m(P)ly(P)?

Vi antar nd at matrisen M (P) definerer en pensel av kvadrikker som er
slik at det M(P) = m(P)ly(s,t)?, der altsi m(P) er en irredusibel reell
kvadratisk form. Dette medforer at det M(P) kun har to rotter i P}, telt
med multiplisitet. Penselen er dermed ikke diagonal. Vi vil se pa tilfellene
der null M (Py) = 1 og null M (Fy) = 2 hver for seg.

det M (P) = m(P)lo(P)2, null M (Py) = 2

Vi antar na at det M(P) har en rot Py € P av multiplisitet to, og at
null M (Py) = 2. Dette medforer at Py er en reguler rot. Videre vet vi at
punktet Py definerer en kvadrikk med signatur (2,0) eller (1,1).

Signaturen endres kun i punktet Py. Anta forst at signaturen til kvadrikkene
definert av alle andre punkt enn P, er (2,2). Signaturmgnsteret ma da veere
pé formen (2,2)(2,0)(2,2) eller (2,2)(1,1)(2,2). Det forste tilfellet implis-
erer at diskriminanten har tangert linjen som definerer penselen i punktet
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Py, og dette er en selmotsigelse til at Py er en regulaer rot. Det andre tilfellet
er realisert i ekempel

Anta na at signaturen til kvadrikkene definert av alle andre punkt enn Py er
(3,1). Signaturmgnsteret vil da kunne skrives pa formen (1, 3) det M (FPy)(3,1).
Signaturen til kvadrikken definert av Py vet vi er (1,1) eller (2,0). Dermed
folger det at sign M (Py) m& veere (1,1) eller (2,0)/(0,2). Ved lemma [2.7] fol-

ger det at signaturmenster av typen (1,3)(2,0)(3, 1), eller av typen (1, 3)(0,2)(3, 1),
ikke er mulig & realisere. Signaturmensteret (1,3)(1,1)(3,1) er realisert i ek-

sempel nedenfor.
Eksempel 4.19. Signaturmgnster: (2,2)(1,1)(2,2)

0 0 0 s
0 —t s O
M(s,t) = 0 s t O
s 0 0 O

det M(s,t) = s(t* + s%)

Figur viser den affine delen av diskriminanten tilhgrende penselen
definert av matrisen M (s,t). Kurven er definert ved det(A — M (s, 1)) =0,
og ligger i sA-planet. Signaturmegnsteret kan vi lese av fra figuren: (2,2)(1,1)(2,2)

Figur 4.19

X/




Eksempel 4.20. Signaturmgnster: (1,3)(1,1)(3,1)

s 00 0
0 s 0 0
M(s. )= 1o o s ¢
0 0 t -—s

det M(s,t) = s%(s* 4+ %)

Figur nedenfor viser den affine delen av diskriminanten tilhgrende
penselen definert av matrisen M (s,t). Kurven er definert ved det(Al —
M(s,1)) = 0 og ligger i sA-planet. Linjen gjennom origo har multiplisitet to
i alle punkt. Signaturmgnsteret kan vi lese av fra figuren: (1,3)(1,1)(3,1).

Figur 4.20
0
-2 0 2

det M (P) = m(P)lo(s,t)2%, null M(Py) = 1

Vi antar n& at det M (P) har en rot Py av multiplisitet to, som er slik at
null M (Py) = 1.

Signaturen til kvadrikken definert av punktet Py ma vaere (3,0) eller (2,1).
Signaturen til kvadrikkene definert av alle andre punkt i IP’]%Q ma vaere enten

(2,2) eller (3,1). Signaturmgnsteret mé altsa vaere pa formen (2, 2) sign M (Fp)(2, 2)
eller (1,3)sign M(FP)(3,1).

Dersom signaturmgnsteret er pa formen (2, 2) sign M (FPp)(2, 2), sa folger det
fra lemma [2.7] at sign M (Py) ikke kan vaere (3,0)/(0,3) . Signaturmensteret
(2,2)(2,1)(2,2) er realisert i eksempel

Anta na at signaturmensteret er pa formen (1, 3) sign M (F)(3,1). Ettersom
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signaturen til kvadrikken definert av Py antas & veere (3,0) eller (2, 1), folger
det at sign M (Fp) er (3,0)/(0,3) eller (2,1)/(1,2). Det folger fra lemma [2.7]

at ingen av disse signaturmgnstrene kan eksistere.

Eksempel 4.21. Signaturmenster: (2,2)(2,1)(2,2)

t 0 0 s
0 -t s O
M) =1y s ¢ ¢
s 0 0 O

det M(s,t) = s%(t* + s%)

Figur viser den affine delen av diskriminanten tilhgrende penselen defin-
ert av matrisen M (s,t). Kurven er definert ved det(A — M (s, 1)) = 0 og lig-
ger i sA-planet. Signaturmgnsteret kan vilese av fra figuren: (2,2)(2,1)(2,2).

Figur 4.21

0.5

-0.54

T

4.2.6 det M(P) = m(P)ly(P)l;(P)

Vi antar ni at det M(P) har to enkle rgtter Py og Py i PL. De to rot-
tene vil dele IP’%R opp i to segmenter som definerer kvadrikker av rang fire.
Ettersom rgttene er enkle, fglger det ved lemma [2.31] at signaturen til
kvadrikkene definert av punktene i disse segmentene ma vaere (2,2) og (3,1).
Dersom vi starter avlesningen av signaturmegnsteret i segmentet som de-
finerer kvadrikker av signatur (3,1), far vi et signaturmgnster pa formen:
(1,3)sign M (FPp)(2,2) sign M (P1)(3,1). Signaturen til kvadrikkene definert
av punktene Py og P mé vaere (3,0) og/eller (2,1). Et segment med sig-
natur (2,2) kan ikke grense til et punkt med signatur (3,0). Signaturen
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til kvadrikkene definert av punktene Py og P; mé derfor vaere (2,1). Sig-
naturmgnsteret ma dermed blir pa formen (1, 3)(1,2)(2,2)(2,1)(3,1). Dette
signaturmgnsteret er realisert i eksempel

Eksempel 4.22. Signaturmenster: (1,3)(1,2)(2,2)(2,1)(3,1)

M(s,t) =

OO »w o+
S »w OO
4+ oo o

det M (s,t) = —(s +t)s(s* + %)

Figur viser den affine delen av diskriminanten tilhgrende penselen defin-
ert av matrisen M (s,t). Kurven er definert ved det(A — M (s, 1)) = 0 og lig-
ger i sA-planet. Signaturmensteret kan vilese av fra figuren: (1,3)(1,2)(2,2)(2,1)(3,1).

Figur 4.22
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Kapittel 5

Oversikt over
signaturmgnstre

Tabellene nedenfor viser alle signaturmegnstrene vi har funnet. Klassifikasjo-
nen er fullstendig i den forstand at vi har vist hvilke signaturmgnstre som
kan eksistere, og funnet eksempler som viser at de faktisk eksisterer.

Tabellen viser at dersom determinanten til to diagonale pensler faktoris-
erer ulikt, s& vil penslene ikke kunne ha det samme signaturmgnsteret. Vi
kan observere at dette ikke er tilfellet for de ikke-diagonale penslene.

Tabell 5.1: Definitte pensler

det M (P) Signaturmenster

lo(P)l1(P)l2(P)ls(P) | (0,4)(0,3)(1,3)(1,2)(2,2)(3,1)(3,0)(4,0)
(0,4)(0,3)(1,3)(1,2)(2,2)(2,0)(4,0)

O(PPBPIEP) | (0,4)(0.3)(1.3)(1:1)(3.1)(3.0)(4.0)

lo(P)*li (P)’ (0,4)(0,2)(2,2)(2,0)(4,0)

ZO(P)gll(P) (074)(07 3)(173)(170)(470)

Tabell 5.2: Diagonale pensler som ikke er definitte

det M (P) Signaturmgnster

(P (P)(P)ls(P) | (3, D (2,22 D), D2 D2 2)(1,2)(,3)
(.12 12 2)(1,1)(2,2)(1,2)(1,3)

W(PPL(P)(P) | (2,2)(21)(3, 1)(1,1)(1,3)(1,2)(2,2)
(2,2)(2,1)(3,1)(2,0)(3, (2, 1)(2,2)
2,2)(1,1)(2,2)(1,1)(2, 2

o(PY (P 51,3351,1353,1352,0323,13

lU(P)3l1(P) (1’3)(1’2)(2’2)(1’0)(3’1)
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Tabell 5.3: Ikke-diagonale pensler

det M (P) Signaturmgnster
lo(P)%, null M(Py) = 1 828 8;E3 1;
(2,2)(2,0)(2,2)
lo(P)*, null M (Py) =2 (2,2)(1,1)(2,2)
(1,3)(1,1)(3,1)
lo(P)*, nullM(Py) =3 (2,2)(2,1)(2,2)
lo(P)311(P), null M(Py) = (2,2)(2,1)(3,1)(2,1)(2,2)
_ (2,2)(2,0)(3,1)(2,1)(2,2)
lo(P)311(P), null M(Py) =2 (2,2)(1,1)(3,1)(2,1)(2,2)
(2,2)(2,1)(3,1)(3,0)(3,1)(2,1)(2,2
lo(P)211(P)lx(P) (2,2)(2,1)(3,1)(2,1)(3,1)(2,1)(2,2
(1,3)(1,2)(2,2)(2,1)(2,2)(2,1)(3,1
lo(P)211(P)2, null M(Py) = 1, null M(Py) = E; 3;8 gig 3;8 ;;g ;;
(2,2)(1,2)(2,2)(1,1)(2,2)
lo(P)%11(P)?, null M(Py) = 1,null M(P;) = (1,3)(0,3)(1,3)(1,1)(3,1)
(1,3)(1,2)(1,3)(1,1)(3,1)
m(P)lo(P)2, null M(Py) = 2 gg;g};gf;
m(P)lo(P)?, null M (Py) =1 (2,2)(2,1)(2,2)
m(P)lo(P)l( ) (1,3)(1,2)(2,2)(2,1)(3,1)
mo(P)m1 (2,2)

Videre arbeid

En naturlig fortsettelse av arbeidet kan vaere 4 gjore en klassifisering av
pensler av kvadrikker som ikke inneholder kvadrikker av rang fire.

En annen vei & g& i et eventuelt videre arbeid, kan veere & se pa relasjonen
mellom snittkurven mellom to kvadrikker i en pensel og signaturmgnsteret
til penselen. Historisk har man blant annet sett p4 sammenhengen mellom
snittkurven mellom to kvadrikker i en pensel av kvadrikker, og matrisene

som definerer kvadrikkene [Uhlr].
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