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Introduksjon

Malet med denne masteroppgaven er a ta en naermere titt pa matematik-
ken bak en bestemt rangeringsmetode. Jeg vil forklare hvorfor rangeringen
ser ut som den gjor og kan derfra se om det er en fornuftig rangering av
dataene. Jeg baserer mesteparten av min teori fra [2] og [4] hvor det er snakk
om skalering av matriser og rangeringsmodellen kalt Offens-Defens modellen.

Jeg vil i forste del av oppgaven skrive om teorien rundt matriseskalerin-
ger, jeg skal ta for meg begreper, teoremer og algoritmer, hvor jeg til slutt
ender opp med at en matrise med noen enkle betingelser kan skaleres til en
dobbelstokastisk matrise, ved hjelp av en algoritme. I del to av oppgaven ser
jeg forst pa hva en rangering egentlig er og hvordan teorien fra fgrste del kan
anvendes i en rangeringsmodell. Jeg vil deretter studere en rangeringsmodell
og anvende denne til a rangere lagene i Get-ligaen (Eliteserien i ishockey),
vil vi fa ut en fornuftig rangering? Hvorfor? Helt til slutt kommer jeg med
en alternativ rangering hvor jeg kombinerer de ulike rangeringene og lager
en kombinasjonsrangering.

Jeg kommer gjennom hele oppgaven til a veere sa presis som mulig slik at
det skal vaere enkelt a forsta mine tanker og forklaringer, jeg kommer ogsa til
a bruke en del eksempler som stotte til teorien. Men fgr vi kommer igang med
diskusjon av rangeringer ma vi fa grunnleggende teori pa plass. Hva er egent-
lig matriseskalering? Hva innebaerer total support? Hva er en dobbelstokastisk
matrise og hvordan henger alt dette sammen og relateres til rangering?



INNHOLD



Kapittel 1

Teorl

Malet med dette kapittelet er a fa frem matriseteorien som ligger til
grunn for det vi skal se pa i kapittel 2. Jeg gnsker & veere presis og grun-
dig i mine forklaringer og defenisjoner av teorien, derfor bruker jeg en del
eksempler som stotte. Mesteparten av teorien er hentet fra R.A. Brualdi sin
bok Combinatorial Matriz Classes |2]. Kapittelet ender med en forklaring av
Sinkhorn-Knopp algoritmen som kan komme godt med nar vi skal se pa ulike
scorematriser fra Get-ligaen(Eliteserien i ishockey) i kapittel 2.

1.1 Radsumvektor og kolonnesumvektor

Vi har en n x n matrise A = [a;;], hvor a;; gir oss verdien av det elementet
pa (7, j)-plassen i matrisen A. Senere kommer vi til & se pa to forskjellige typer
matriser, posilive matriser og ikke-negative matriser. I en positiv matrise er
a;; > 0 for alle 7 og j, og i en ikke-negativ matrise er a;; > 0 for alle i og j.
Summerer vi alle elementene langs en rad far vi det som kalles en radsum,
radsummen til den 7’te raden i A er gitt som:

n
r, = E CLij
j=1

Pa samme mate kan vi fa en kolonnesum nar vi summerer elementene nedover
i samme kolonne. Kolonnesummen til den j’te kolonnen i A blir dermed:

n
;=) ay
=1

9
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Radsumvektoren(R) og kolonnesumvektoren(.S) er to vektorer som bestar av
alle radsummene og kolonnesummene til matrisen, de er definert slik:

n n n

R = (7”1,7’2, ...,Tn) = (Z alj,Zazj, ...,Zaij)
j=1 j=1 j=1
n n n

S = (81,82, .+, 80) = (Z ail,zam "'7Zaij>
i=1 i=1 i=1

Her er da r; radsummen til den gverste/forste raden i A, mens s; er ko-
lonnesummen til den kolonnen lengst til venstre i A. Bade r; og s; inneholder
ett felles element, nemlig aq;. Dette kan vi ogsa se av eksempelet under.

~ '

Eksempel 1.1.1
Vi har 4 x 4 matrisen:

1
2
4

— W ot N
= W =
N S =

2

(S

Summerer vi alle elementene som star i samme rad far vi 4 tall
som utgjor radsumvektoren Ry og summerer vi elementene i samme
kolonne far vi 4 tall som utgjgr kolonnesumvektoren Sy.

Altsaerry =24+44+1+1=80gs; =2+5+3+1=11 de to forste
tallene 1 hver av vektorene. Vektorene blir ut i fra matrisen H seende
slik ut:

Ry = (8,14,12,12)

Sy = (11,12,9, 14)

1.2 Dobbeltstokastiske matriser og permuta-
sjonsmatriser

For vi ser pa hva en dobbeltstokastisk matrise er ma vi kjapt definere hva
en stokastisk matrise er. En matrise B = [b;;] kalles stokastisk dersom den er
kvadratisk, b;; € [0, 1] og enten radsumvektoren Rp eller kolonnesumvektoren
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Sp kun inneholder énere. Om radsumvektoren R kun inneholder énere sier
vi at matrisen er rad-stokastisk og pa samme mate hvis kolonnesumvektoren
Sp kun inneholder énere sier vi at matrisen er kolonne-stokastisk.

En n x n matrise A = [a;;] er en dobbelstokastisk matrise (ds-matrise)
dersom a;; € [0,1] og bade radsumvektoren R4 = (ry,72,...,7,) 0g kolonne-
sumvektoren Sy = (s1, S9, ..., S,) kun inneholder énere. Altsa at

Ti:Zaijzl (221,2,,71)
j=1
og
si=Y ay=1 (j=12..n)
i=1
), betegner klassen av alle n x n dobbeltstokastiske matriser med orden

n. For a veere helt sikre pa at vi har forstatt hva en ds-matrise er ser vi pa
folgende eksempel:

a D

Eksempel 1.2.1

A:

D0 D= Dw
D0 D= DIw
0 D O

Vi ser her at A er en ds-matrise fordi alle a;; € [0, 1] og radsumvektoren
til A, Ra = (ry 72 r3) = (1 1 1) og kolonnesumvektoren til A, Sy =
(s1 82 83) = (111). Altsa far vi at A € Q,

Fra [2] har vi et teorem som sier at

Teorem 1.2.1

La PY = | 5]1)] og P® = | EJQ)] vere ds-matriser, da vil A = PYP®? = [a;]
0gsa veere en ds-matrise.

Bevis. Fordi PV og P er ikke-negative matriser med elementer i [0, 1], er
det opplagt fra definisjonen av matriseprodukt at elementene i A har de sam-
me betingelsene som elementene i P og P®). Nar det gjelder radsummene
og kolonnesummene ser vi at

Yoag = pey =Y py D> op =1-1=1
i=1 i=1 i=1 i=1
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i%‘ = ipﬁ)pg) = ipg) : ipﬁ? —1-1=1
Jj=1 j=1 j=1 j=1

Eller dersom vi sier at e = (1,1,...,1) kan vi skrive dette enklere ved:

eA =PV PR — cp@ — ¢

Ael = pOp@ T _ p),T _ T

Altsa ma ogsa A veere en ds-matrise. U

Det er vikitg a stille spgrsmal rundt matematiske temaer slik som, hvorfor
er dobbeltstokastiske matriser sa interessante? og hva er det de egentlig kan
gi oss av informasjon og ikke minst hvordan oppstar disse matrisene?

En stokastisk matrise kalles ogsa en sannsynlighetsmatrise hvor elemen-
tene i samme kolonne representerer sannsynligheter for at de ulike utfallene
(hver rad i kolonnen) skal intreffe (hver rad i kolonnen representerer et be-
stemt utfall). En dobbeltstokastisk matrise vil naturlig nok ogsa vaere sto-
kastisk og derfor ogsa en sannsynlighetsmatrise, men noe mer avansert. For
en dobbeltstokastisk matrise vil bade matrisen selv og den transponerte av
matrisen veere stokastikse matriser, og dette er noe av grunnen til at den
er litt spesiell nar det kommer til sannsynlighetsberegninger. Alle verdiene i
matrisen vil ogsa her kunne representere sannsynligheter for at ulike utfall
skal intreffe, men hvert element blir ikke bare pavirket av hvilken kolonne det
er plassert i, men ogsa i hvilken rad elementet star, vi skal se mer pa dette
litt senere.

Hvordan man lager en ds-matrise skal vi komme tilbake til i kapittel
om skalering, jeg kan rgpe sa mye at vi skal se naermere pa Sinkhorn-Knopp
algoritmen som er en fornuftig og enkel mate a lage ds-matriser pa.

Na skal vi se naermere pa noen spesielle tilfeller av dobbeltstokastiske ma-
triser som kalles permutasjonsmatriser. En sakalt (0, 1)-matrise er en matrise
som kun inneholder nuller og énere, altsa hvor a;; = 0 eller 1 for alle ¢, j < n.
En permutasjonsmatrise er en kvadratisk (0, 1)-matrise som kun inneholder
én éner i1 hver rad og én éner i hver kolonne, dette vil da som sagt vaere en
spesiell ds-matrise.
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Eksempel 1.2.2

En permutasjon er en forflyttning som tar deg fra f.eks. 4 til 2 til 3 til
1. Denne permutajsonen skriver vi slik: o = (4,2,3,1) som da vil ha
fglgende tilhgrende permutasjonsmatrise:

0001
0100
P= 0010
1000
Som du ser er dette en (0, 1)-matrise med kun én éner i hver rad og

hver kolonne.

Det finnes et endelig antall permutasjonsmatriser av orden n, nemlig n!.
Dette kan forklares kort og enkelt ved kombinatorikk, altsa vil det vaere n
énere som skal inn i n forskjellige kolonner og vi far et ordnet utvalg uten
tilbakelegging som vil si at

Mulige utfall =

(n —'7")!'

I var situasjon vil » = n, fordi alle kolonnene ma inneholde én éner og dermed
ser vi at det finnes n! permutasjonsmatriser. Eksempelvis ser vi at de eneste
permutasjonsmatrisene for n = 2 er:

Under folger et lite kjent teorem av G. Birkhoff om sammenhengen mellom
ds-matriser og permutasjonsmatriser, jeg utelater beviset, men du kan se
bade beviset og teoremet bade i |2] og [I]. Jeg velger i stedet a se pa et par
eksempler og anvendelser av teoremet.

Teorem 1.2.2

Huvis A er en dobbeltstokastisk matrise av orden n, sd finnes det en t >
1, permutasjonsmatriser Py, P, ...P; og positive reelle tall cq,co,...,c; med
c1+co+ ... +c =1 slik at

A261P1+C2P2+...+Ctpt

Dette betyr altsa at enhver ds-matrise kan skrives som en konveks kom-
binasjon av permutasjonsmatriser, noe som det star mer om i [3]. A er en
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konveks kombinasjon dersom

A= ictPt hvor ict =1
t=1 t=1

og P; er ulike permutasjonsmatriser.

~ '

Eksempel 1.2.3

Matrisene A og B er to ulike ds-matriser, fra teorem skal begge
disse kunne skrives som konvekskombinasjoner av permutasjonsmatri-
ser av samme orden som A og B.

0.25 0.75
A= {0.75 0.25} -

1f10],3[01
4101] " al10

0.35 0.15 0.50
B=1065 015 020 | =

0.00 0.70 0.30
3 1 00 3 010 1 1 00 1 0 01
20 010+ 20 1 00|+ 5 00 1|+ 3 1 00
0 0 1 0 01 010 010

Vi ser altsa at bade A og B kunne skrives som konvekskombinasjoner
av permutasjonsmatriser av samme orden. Dette beviser ikke teoremet,
men er eksempler pa hva teoremet sier.

1.3 Total support og matrisemgnster

Mgnsteret til en ikke-negativ matrise A er definert som patt(A). patt(A)
er en (0, 1)-matrise hvor vi bytter ut alle ikke-null elementene i A med tallet
11 patt(A) og lar de resterende null elementene i A vaere null ogsa i patt(A).
Vi gnsker a se pa hvor matrisen A har null og ikke-null elementer og da er
det enklere a jobbe med patt(A) enn A fordi verdien av de positive tallene
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er uviktig.
149 05 1111
1200 3 100 1
A=19s 71 o0 = patt(A)=1
050 2 0101

Kjorer vi matrisen A gjennom koden under far vi ut patt(A):

A =11490.5; 12003 ; 0.8710; 0250 2]
n = 4;
4 Lager matrisen om til en (0,1)-matrise
for i = 1:n
for j = 1:n
if A(i,j)>=1
A(i,j)=1;
else
A(i,j)=0;
end
end
end
A

Men hvorfor er det sa viktig a se pa hvor en matrisen har null og ikke-
null elementer? Nar vi senere ser pa Sinkhorn-Knopp algoritmen er det en
viktig forutsetning at matrisen vi jobber med har sakalt total support. Om
en matrise har total support eller ikke avhenger bare av hvor matrisen har
null elementer, derfor vil det vaere slik at dersom patt(A) har total support
vil ogsa A ha total support. Vi kommer derfor til & se om patt(A) ha total
support fordi denne er letter a jobbe med. Definisjonen for om en matrise
har total support er:

Definisjon 1.3.1

En ikke-negativ matrise A av orden n sies d ha total support dersom hvert
av matrisens ikke-null elementer hgrer til en positiv diagonal. En diagonal er
de n posisjonene lil énerene i en permutasjonsmalrise.

Her ser vi faktisk et bruksomrade for permutasjonsmatriser, vi bruker
disse til & kontrollere om en matrise har total support eller ikke. Na skal vi
se pa hva det faktisk betyr at en matrise har total support. Vi skal altsa
gjennom et lite eksempel, hvor vi gnsker a finne ut om matrisen A har total
support eller ikke. Spgrsmalet da blir om det er mulig & dekke alle ikke-null
elementer i A (vi jobber med patt(A)) med énere fra permutasjonsmatriser
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uten at en éner i en av permutasjonsmatrisene havner pa en plass hvor A og
patt(A) har et null-element:

Eksempel 1.3.2
Onsker & se om 4 x 4 matrisen A ovenfor har total support. Vi jobber
for enkelhetsskyld med mgnstermatrisen til A, nemlig patt(A).

1
patt(A) = (1)
1

[ Qi S QS G
O = O =
—_ O = =

Vi skal na prove a dekke alle énerene i patt(A) med énere fra perm-
utasjonsmatriser uten at noen av énerene fra permutasjonsmatrisene
havner pa en posisjon hvor patt(A) har et null-element. Vi ma bruke
permutasjonsmatriser av orden 4, som det finnes 4! =4-3-2-1 =24
stykker av.

Nedenfor til venstre har vi de ulike permutasjonsmatrisene som passer
og til hgyre markeres de énerene i patt(A) som dekkes av nettopp disse
permutasjonsmatrisene. Om noen énere i patt(A) dekkes flere ganger
har det ingen betydning.

1000 0100 111 1
0001 100 0| petker | 1 0 0 1
0010|%[0010| e’ |1 110
(01 00] [000 1] (010 1)
00107 [oo010] (101 1 1]
100 0 000 1| pekker | I 0 0 1
0100]/%[1000]| wer’ | 212110
(000 1] [010 0] (010 1)
0001 111 1
1000 Dekker 100].
0010]| wer’ |1 110
0100 01 0 1

De fem permutasjonsmatrisene vi har valgt ut til venstre dekker til
sammen over alle énerene i patt(A) uten a dekke over noen nuller i
patt(A). Da vet vi at patt(A) har total support og dermed har ogsa A
total support. Jeg omtaler metoden i dette eksempelet som prove-feile
metoden, og det viser seg at den kan bli litt tungvint.
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Na har vi fatt en forstaelse av hva som ma til for at en matrise skal ha
total support. Denne prove feile metoden viser seg a bli litt tungvint dersom
vi gker dimensjonen til matrisen vi ser pa, altsa gker n. Senere i oppgaven skal
vi jobbe med 10 x 10 matriser og da vil det finnes 10! = 3628800 forskjellige
permutasjonsmatriser som kan brukes for & finne ut om matrisen har total
support eller ikke. Vi skal se pa matriser av typen B:

Il
_ OO OO W OO WwWwo
=N R =R O =N O
R RO R R WO Wk
W W WWWWN =D
O OO P NOOOH OV
— Ot O W= Ot = Ot N DN

= O N Wotw O oo,
OO O WO Ok o+
— O WO NN W N
N OO DN D - 00— Ot

Nar vi da jobber med slike matriser senere er vi avhengige av at de har total
support. Det er flere mater a finne ut om en matrise har total support pa,
men en vanlig metode er a lgse det som et linesert optimeringsproblem hvor
vi gar igjennom hvert element i matrisen. Vi bruker den tilhgrende (0,1)-
matrisen og ser pa hver posisjon som inneholder en éner, og for hver av disse
ser vi om det er mulig a finne en éner i hver av de andre kolonnene og hver av
de andre radene. Slik gar vi igjennom matrisen for alle posisjoner som inne-
holder en éner. Dersom det plutselig ikke finnes en éner i noen av de andre
radene eller kolonnene vil ikke matrisen ha total support. Det man gjor er
enkelt og greit at man velger ut en éner og ser om dette er en diagonal i en
permutasjonsmatrise som “passer” med matrisen. Med "passer” mener jeg at
ingen av permutasjonsmatrisens énere havner pa en plass hvor matrisen har
et null element.

Det finnes ogsa teori pa ulike betingelser og egenskaper en matrise ma ha
dersom vi skal se om den har total support uten a faktisk kontrollere det.
Det er nemlig slik at den ma veere ikke-negativ og kvadratisk, men i tillegg
til disse kravene er det slik at dersom matrisen inneholder for mange nuller
kan den umulig ha total support. Vi kan fort forsta at dersom en matrise
inneholder en nullrad eller nullkolonne kan den umulig ha total support. Jeg
skal ikke ga noe mer inn pa dette i denne oppgaven, dersom dette er av
interesse anbefaler jeg a se i [2].
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1.4 Skalering av matriser

Generelt vil en skalering av et tall bare vare a endre stgrrelsen pa tallet
ved a multiplisere tallet med en skalar stgrre enn null. Dersom vi skalerer tal-
let 8 med skalaren 5 far vi: 8 -5 = 40. Men nar det kommer til matriser er det
litt mer komplisert, her er en liten definisjon som hjelper oss med forstaelsen.

Definisjon 1.4.1
En matriseskalering er en operasjon hvor man multipliserer alle elementene
a;j 1 en rad eller en kolonne med den samme skalaren k > 0.

Det kan veere hvilken som helst rad eller kolonne, og ofte skalerer vi flere
rader eller flere kolonner samtidig, de forksjellige skalarene vi skalerer med
har ingenting med hverandre a gjore og kan godt vaere ulike. Fra definisjonen
ser vi at vi ma skalere rader og kolonner hver for seg. Skalerer vi alle ele-
mentene i en eller flere rader i matrisen kaller vi det en radskalering og hvis
vi skalerer alle elementene i en eller flere av kolonnene er det en kolonneska-
lering. Generelt omtaler vi bare begge deler som skalering. Baktanken med
skalering er at om vi velger disse skalarene smart sa kan vi skalere matrisen
til & ha en bestemt form. Dette skal vi se naermere pa i kapittel som tar
for seg Sinkhorn-Knopp algoritmen.

Her har vi et eksempel pa en radskalering og en kolonneskalering:
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Her ser vi 3 x 3 matrisen A som vi skal bruke i flere eksempler i dette
kapittelet for a forklare alle aspekter ved skalering.

A:

W Ot W~
OO =~ DO

3
1
1

Eksempel 1.4.2
En radskalering av A vil f.eks. veere at vi multipliserer alle elemen-
tene i rad nr. 1 med skalaren p, slik:

p-4 p-2
5 4
3 8

p-3
1
1

Eksempel 1.4.3

En kolonneskalering av A vil f.eks. vaere at vi multipliserer alle
elementene i kolonne nr. 2 og 3 henholdsvis med skalarene k og r:

4 k-2 r-3
5 k-4 r-1
3 k-8 r-1

\. J

Néar vi ser pa eksempel og mé vi huske at de radene og ko-
lonnene som tilsynelatende ikke blir multiplisert med noen skalar faktisk blir
multiplisert med skalaren 1. Altsa blir rad 2 og 3 i eksempel og kolonne
1 i eksempel multiplisert med 1.

Na vet vi at alle radene eller alle kolonnene multipliseres med en skalar
hver gang vi skalerer en matrise. En matriseskalering vil altsd veere & mul-
tiplisere matrisen var med en annen matrise. Samtidig vet vi at matrisen
vi starter med og matrisen vi ender opp med etter skaleringen har samme
dimensjoner. Den eneste muligheten for at dette skal stemme er om matri-
sen vi skalerer med har samme dimensjon som matrisen vi gnsker a skalere.
Altsa dersom vi gnsker & skalerer en n x n matrise A ma vi multiplisere A
med en annen n X n matrise. Spgrsmalet na er bare hvordan den matrisen vi
multipliserer med skal se ut? Ut i fra algoritmen for matriseprodukter og det
faktum at multiplikasjon med identitetsmatrisen [ ikke endrer matrisen A:

A=A-1=1-A=A
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Ser vi at dersom vi gnsker & skalere en matrise A ma vi multiplisere med en
diagonalmatrise av samme orden, men skal vi multiplisere fra hgyre eller fra
venstre? Vi ser pa noen eksempler og hva som skjer:

Eksempel 1.4.4
Vi ser pa hva som skjer nar vi multipliserer A med en diagonalmatrise
fra venstre:

a 0 0 4 2 3 a4 a-2 a-3
0 b 0 5 4 1|=|b-5 b-4 b-1
0 0 ¢ 3 8 1 c-3 ¢c-8 c¢-1

Vi endte altsa opp med at matrisen A har blitt radskalert. Er det
da slik at matrisen A blir kolonneskalert om vi multipliserer med en
diagonalmatrise fra hgyre?

4 2 3 d 0 0 d-4 e-2 f-3
5 4 1 0O e Of=1]d-5 e-4 f-1
3 8 1 00 f d-3 e-8 f-1
Na ser vi at matrisen A har blitt kolonneskalert, og det var dette vi

ville finne ut.

. .

Det vi kan laere fra eksempl og det viktigste a fa med seg for vi gar
inn 1 neste kapittel er:

e Radskalering = multipliser med en diagonalmatrise fra venstre
e Kolonneskalering = multipliser med en diagonalmatrise fra hgyre

e Elementet pa plass (4, j) i diagonalmatrisen (nar i = j) vil henholdsvis
skalere A i rad 7 dersom vi multipliserer fra venstre eller kolonne j
dersom vi multipliserer fra hoyre.

1.5 Sinkhorn-Knopp algoritmen

Na skal vi se litt pa anvendelser av matrieskaleringer, hva er malet med en
matriseskalering og hvordan nar vi malet? I vart tilfelle sa gnsker vi a skalere
matriser slik at vi ikke bare far en stokastisk matrise, men en dobbeltstokas-
tisk matrise. Det er flere matematikere som har gjort kjent arbeid innenfor
dette feltet, men ut i fra flere kilder, blant annet [2] og [4] kom Sinkhort og
Knopp i tiden 1964-1967 med sin teori som fgrst sier fglgende:
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Teorem 1.5.1 - Sinkhorn-Knopp teoremet

For enhver positiv kvadratisk matrise A finnes det diagonalmatriser Dy, Dy >
0 slik at D1 ADy er dobbeltstokastisk.

Bevis.
Beviset for dette teoremet er mer eller mindre Sinkhorn-Knopp algoritmen.
Den sier at vi ma radskalerer og kolonneskalerer med spesielle diagonalmatri-
ser annenhver gang, fortsetter man med dette vil vi ende opp med at matrisen
konvergerer mot a bli en dobbeltstokastisk matrise, samtidig som radsumme-
ne og kolonnesummene alle konvergerer mot 1.
0

Litt senere hadde Sinkhorn, Knopp, Brualdi, Parter og Schneider uav-
hengig av hverandre kommet frem til at den samme algoritmen ogsa kunne
fungere nar det var snakk om a skalere en kvadratisk ikke-negativ matrise til
en dobbeltstokastisk matrise. Den eneste betingelsen var at matrisen matte
ha total support.

Teorem 1.5.2

Enhver ikke-negativ kvadratisk matrise A kan bli skalert ved bruk av dia-
gonalmatriser Dy, Dy > 0 til en dobbeltstokastisk matrise D1 ADy kun i de
tilfellene hvor matrisen A har total support.

Bevis.
Ifplge 2] er det gitt titalls bevis for dette teoremet, et av dem kan du lese i
[2], men det blir ungdvendig komplisert & ta med i denne oppgaven.
U

Altsa vil Sinkhorn-Knopp algoritmen skalere kvadratiske matriser A ved
hjelp av diagonalmatriser Dy, D5 slik at vi ender opp med at D;AD, konver-
gerer mot a bli en dobbeltstokastiske matrise. Dette gjelder kun i de tilfellene
hvor matrisen er positiv eller hvis matrisen er ikke-negaitv, men har total
support. Dersom matrisen ikke skulle ha total support vil ikke algoritmen
konvergere og vi vil ikke ende opp med en dobbeltstokastisk matrise. Vi skal
i denne oppgaven ikke se pa hvorfor dette bare gjelder nar den ikke-negative
matrisen har total support, vi skal heller fokusere pa a forsta algoritmen.

For at en matrise skal bli dobbelstokastisk ma radsumene og kolonnesu-
mene vaere lik 1, men hvordan blir en radsum plutselig lik 1 etter en skalering?
I eksempel ser vi pa hvordan dette henger sammen.
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Eksempel 1.5.1

Vi har en tilfeldig tallrekke a som kan vaere en rad(eller kolonne) i en
tenkt matrise. Radsummen R, til a er ikke lik 1. Vi gnsker a skalere a
til a* slik at R, = 1.

R,=2+5+6+44+3=20

Nar vi skalerer sa multipliserer vi altsa en skalar £ med alle elementene
i rekka a. Hva ma k veere for at R, = 17 Nar vi vet radsummen R,
vil det veere slik at R, = 1 dersom

k= —
R,

Vi tester ved & multiplisere alle leddene i @ med 3~ = o

Re=ttpoq 0,2, 3_20_,
2 720720 20 20 20
Slik vil det veere for alle rekker, gnsker man at summen av rekka skal
bli lik 1 ma du multiplisere alle leddene i rekka med den inverse av

summen til rekka.

Na har vi sett teknikken for at én radsum (eller kolonnesum) kan bli 1.
Vi gnsker & kunne gjore dette med alle radene (eller kolonnene) i en matrise.
Dersom elementene langs diagonalen i diagonalmatrisen er de inverse av de
tilhgrende radsumene (eller kolonnesumene) vil dette fore til at alle radsume-

ne (eller kolonnesummene) blir lik 1. Se eksempel og for en mer
detaljert forklaring.



1.5. SINKHORN-KNOPP ALGORITMEN

23

Eksempel 1.5.2

Vi skal her radskalere matrisen A til en matrise vi kaller A* slik at
Ry =1

2 3
A= 41| = Ra=[9 10 12 ]
1

3 8

Den inverse av R4 vil veere:
-1_ |1 1 1
Ry = [ 9 10 12 ]

Som vi deretter putter inn langs diagonalen i en diagonalmatrise:

0

0
D, = 0
—

o o o
o Sl=

12

Vi multipliserer fra venstre og far D; - A = A* som er radskalert:

1 4 2 3
1 5 4 1 o

1 3 8 1

0 0 55 3 8 1 B 5

Som en kontroll ser vi pa radsumene til A*:

_ 4 2 3 o) 4 1 o) 8 1
Rayr=[4+3+5 o+t ottt

Viser her at Rq« = [ 1 11 } som var malet vart, men legg ogsa mer-
ke til at dette betyr at A* er en rad-stokastisk matrise. A* er apenbart
ikke dobbelstokastisk fordi kolonnesumvektoren ikke bestar av énere.

Vi kan gjore det pa samme maten nar det er snakk om kolonneskalering
og kolonnesumvektoren den eneste forskjellen er at vi multipliserer med dia-

gonalmatrisen fra hgyre, se eksempel under.
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Eksempel 1.5.3
I dette eksempelet gnsker vi & kolonneskalere A til matrisen A*, slik
at kolonnesumene til A* blir lik 1.

A= = Sa=[12 14 5]

SORG I
00 N
— = o

Finner den inverse til kolonnesumvektoren S4
-1 _ | L 1 1
Sy = [ 12 14 5 ]

Vi putter s elementene fra S, inn langs diagonalen i en diagonalma-
trise og far Ds.

L 00
DQZOﬁO
0 01

Regner na ut A - Dy = A*, hvor da A* er kolonneskalert.

1 4 2 3
54 1[.]0 5 0|l=|3 &5 5 |=4a
381 0 0 % s 2 3

Som en kontroll ser vi pa kolonnesumene til A*:
Sao=[Hm+%+s tafutu sTs5+5]
Ser enkelt her da at Sy« = [ 1 11 ] som betyr at A* i dette eksempe-

let er en kolonne-stokastisk matrise, men fortsatt ikke dobbeltstokastisk
fordi radsumvektoren ikke bestar av énere.

Fra eksemplene og ser vi at metoden fungerte og vi enkelt kan
skalere en matrise til en stokastisk matrise. Nar det gjelder a skalere den til a
bli en dobbeltstokastisk matrise ma det litt mer jobb til. Som nevnt tidligere
beviste Sinkhorn at dette var mulig ved & radskalere og kolonneskalere matri-

sen annenhver gang helt til matrisen vi endte opp med var dobbeltstokastisk.
Eksempel 0g vil bare vaere hvert sitt forste steg i Sinkhorn-Knopp
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algoritmen mot at matrisen blir en dobbeltstokastisk matrise. Algoritmen gar
som falger:

e Finn radsumvektoren R til matrisen
e Putt de inverse radsumene inn pa diagonalen i en diagonalmatrise

e Multipliser diagonalmatrisen med matrisen fra venstre

Pa dette tidspunktet vil R kun inneholde énere og matrisen vi har fatt
er rad-stokastisk

e Finn na kolonnesumvektoren S til den rad-stokastiske matrisen
e Putt de inverse kolonnesumene inn pa diagonalen i en diagonalmatrise

e Multipliser diagonalmatrisen med den rad-stokastiske matrisen fra
hgyre

Na vil S kun inneholde énere og matrisen er kolonne-stokastisk. R wvil
veere forandret

e Begynn algoritmen fra starten igjen med den kolonne-stokastiske ma-
trisen du na har.

Om man begynner med en radskalering eller en kolonneskalering spiller
ingen rolle. Husk ogsa at matrisen enten ma veere positiv eller ikke-negativ
med total support.

Nar du kjgrer en egnet matrise gjennom denne algoritmen vil du underveis
etter hver skalering annenhver gang fa en rad-stokastisk og kolonne-stokastisk
matrise. Dette betyr ogsa at radsumvektoren og kolonnesumvektoren annen-
hver gang vil besta av énere. Til slutt vil algoritmen fgre til at matrisen
konvergerer mot en dobbeltstokastisk matrise. Samtidig som vi kan se av ek-
sempel vil radsummene og kolonnesummene naerme seg 1 nar vi ikke
regner med annenhver gang hvor de er lik 1 som fglge av en skalering.
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[ vedlegg har jeg skrevet en matlabkode som gjgr akkurat dette, den
radskalerer og kolonneskalerer annahver gang helt til bade radsumvektoren
og kolonnesumvektoren er tilnaermet lik 1. Na kommer et lite eksempel hvor
jeg gjennomfgrer et par steg i algoritmen.

Eksempel 1.5.4
Vi gnsker nd & skalere A til 4 bli en tilnsermet stokastisk matrise

Ra=1[9 10 12]
Sa=[12 14 5]

I
Il
W ot
00 W DO

Vi radskalerer A i henhold til algoritmen og far:

A = Ra-=[11 1]

se=[% % B

Bl Slov o
Sl Bl& oo
Sl Bl o

Vi kolonneskalerer A* i henhold til algoritmen og far:
16 5 20
29
18 9

a1

A= |1 2 3 | = Ra-=[1189 0922 088 ]
5
31

L L Sae=[11 1]

Vi skal na radskalere A** i henhold til algortimen, men det blir bare
mange desimaler og ungyaktigheter sa vi stopper her og lar datama-
skinen gjgre resten. Vi far folgende resultater.

0.3017 0.1299 0.5683
B=| 04564 0.3144 0.2292 | = Rp=[11 1]
0.2419 0.5556 0.2025 Sp=[11 1]

Jeg fikk denne lgsningsmatrisen B ved & kjgre A gjennom programmet
mitt fra Vedlegg hvor den ble radskalert og kolonneskalert 15 gan-
ger for matrisen ble tilneermet dobbeltstokastisk. Om vi gnsker & veere
mer ngyaktig, ma vi bare endre betingelsene i programmet og program-
met vil fortsette a radskalere og kolonneskalere til vi er forngyd. Altsa
er konklusjonen at den konvergerer mot a bli dobbeltstokastisk.




1.5. SINKHORN-KNOPP ALGORITMEN 27

Na kommer spgrsmalet om hvorfor dette er ngdvendig og hva vi kan bruke
dette til? I kapittel 2 som omhandler Rangering skal vi se nsermere pa hva
de dobbeltstokastiske matrisene forteller oss, men fgrst gnsker jeg a nevne et
kjekt bruksomrade for skaleringsalgoritmen.

Vi gusker a lgse en helt vanlig matriseligning Az = B hvor A er kvadratisk
invertibel og enten positiv eller ikke-negativ med total support. Problemet er
at A er en matrise det er vanskelig a jobbe med grunnet veldig stor variasjon
i elementene sine. For a gjore A "pen” kan vi kjgre den gjennom Sinkhorn-
Knopp algoritmen og bruke den dobbeltstokastiske matrisen Dy AD, i stedet
for A, hvordan vi implementerer D; AD, skal jeg vise na.

Begynner med likningen vi har:

Axr =B

Deretter multipliserer vi med D; fra venstre pa begge sider av likheten

DlA[E = DlB

Deretter ma vi fa inn Dy. Vi bruker at I = D, D, ' og multiplikasjon med
identitetsmatrisen forandrer ingenting. Dermed far vi:

DlAD2D51$ = DlB

For at dette skal se ordentlig ut innfgrer vi en ny ukjent y = D, 'z og lignin-
gen blir:

DlADQy = DlB

Vi lgser denne likningen for y og deretter ma vi lgse ligningen

y=D;'s

for x, som betyr at x = Dyy

Dermed har vi lgst likningen Az = B ved hjelp av en dobbeltstokastisk
matrise. Alle trinnene i denne utregningen er mulige fordi A, D; og Dy er
invertible (D1, Dy grunnet positive elementer langs diagonalen)
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Kapittel 2
Rangering

I dette kapittelet skal jeg se naermere pa hva rangering er og hvorfor vi
ender opp med a rangere slik vi gjor. Hva forteller dataene oss og hvilken ran-
gering av dataene vil veere mest fornuftig? Hvorfor? Jeg kommer til & bruke
teorien om rangering pa selvlagde scorematriser fra Get-ligaen(Eliteserien i
ishockey) hvor objektene er de ulike lagene i ligaen. Alle disse scorematrisene
er ikke-negative og har total support. Til slutt vil jeg komme med min egen
kombinasjonsrangering. Teorien om ragnering og rangeringsformer laner jeg
for det meste fra A.Y.Govan, A.N.Langville og C.D.Meyer sin bok Offense-
defense approach to ranking team sports [4]. Kan man bruke rangeringer til
a forutse utfallet av kamper?

2.1 Hva er egentlig rangering?

De fleste er interessert i en eller annen sport, og har kanskje et favorittlag
eller en favorittspiller. Tenk deg at du har et favorittlag(Lag B), lag B har
vunnet over lag A i to av to kamper i ar, men allikevel ligger lag A over lag
B pa den offesielle tabellen. Er det da noe galt med rangeringen? Lag B har
jo vist flere ganger at det er bedre enn nettopp lag A, kan vi rangere lagene
pa en annen mate?

Rangeringer er viktig for oss om du vil eller ikke, vi rangerer objekter
hele tiden og kan ofte handle ut ifra rangeringen. Objektene kan vaere alt fra
klaerne du har pa deg, bilen du kjgrer, maten du spiser til lag innenfor sport.
Har du noen gang spilt pa oddsen? Hvor kommer egenlig tallene pa oddsen
fra og hvorfor er de sa forskjellige? Jeg haper at denne oppgaven kanskje kan
gi deg noen tanker om dette.

29
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Du har et problem og spgr Google, i hvor mange tilfeller scroller du ned
og ser pa googleresultatene pa side 2 eller 37 Hvorfor ikke? Jo fordi Google’s
sgkemotor gir deg en rangert liste hvor de beste nettsidene kommer gverst.
Rangeringsalgoritmen (Google bruker skal vi ikke se pa i denne oppgaven,
men den er ikke sa ulik de som kan brukes innenfor sport og du kan lese om
den i [5].

For a kunne rangere objekter fornuftig ma vi forst foreta en vurdering av
de samme objektene. Vurderingen inneholder informasjon om hvert objekt og
kan gi oss forklaring pa hvorfor objektet er rangert slik det er. Vurderingen av
objektene gar pa a sammenligne objektene og ut ifra denne sammenligningen
kommer det en rangering. Vurderingen er altsa grunnlaget for rangeringen
av objektene, det er vanskelig & rangere objekter fornuftig uten en vurdering.
Generelt kan man si at en rangering kun er en sortert liste av vurderingen
de forskjellige objektene har fatt.

Objektene vi gnsker & rangere ma altsa vureres fgrst, hva vi vurderer
objektene ut i fra kan variere stort som ogsa forer til at rangeringene kan
bli veldig forskjellige. Det er derfor viktig at vi er presise i hva rangeringen
faktisk forteller oss nar vi forsgker a tolke resultatene, altsa rangeringen.

Vi skal senere vurdere og rangere lagene i Get-ligaen ut i fra forskjellige
kriterier. Bakgrunnen for vurderingene vi kommer til a gjgre er ulike score-
matriser som kan gi oss ulike rangeringer, hva en scorematrise er og hvordan
kampene i Get-ligaen gjennomfgres skal vi se naermere pa na.

2.2 Get-ligaen og scorematriser

Vi ma ferst ha litt grunnkunnskaper om hvordan Get-ligaen er bygget
opp nar det gjelder lag, poeng, kamper, runder, serie etc. Slik at vi senere
forstar hvorfor de ulike scorematrisene ser ut som de gjgr. Teorien og dataene
i dette delkapittelet er en blanding av noe du kan lese pa [7] og mitt eget
hode. Offesielt rangeres lagene i ligaen etter poeng, hvor hvert lag kan fa
poeng hver kamp. Laget med flest poeng nar serien er ferdig vinner. Her ser
du den offesielle tabellen fra seriespillet i sesongen 15/16. Jeg gnsker a se om
lagene vil veere rangert i den samme rekkefglgen nar vi senere skal vurdere
scorematriser fra forskjellige aspekter rundt sesongen 15/16.
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Get-ligatabellen 2015-2016:

1 Stavanger Oilers 99 poeng
2 Lgrenskog IK 95 poeng
3 Frisk Asker 86 poeng
4 Sparta Sarpsborg 86 poeng
5  Valerenga Ishockey 77 poeng (2.1)
6 Storhamer Hockey 74 poeng '

7 Stjernen Hockey 58 poeng

8 Manglerud Stars 43 poeng

9 Lillehammer IK 42 poeng

0

10 Kongsvinger Knights 15 poeng

Get-ligaen bestar av 45 kamper for hvert lag, hvor alle mgter alle like mange
ganger. Nar alle lagene har spilt mot hverandre én gang kaller vi det en run-
de, det spilles altsa 5 runder, 5 ganger mot hvert lag. Vi ser med en gang at
antall hjemmekamper og bortekamper vil vaere ulikt (3 + 2 eller 2 + 3), dette
byttes aret etter slik at det blir likt for alle etter to ar.

Kampene varer i 3 perioder av 20 minutter effektiv spilletid, og laget som
har scoret flest mal nar 3. periode er slutt, vinner. Star det uavgjort etter
3 - 20 minutter vil det spilles én ekstraperiode pa 5 minutter hvor det laget
som scorer fgrst vinner. Dersom ingen scorer i ekstraperioden vil det bli en
straffeslagskonkurranse for a kare en vinner. Det kan altsa aldri bli uavgjort
i hockey, vi vil alltid fa en vinner. Det skal alltid deles ut 3 poeng i en kamp
og hvordan disse tre poengene fordeles mellom de to lagene avhenger av hva
som skjer i kampen.

Poengfordelingen mellom lagene i hver kamp er:

e Laget som vinner kampen etter spill i 3 perioder far 3 poeng

e Laget som spiller uavgjort etter 3 perioder, men vinner i ekstraomgan-
gen eller i straffeslagskonkurransen far 2 poeng

e Laget som spiller uavgjort etter 3 perioder, men taper i ekstraomgan-
gen eller i straffekonkurransen far 1 poeng

e Laget som taper kampen etter spill i 3 perioder far naturlig nok 0 po-
eng
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Det er pa bakgrunn av disse reglene vi far tabell tabellen karer hvem
som vinner og taper Get-ligaen 15/16. Denne tabellen rangerer altsa lagene
ut ifra hvor mange poeng hvert lag har skaffet seg pa 45 kamper. Vi skal
senere rangere lagene ved hjelp av flere scorematriser og sammenligne det vi
far med rangeringen i tabell 2.1] Jeg omtaler senere hvert lag som et tall, hvor
tallet tilsvarer plasseringen i tabell 2.1 og vi bruker den samme rekkefglgen
pa lagene nar vi ser pa scorematriser.

Bare for a veere helt presis sa snakker vi om Stavanger som lag nr 1
(1,7 = 1), Lorenskog er lag nr 2 (i,j = 2), Frisk er nr 3 osv ned til Kongs-
vinger som er lag nr 10 (¢, 7 = 10). Lagene blir altsa representert ved et tall
fremfor lagnavn slik at senere rangeringer av lagene kun vil veere en tallfglge.
Rangeringen fra tabell som er den vi kommer til & sammenligne litt med
er(1 23456789 10).

Jeg er ute etter a se om man kan rangere lagene pa bakgrunn av andre
kriterier enn poeng. Jeg har laget ulike scorematriser som viser forskjellige
aspekter mellom lagene i lgpet av sesongen. Disse scorematrisene kan gi oss
mye informasjon om hvordan lagene har gjort det mot hverandre.

En scorematrise vil i vart tilfelle vaere grunnlaget for den vurderingen vi
gjor av de forskjellige lagene. Som vi snart skal se kan scorematriser basere
seg pa mange forskjellige aspekter ved kampene.

Sta Ler Fri Spa val Sto Stj Man Lil Kon

Stavanger 0 6 4 10 3 2 2 7 5 5
Lerenskog 2 0 2 2 4 3 4 1 2 13
Frisk 3 1 0 2 5 3 3 3 2 7
Sparta 2 4 1 0 1 5 5 10 1 6
Vilerenga 2 0 4 2 0 2 3 3 4 4
Storhamar 1 2 4 0 0 0 5 3 10 2
Stjernen 3 2 2 3 2 3 0 7 3 8
Manglerud 1 2 1 0 2 4 3 0 5 5
Lillehammer 2 3 3 0 1 1 1 2 0 3
Kongsvinger o 1 3 3 1 0 3 1 2 0

Figur 2.1: En oversikt over antall mal radlaget har scort mot hvert av ko-
lonnelagene i fgrste runde av sesongen 15/16

Figur[2.T]er en komplett oversikt over alle resultatene fra kampene i forste
runde. Lagene er plassert bade loddrett i forste kolonne og vannrett i forste
rad, rekkefolgen er som du ser lik den i tabell Lagene nedover fgrste
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kolonne kalles “radlag”, jeg kommer senere til a omtale radlagene som lag 4.
Lagene som star i fgrste rad kalles “kolonnelag” og disse vil senere bli omtalt
som lag j. Dette er fordi radlagene har sine resultater bortover i rader, mens
kolonnelagene har sine resultater nedover i kolonner. Raden og kolonnen som
inneholder navnene pa lagene er bare med for a holde orden slik at vi forstar
innholdet i figuren. Hva tallene forteller oss og hvorfor de star der de star
kommer vi inn pa straks.

Ved & sette alle tallene fra figur inn i en 10 x 10-matrise vil vi fa en
scorematrise. Rekkefglgen pa lagene vil veere den samme i alle scorematrise-
ne jeg lager. Diagonalen inneholder natrulig nok nuller fordi dette er kamper
hvor lagene mgter seg selv (som ikke er mulig).

Fra Figur 2.1] far vi scorematrisen A:

DN = WHEDNDNDWDND O
— W NN R OD
W W N ON
W OO WONDDODNDNDO
= =N O OO W
O = kWO TtW W
W WO Ut Wt Wk N
N O JWWwo w3
—_
N O Ut WO = DN DN Ot
O W UL o N O ~J W ot

Scorematrisen A inneholder som nevnt resultatene fra fgrste runde av
Get-ligaen 15/16. Matrisen bestar av elementene [a;;] hvor i representerer et
“radlag” og j representerer et "kolonnelag”. Dersom lag i spiller mot lag j vil
a;; veere antall mal lag ¢ scorte pa lag j, og aj; vil veere antall mal lag j scorte
pa lag 7. Du kan ogsa tenker pa en annen mate ved at a;; er antall mal lag j
slapp inn mot lag ¢, og motsatt for aj;.

Eksempel 2.2.1

Vi ser pa kampen mellom Legrenskog(lag 2) og Frisk(lag 3), den kampen
endte 2 — 1 til Lorenskog, det kunne vi ogsa sett ut i fra matrisen A
ved at Q93 = 2 0g a3y = 1

Vi vet na at a;; er antall mal lag ¢ scorer mot lag j, da vil dette bety at
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radsummen til lag ¢

10
Z a;; = Antall mal lag 7 har scort totalt
j=1

Radsummene vil altsa veere antallet mal et lag har scort i den forste runden.
Pa tilsvarende mate vil kolonnesummen til lag j veere antal mal lag j har
sluppet inn i lgpet av den forste runden. Antall scorte mal og antall innslup-
ne mal for hvert av lagene i den fgrste runden kan bli sett pa som rad- og
kolonnesumvektorer:

Roa=[44 33 29 35 24 27 33 23 16 14 |
Sa=[16 21 24 22 19 23 29 37 34 53]

Her vil da R4 veere antall scorte mal og S4 veere antall innslupne mal. Rekke-
fglgen pa tallene forteller oss hvilket lag tallene hgrer til. De to forste tallene
44 og 16 hgrer til © = 1 og j = 1 som vil si at dette er scorte og innslupne
mal for Stavanger. Dersom vi na gnsker & gjore en kjapp rangering av lagene
hvor vurderingsgrunnlaget er R4 og S4 kan vi f.eks. gjore som i fglgende
eksempel:

Eksempel 2.2.2
Vi gnsker a se pa forskjellen mellom r; og s; nar ¢ = j for a finne
malforskjellen lagene har etter ni spilte kamper.

Ri—S4=[28 12 5 13 5 4 4 —14 —18 -39 |

Det beste er & ha stor positiv malforskjell altsa at r; — s; er et stort
positivt tall. Derfor far vi denne rangeringen, hvor det beste laget star
forst:

(1 423567389 10)

Vi husker at Stavanger = nr 1, Lgrenskog = nr 2 osv. fra tabell
Sammenligner vi denne rangeringen med tabell ser vi faktisk at et
par av lagene har byttet plass.

Ut i fra scorematrise A kan vi ogsa rangere lagene pa andre mater en den
brukt i eksempel 2.2.2] som vi snart skal se.
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Pa samme mate som jeg lagde matrisen A ut i fra tallene i Figur kan
man lage andre scorematriser hvor elementene a;; betyr andre ting enn “an-
tall mal radlaget scorte mot kolonnelaget i forste runde”. Vi skal blant annet
se pa matriser hvor a;; betyr:

Antall mal radlaget ¢ scorte mot kolonnelaget j i runde 2,3,4 og 5

Antall mal radlaget ¢ scorte mot kolonnelaget j totalt i hele sesongen

Antall kamper radlaget ¢+ har vunnet mot kolonnelaget j

Antall poeng radlaget ¢ har tatt totalt i de fem kampene mot kolonne-
laget 7.

Hva a;; betyr i scorematrisen er avhengig av hva vi gnsker & vurdere la-
gene pa bakgrunn av. Rangeringene kan variere veldig pa bakgrunn av hva
a;; betyr, derfor ma vi alltid veere presise nar vi diskuterer rangeringene. Vi
skal na se naermere pa hvordan vi kan rangere lagene.

2.3 Offens-Defense Modellen(ODM)

En rangeringsmodell gir oss en vurdering av objekter som ender med en
rangering av objektene. Mange matematikere har gjort arbeid innenfor dette
feltet, derfor finnes det mange modeller og metoder for rangering. De fleste
av disse metodene bygger pa tolkning og vurdering av scorematriser. Score-
matrisene behgver ikke veere bygget opp pa samme mate som den vi sa pa i

kapittel

Vi skal na se nermere pa rangeringsmodellen fra [4] kjent som Offens-
Defens Modellen(heretter ODM). Vi ender opp med at ODM baserer seg pa
algoritmen og teoremet til Sinkhorn og Knopp fra kapittel [I.5] Scorematri-
sene ODM anvendes pa er bygget opp slik at hvis lag ¢ spiller mot lag j vil
a;; vere antall mal lag 7 scorte pa lag j, eller om du tenker motsatt sa vil
a;; veere antall mal lag j slapp inn nar de spilte mot lag i. Hvert element
a;; 1 scorematrisen kan enten ses pa offensivt som mal lag ¢ har scort eller
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defensivt som mal lag j har sluppet inn. Det er denne tvetydigheten ODM
bruker for a4 vurdere lagene.

ODM vurderer og rangerer lag ut i fra hvor godt laget totalt sett er. Ifgl-
ge ODM reflekteres hvor godt et lag er gjennom deres offensive og defensive
kvaliteter. Modellen gir lagene en offensiv vurdering og en defensiv vurde-
ring, for vurderingene samkjgres og vi far en total vurdering av lagene som
igjen gir oss en rangering av lagene.

Et lag med en god offensiv vurdering har evnen til a score mange mal, og
et lag med en god deffensiv vurdering vil slippe inn fa mal. Det er viktig a
fa med seg og forsta at dette betyr at det beste offensive laget vil ha en hgy
offensiv skar(o; vil ha en stor verdi), mens det beste defensive laget vil ha en
lav defensiv skar(d; har liten verdi).

Vi ser for oss en n x n scorematrise A = [a;;], da vil den offensive vurde-
ringen til lag ¢ beregnes slik:

0; = a;1(1/dy) + apn(1l/ds) + ... + ain(1/d,) (2.2)

Hvor d; er den defensive vurderingen til lag j. Den defensive vurderingen til
lag 7 er definert som:

dj = a1;(1/01) + azj(1/03) + ... + anj(1/0n) (2.3)

Vi ser altsa at den offensive vurderingen o; og den defensive vurderingen
d; er gjensidig avhengige av hverandre. Vurderingene tar hensyn til hvilket
lag man scorer og slipper inn mal mot. Dersom d; er det beste defensive laget
(di < d; for alle j) sa vil laget som skarer mot lag 1 fa en hgyere offensiv vur-
dering o; enn om de skarer mot et darlig defensivt lag, det vil atlsa "telle mer”
a score mot et defensivt bra lag. Fra og det vi vet om scorematrisen er o;
en sum av alle malene lag ¢ har scort, pa samme mate er d; en sum av alle
malene lag j har sluppet inn. o; er en radsum og d; er en kolonnesum, men
de er ikke helt like de radsummene og kolonnesummene vi s& pa i kapittel [I.1]

Forskjellen mellom [2.2 og 2.3 og vanlige rad- og kolonnesummer er (1/d;)
og (1/0;), disse verdiene som multipliseres med hvert ledd blir & regne som
"vekter” for hvert ledd. Det er altsa disse som gir oss en betegnelse pa hvor
bra prestasjon det er a score mal eller ikke slippe inn mal mot et bestemt lag
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1 eller j. Denne "vekten” forteller oss hvor bra det laget som scorte mal eller
slapp in mal er vurdert, slik at o; og d; kan forstas som en vektet sum av
antall mal scort og sluppet inn. Det er disse vektene som sgrger for at den
offensive vurderingen av et lag vil gke mer om man scorer mot det defensivt
beste laget enn om man scorer mot det defensivt darligste laget. P4 samme
mate virker de om man slipper inn mal mot det offensivt beste laget kontra
det offensivt darligste laget. Det er altsa disse vektene som gjor at rangerin-
gen ikke bare baserer seg pa en total malforskjell.

Fra ODM far vi ut o; og d; for alle 7,5 < n, vi putter alle vurderingene
inn i to vektorer o = (01 09 ... 0,) ogd = (d; dy ... d,). Under folger
formlene som ma brukes for a finne de offensive og defensive vurderingene av
lagene ut ifra scorematrisen A = [a;;]. For at formlene skal veere fornuftige
mé jeg forst definere at 1/d® og 1/0® er lik folgende kolonnevektorer:

1/d® = (1/dy 1/dy ... 1/d,)T
1/0® = (1/oy 1/0y ... 1/0,)T

Offens-Defense Modellen:

1
k) _
o) = A (2.4)
1
(K) — AT

Fra [4] ser vi at for & lgse dette systemet ma vi sette inn en initialverdi,
sa for k = 1 vil d; = 1 for alle j. I praksis betyr dette at vi starter med
a vurderer alle lagene til a4 ha like gode defensive kvaliteter. Vi far altsa
d9=(11 .. 1)ogo® = A ;- Vi ma deretter l@senér k =1 og finne

d® for si & finne 0® og fortsette slik for flere k.

Nar vi lgser og for lave k vil dette bare veere tilnzermede vurde-
ringer av lagene, fordi vi begynte med en initialverdi. Dersom vi fortsetter a
lgse 0g annenhver gang for hgyere k sa vil o®) og d® konvergere mot
a bli vurderinger av de offensive og defensive kvalitetene til lagene. Hvorfor
det er slik at de konvergerer skal vi straks se pa, men jeg kan avslore at det
har noe med Sinkhorn-Knopp algoritmen a gjgre.
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Jeg har laget et program som bruker ODM til & finne den offensive og
defensive vurderingen av lag, ut i fra en scorematrise, dette programmet
kan du se i vedlegg [A.2] det er mistenkelig likt probrammet som omhandler
Sinkhorn-Knopp algoritmen i[A.1]

Vi ser pa et eksempel av hvordan de offensive og defensive vurderingene
vil konvergerer mot en tilnsermet korrekt vurdering. Lagene i eksempelet er
lag nr 1, 2 og 3, altsa Stavanger, Lgrenskog og Frisk. Vi gnsker & rangere
disse lagene ut i fra en scorematrise bestaende av deres innbyrdes resultater
i den forste runden i Get-ligaen, altsa de 9 elementene a,; hvor 7, j < 3, dette
blir 3 x 3 matrisen gverst til venstre i matrisen A fra kapittel 2.2]
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Eksempel 2.3.1
Resultatene fra forste runde er:

Stavanger — Lorenskog = 6 — 2
Stavanger — Frisk =4 — 3
Lorenskog — Frisk =2 — 1

Vi far scorematrisen @), og skal videre finne tilneermede verdier til de
offensive og defensive vurderingene av lagene ved a bruke ligningene

2.4 og 2.5

0 6
Q=120
31

O N

Vi har initialverdien:
d = a0 & & |=[11 1]

Deretter bruker vi ligningene fra [2.4 og 2.5] for flere verdier av k

o — [ QIO ]

10 4 4]

dD =gV ¢ ¢ ] =[125 085 09]

0@ = [ o@ o @

[
[
[ 11.5 3.82 3.57 ]
[

d? = [ 4@ 4@ ¢ | =[136 0801 0871 ]

En forelgpig offensiv rangering av lagene fra best til darligst far vi fra
den offensive vurderingen o?):

Offensiv rangering = (1 2 3)

En forelgpig defensiv rangering av lagene fra best til darligst far vi fra
den defenisve vurderingen d®:

Defensiv rangering = (2 3 1)

Vi har altsa brukt ODM og funnet en offensiv rangering og en defensiv
rangering av lagene.
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Na har vi kanskje forstatt hvordan vi kan finne en offensiv og en defensiv
rangering ut ifra en scorematrise, men hva er det egentlig som skjer med
scorematrisen A? og hvorfor konvergerer o®) og d®) nar k gker?

For a fa en helhetlig forstaelse av det som skjer ma vi igjen ga tilbake
til likning og se at nar vi finner o; for alle 7 vil alle elementene i sam-
me kolonne j fra A multipliseres med den samme "vekten”(skalaren) (1/d;).
Denne vekten representerer hvor godt defensivt et lag vurderes til a vaere.
(1/d;) vil i de forste iterasjonene ikke veere helt korrekt fordi vi startet med
en initialverdi. Vi brukte denne initialverdien til a finne o; som vi igjen ma
bruke for & finne en ny d;. Etterhvert som vi fortsetter a gjenta prosessen
vil denne vekten bli mer og mer riktig. Det samme vil da gjelde for vekten

(1/0;) fra likning

Nar vi regner ut o; som vi fra tidligere vet er en radsum, ser vi na at
dette vil veere en radsum av en kolonneskalert matrise A. P4 samme mate
vil likning vaere en kolonnesum av en radskalert matrise. Fra kapittel
vet vi at nar en matrise skaleres sa vil dette tilsvare at matrisen mulitpliseres
med en diagonalmatrise fra hgyre eller fra venstre. Scorematrisen vil i de to
tilfellene vaere skalert av skalarene (1/d;) og (1/0;). Ser vi na pa [2.4] og
ser vi at disse ligningene minner veldig om det som skjer i Sinkhorn-Knopp
algoritmen i kapittel det er faktisk akkurat det samme.

Det er slik at o; og d; konvergerer mot a bli de inverse til elementene i
henholdsvis Dy og D, fra Sinkhorn-knopp algoritmen i kapittel I dette
kapittelet har vi ogsa snakket om at algoritmen vil konvergere sa lenge A
er en kvadratisk ikke-negativ matrise med total support. Slik vil det ogsa
vaere med D og D, de vil i algoritmen konvergere mot a bli diagonalma-
triser som forer til at D;AD, er dobbeltstokastisk. Derfor vil ogsa o) og
d® konvergere mot de inverse av elementene langs diagonalene til D; og
D,. Dersom scorematrisen A ikke har total support vil ikke de offensive og
defensive vurderingene konvergere fordi D; AD, ikke vil konvergere mot & bli
dobbeltstokastisk. Vurderingene o*) og d® vil da heller ikke gi noen som
helst mening.
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Eksempel 2.3.2

Vi skal se litt pa scorematrisen @ fra eksempel [2.3.1] Vi skal forst finne
den offensive 0o og defensive d® vurderingen av lagene ved hjelp av
vedlegg For vi skal kjgre matrisen @) gjennom Sinkhorn-Knopp
algoritmen i vedlegg og skrive ut D,QDy:

0 6
Q=120
31

O N

Etter & ha kjort Q gjennom vedlegg 22 ganger er vi forngyd fordi
0? og 0 endrer seg sveert lite for k& > 22:

o® = [ 12.3484 3.7397 3.3978 ]
d® = [ 1.4177 0.7802 0.8587 |

Na bruker vi Sinkhorn-Knopp algoritmen til a fa ut den dobbeltsto-
kastiske matrisen B = DiQ)Ds, det matte ogsa her 22 iterasjoner,
altsa 22 - 2 skaleringer til for B var dobbeltstokastisk i henhold til vare
betingelser:

0 0.6228 0.3772

0.3772 0 0.6228 | =
0.6228 0.3772 0
_1 0 0
12'3483 1 0 06 4 1.41177 . 0 0
3.7397 20 2 0 0.7802 0

Eksempelet viser at det er slik vi antydet, o og d er henholdsvis de
inverse til elementene i diagonalmatrisene D; og Dy som skalerer @) til
en dobbelstokastisk matrise B.

ODM ender altsa opp med a bli et matriseskaleringsproblem, dette er
fordi ODM gnsker & ta hensyn til hvilket lag man scorer eller slipper inn mal
mot. Vi skalerer altsa scorematrisen for a ta hensyn til hvor bra eller hvor
darlig lagene er offensivt og defensivt, representert i ODM som (1/0;) eller
(1/d;). o; og d; er som kjent radsummer og kolonnesummer og vi skalerer
scorematrisen med de inverse til disse summene, slik vi ogsa gjor i Sinkhorn-
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Knopp algoritmen. Poenget med denne skaleringen er at om et lag scorer 10
mal mot et bra lag skal dette pavirke den offensive vurderingen mer enn om
de scorer 10 mal mot et darlig lag. A score 10 mél mot en darlig motstan-
der kan faktisk ende opp med a ha sveert liten pavirkning pa den offensive
vurderingen din. Det er jo naturlig at det er slik dersom ogsa alle de andre
lagene i ligaen ogsa scorer 10 mal mot det darlige laget.

ODM tar faktisk ogsa hensyn til flere ting en hvem man scorer eller slipper
inn mal mot. Modellen er bygget opp slik at den ogsa tar hensyn til hvordan
laget du spiller mot har spilt mot de andre lagene i ligaen, sammenlignet
med hvordan du selv har spilt mot alle disse lagene. Dette er en konsekvens
av matriseskaleringen, nar vi far en dobbeltstokastisk matrise vil som jeg har
nevnt tidligere alle elementene representere ulike sannsynligheter for utfallet
av kamper. Vi har forelgpig ikke sett sa mye pa hva tallene i den dobbelsto-
kastiske matrisen forteller oss om lagene, men dette skal vi komme tilbake til
1 et senere kapittel.

ODM tar hensyn til utfallet av de fleste kampene samtidig nar den kom-
mer frem til en offensiv og defensiv vurdering. Det er faktisk ikke bare kampe-
ne til lag 7 som pavirker vurderingen til lag ¢, alle de andre kampene i ligaen
pavirker ogsa vurderingen til lag i. Det er nettopp dette som gjgr ODM til
en bra og fornuftig rangeringsmodell.

Fra flere eksempler og vurderingene o; og d; vet vi na at vi kan finne en
offensiv og defensiv rangering av lagene ved a se pa storrelsene til o; for alle ¢
og d; for alle j. Na skal vi se hvordan disse vurderingene kan kombineres pa
en naturlig mate slik at vi kan fa ut en total vurdering av lagene som ogsa
gir oss en total rangering. Den totale vurderingen r; av lag ¢ ut i fra o; og d; er:

Det vil altsa veere slik at laget med den hgyeste verdien pa r; vil veere det
laget som ODM rangerer som nr 1. Dette vil da veere det beste laget fordi de
har det stgrste forholdet mellom offensiv og defensiv vurdering. Rangeringen
fra o; eller d; vil ikke ngdvendigvis veere lik den vi far fra r;. Vi ser til slutt
pa et lite eksempel.
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Eksempel 2.3.3
Vi ser pa de offensive og defensive vurderingene av to lag for sa a finne
en total vurdering og rangering av disse to lagene.

Lag 1 Lag 2
01 = 10 09 =
dl = 4 d2 =

Vi ser ut ifra dette at lag 1 har best vurdering offensivt fordi o; > o0,
og lag 2 har den beste vurderingen defensivt fordi d; > ds, den totale
vurderingen av de to lagene blir dermed.

Lag 1 Lag 2
r=10/4=2.5 r9=16/2=3

Vi ser altsa at lag 2 har en hgyere total vurdering enn lag 1 og derfor
rangeres lag 2 som et bedre lag enn lag 1.

. J

Et lag som har en bra offensiv vurdering og en darlig defensiv vurdering
kan fort ende opp med a ha en darlig total vurdering, slike tilfeller skal vi
se narmere pa nar vi na skal anvende ODM pa egenproduserte scorematriser.

2.4 ODM anvendt pa scorematriser fra Get-
ligaen

For at vi skal kunne anvende ODM pa en scorematrise ma matrisen en-
ten vaere positiv eller ikke-negativ med total support. Dersom matrisen ikke
tilfredsstiller dette vil ikke ODM konvergere og vi ender ikke opp med noen
fornuftige vurderinger. Vi husker fra kapittel at om en matrise har total
support eller ikke til syvende og sist avhenger av hvor matrisen har null-
elementer og hvor mange nullelementer den har. De scorematrisene vi skal
se pa na inneholder naturlig nok nuller langs diagonalen, men de resterende
elementene vil inneholde fa nuller. Pa bakgrunn av at alle vurderingene kon-
vergerer sa vil dette bety at alle scorematrisene har total support.

Hva betyr det praktisk dersom en av scorematrisene ikke har total sup-
port? Hvis vi havner i en situasjon hvor et lag har spilt en hel runde i Get-
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ligaen uten a score eller uten a slippe inn mal sa vil scorematrisen ha en
nullrad eller nullkolonne. Da vil ikke matrisen ha total support. Jeg har aldri
hort om et slikt tilfelle sa vi behgver ikke bekymre oss for dette. Dersom en
scorematrise faktisk ikke har total support kan vi benytte oss av et vanlig
triks som innebarer og addere et lite positivt tall overalt, dermed er matri-
sen positiv og har total support. Dette tallet er veldig lite og pavirker ikke
vurderingene av lagene noe sarlig.

Vi skal straks se pa vurderingene og rangeringene vi far fra de ulike score-
matrisene i vedlegg som alle dreier seg om Get-ligasesongen 15/16. Jeg
vurderer & rangerer disse ved & bruke programmet i vedlegg[A.2] T tolkningen
av rangeringene vi far ma vi alltid huske hva rangeringen baserer seg pa. Et
lag er ikke ngdvendigvis bedre enn et annet selv om én av rangeringene sier
det, vi kommer tilbake til dette i diskusjonen av rangeringene litt senere. Nar
jeg rangerer lagene bruker jeg tall til a representere lagene, tallene fglger av
den offesielle rangeringen, altsa tabell 2.1} Det er ogsa denne rekkefglgen pa
lagene jeg sammenligner med nar vi diskuterer rangeringene. For a vaere helt
sikker pa at du forstar, er lagene og tallene satt sammen pa fglgende mate,
de har ogsa den samme rekkefglgen fra venstre i o og d:

= Stavanger Oilers

= Lgreskog IK

= Frisk Asker

= Sparta Sarpsborg
Valerenga Ishockey
= Storhamar Hockey
= Stjernen Hockey

= Manglerud Stars

= Lillehammer IK
Kongsvinger Knights

© 0 N G W N e
|

—_
o
|
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Antall mal scort og sluppet inn i 1. runde, scorematrise

0:[46.9 30.8 30.8 34.0 229 23.8 329 225 17.2 14.9}

Offensiv rangering = [1 4 72 36 589 10}
d=[060 075 1.0 072 0.65 0.79 1.1 12 1.3 1.8 ]

Defensiv rangering=[1 5 4 2 6 3 7 8 9 10|
rp =780 41.0 30.8 47.1 34.7 29.9 28.7 184 132 8.2 |

Total rangering=[1 4 2 5 3 6 7 8 9 10 |

Antall mal scort og sluppet inn i 2. runde, scorematrise

0:[30.0 44.8 235 31.6 233 20.0 164 19.3 26.6 16.2}

Offensiv rangering =2 4 1 9 3 5 6 8 7 10 ]
d=[055 063 0.62 1.19 099 0.74 1.27 1.281.39 1.33 |

Defensiv rangering:[l 326 5 47 8 10 9}
rp =541 710 37.7 264 234 267 128 149 19.0 121 |

Total rangering=[2 1 3 6 4 5 9 8 7 10 ]

Antall mal scort og sluppet inn i 3. runde, scorematrise [A.3

02[45.5 31.2 29.6 33.3 23.8 26.6 36.2 24.6 28.2 17.5}

Offensiv rangering=[1 7 4 2 3 9 6 8 5 10 ]
d=1[093 088 0.75 0.90 0.65 0.72 1.48 1.21 121 1.23]

Defensiv rangering:[f) 6 3 2419 8 10 7}
r3:[48.5 354 39.0 36.6 36.2 36.7 24.3 20.2 23.3 14.2}

Total rangering=[1 3 6 4 5 2 7 9 8 10|
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Antall mal scort og sluppet inn i 4. runde, scorematrise

o=[267 240 250 47.0 26.6 415 358 183 22.0 10.3 ]
Offensiv rangering=[4 6 7 1 5 3 2 9 8 10|
d=1[034 081 1.00 1.01 056 0.70 1.13 1.78 1.04 1.64 ]
Defensiv rangering:[l 56 23 49 7 8 10]
r,=[782 294 248 465 469 58.7 315 102 21.1 6.3 ]
Total rangering=[1 6 5 4 7 2 3 9 8 10 ]

Antall mél scort og sluppet inn i 5. runde, scorematrise

o=[257 357 310 346 19.2 225 268 21.4 28.8 120 |
Offensiv rangering=[2 4 3 9 7 1 6 8 5 10 |
d=[054 0.75 053 1.36 0.83 0.97 1.31 0.83 1.00 1.93 |
Defensiv rangeringz[i% 12586 974 10]

rs = [ 47.4 47.0 57.7 254 231 232 203 25.7 28.8 6.2 |
Total rangering=[3 1 2 9 8 4 6 5 7 10 ]

Totalt antall mal scort og sluppet inn, scorematrise |A.6

o= [ 172 162 139 175 121 138 146 107 119 71 ]
Offensiv rangering = [ 142736 59 8 10 }

d= [ 0.60 0.78 0.79 1.03 0.73 080 1.25 1.25 1.16 1.56 ]
Defensiv rangering=[1 5 2 3 6 4 9 7 8 10 ]

rg = [ 283 207 175 169 165 172 116 85 102 45 }
Total rangering = [ 123645 79 8 10 ]

Her ser vi altsa hvordan lagenes offendsive vurderinger o, defensive vur-
deringer d og totale vurderinger r fgrer til rangeringer. Vi ma huske at disse
vurderingene og rangeringene kun baserer seg pa malene som er scort og
sluppet inn. Et lag vil ikke ngdvendigvis veaere bedre enn et annet selv om
det rangeres bedre, de vil bare ha et bedre forhold mellom scorte mal og inn-
slupne mal. Vi skal diskutere disse vurderingene og rangeringen mer i neste
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kapittel. Som nevnt tidligere kan vi ogsa sette opp scorematriser hvor a;;
betyr andre ting enn scorte mal. I vedlegg[A.3|finnes det et par scorematriser
som er litt annerledes.

Scorematrise er en scorematrise hvor a;; forteller oss hvor mange
ganger lag ¢ har vunnet mot lag j. Alle lagene mgter hverandre som sagt fem
ganger og da kan det vaere interessant a se pa hvor mange av disse oppgjgrene
hvert av lagene har vunnet. Det er nyttig a se pa denne vurderingen av lagene
fordi vi hittil bare har basert oss pa antall mal, men hvor mange mal et lag
har scort og sluppet inn forteller oss ingenting om hvor mange av de fem
kampene de har vunnet. Resultatene mellom lag ¢ og lag 7 kan i lgpet av de
fem kampene veere:

Lag 1 —Lag j
10-0
0-3
0—2
0—-1
0—-1

Dermed vil lag ¢ rangeres hgyere en lag j dersom vi ser pa antall mal, men
motsatt dersom vi ser pa antall seiere.

Scorematrise er en matrise hvor a;; forteller oss antallet poeng lag ¢
har tatt i lgpet av de fem kampen mot lag j. Denne matrisen forteller oss
litt om hvor jevne kampene har veert fremfor hvem som vant. Scorematrisen
gir oss kun en pekepinn pa hvem som vinner, altsa ikke om kampene
mellom lagne har gatt til ekstraperiode eller straffer. Derfor vil scorematrise
vaere en bedre beskrivelse av hvordan lagene har spilt mot hverandre.
Rangeringen av lagene ut ifra denne matrisen gir oss en pekepinn pa hvor
sterk prestasjon det er a ta poeng mot hvert av de andre lagene. Dersom vi
ser pa poengfordelingen mellom lag ¢ og lag 7 sammenlignet med lag [ og lag
m:
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Lag ¢ — Lag j Lag [ —Lag m
3—-0 2—-1
3—-0 2—-1
3—-0 2—-1
3—-0 2—-1
3—-0 2—-1

Her ser vi at bade lag ¢ og lag [ har vunnet alle sine kamper, men kampene
mellom lag [ og lag m ser ut til & ha veert mye jevnere enn kampene mellom
lag 7 og 7 i alle fall poengmessig. Vi skal na se pa rangeringene vi far fra disse
to scorematrisene.

Antall seiere og tap totalt, scorematrise [A.7]

o= [ 32.1 32.7 28.4 29.0 29.6 235 19.5 12.6 164 4.2}
Offensiv rangering = [ 21543679 8 10 }

d= [ 0.59 054 0.63 059 1.10 097 1.08 1.35 1.42 1.74]
Defensiv rangering = [ 214367589 10 }

r; = [ 53.8 60.5 44.7 49.1 26.8 242 18.0 9.3 11.5 2.4]
Total rangering=[2 1 4 3 5 6 7 9 8 10]

Antall poeng plukket mot hvert lag totalt, scorematrise [A.8

o:[101.5 98.8 85.7 86.6 84.6 70.0 64.0 39.3 43.3 12.5]
Offensiv rangering = [ 124356 798 10}
d:[0.49 0.55 0.66 0.61 1.17 0.86 1.15 1.36 1.44 1.73}
Defensiv rangering = [1 243675289 10}
r8:[206 176 129 141 72 80 55 28 30 7}

Total rangering=[1 2 4 3 6 5 7 9 8 10 ]

Til slutt i dette kapittelet gnsker jeg bare a se pa en litt artig vurdering
og rangering av lagene. Vi vet jo som sagt at alle lagene spiller 45 kamper
hvor 5 er mot hvert av de 9 lagene. Dette betyr at det ikke vil vaere balanse
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mellom antallet hjemme- og bortekamper, og noen lag vil kanskje ha en liten
fordel av oppsettet mellom lagene. I scorematrise vil a;; vere antallet
hjemmekamper lag ¢ har spilt mot lag j, og vi ender opp med folgende ran-
gering av lagene:

Antall hjemmekamper spilt mot hvert lag, scorematrise

o=[2204 2299 2295 2299 22.04 2286 22.04 22.95 22.04 22.04 |
Offensiv rangering=[2 4 3 8 6 1 5 7 9 10 ]

d=[1.02 098 097 098 1.02 0.97 1.02 0.97 1.02 1.02 |

Defensiv rangering:[?) 6 8 2415 79 10}

ro = [ 21.60 23.42 2342 2341 21.60 23.42 21.61 23.42 21.60 21.61 ]
Total rangering=[2 3 6 8 4 7 10 1 5 9]

2.5 Tolkning av rangeringene

Som vi ser far vi ut vurderinger og rangeringer fra alle scorematrisene i
vedlegg [A.3] men hvordan kan vi tolke denne informasjonen om lagene og
ikke minst hva kan vi bruke den til? Det vi generelt kan se fra kapittel [2.4] er
hvordan de forskjellige offensive, defensive og totale vurderingene og range-
ringene til hvert lag varierer avhengig av hva vi baserer scorematrisen pa.

Det er fort gjort a kun se pa de ulike rangeringene av lagene og trekke
konklusjoner ut ifra disse, det ma vi veere litt forsiktige med & gjore. Rangerin-
gen forteller oss bare om rekkefglgen pa stgrrelsene til de ulike vurderingene,
den sier oss ingenting om hvor like eller ulike vurderingene til flere lag er.
Dersom vi ser pa den defensive vurderingen i tredje runde, fra scorematrise
kan vi se at bade lag 8 og 9 har sveert like vurderinger, men vi range-
rer lag 9 foran pga desimalene lenger bak komma. Vi ma derfor alltid se pa
vurderingene samtidig nar vi diskuterer rangeringene, som vi sa tidligere sa
er det vurderingene som inneholder all informasjonen. Na skal vi se pa hva
de ulike vurderingene og rangeringene forteller oss og om vi kan trekke noen
handfaste konklusjoner ut i fra de resultatene vi sa i kapittel

Rangeringer fra malmatrisene, til
Totalt har vi kommet frem til 18 vurderinger og rangeringer som baserer
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seg pa antall mal scort og sluppet inn for de forskjellige lagene. De lagene
som rangeres hgyt i disse rangeringen vil ha evnen til & score mange mal,
selv mot gode lag, og slippe inn fa mal. Dersom et lag rangeres lavt i denne
rangeringen vil det bety at laget slipper inn mange mal mot de fleste og har
store problemer med & score mal dersom motstanden blir for god. Vi ser at
de lagene som rangeres hgyt ifglge tabell ogsa rangeres hgyt i disse ran-
geringene, sa rangeringne er ikke helt haplgse selv om de kun baserer seg pa
antall mal scort og sluppet inn. Det er veldig mye man kan se og mene ut ifra
disse rangeringene og jeg skal ikke ga igjennom alt na, men noen ting er verdt
a legge merke til. Vi kan blant annet se at lag 1 rangeres som nr i totalt 11
av de 18 rangeringene, sa dette laget er klart best nar det gjelder antall mal
scort og sluppet inn. Lag 10 rangeres som nr 10 i 16 av de 18 rangeringene
og er tydelig darligst. Vi ser at lag 9 rangeres foran lag 8 i rangeringen fra
det totale antall scorede mal, det er ikke sa rart ettersom lag 9 rangerers
foran lag 8 i 13 av de 18 rangeringene. Vi ser ogsa at lag 4 rangeres veldig
hgyt i alle de offensive rangeringene, men pa grunn av darlige defensive ran-
geringer sa rangeres det som nr 5 i den totale rangeringen. Lag 6 er et lag
som rangeres overaskende hgyt i den totale rangeringen, de rangeres som nr
4, dette skyldes enkelt og greit at de har veert rangert i topp fire 8 av de 18
rangeringene, samtidig er de rangert i bunn fire i 4 av de 18 rangeringene. Sa
som en liten konklusjon av disse rangeringene vil jeg si at lag 6 og lag 9 har
gjort gode sesonger malmessig, men har ikke klart a skaffe seg de avgjgrende
poengene slik at de kan klatre oppover pa den offesielle tabellen fra tabell 2.1]

Rangeringer fra seiersmatrisen,
Jeg nevnte i kapittel at det ogsa kunne veere lurt a rangere lagene med
hensyn til hvor mange kamper de har vunnet og tapt. Nar vi studerer den
totale rangeringen fra matrise var det ingen kjempe store overaskelser
sammenlignet med den offesielle rekkefglgen fra tabell 2.1 Vi ser altsa at de
"beste” lagene er de som ogsa vinner flest kamper, noe som er naturlig, og
de "darligste” vinner faerrest kamper. Lag nr 10 er ogsa her desidert sist, og
lag 9 rangerers igjen foran lag 8. Vi ser ogsa at lag 2 rangeres foran lag 1,
og lag 4 foran lag 3, fra tabell vet vi at det var tett mellom lagene, men
ikke at lagene ville rangerers slik. Denne rangeringen ma bety at lag 2 har
vunnet flere kamper mot anntatt bra motstand enn det lag 1 har gjort, og
tapt feerre kamper mot anntatt darligere motstand, pa samme mate er det
med lag 4 i forhold til lag 3. Lag 2 og 4 har dessverre ikke klart a fa med seg
nok poeng i de kampene de har vunnet til a ga forbi pa den offesielle tabellen.
Den store overaskelsen fra denne rangeringen er den offensive og defensive
rangeringen til lag 5, deres offensive vurdering er bra mens deres defensive
er darlig, dette betyr at de har vunnet mange kamper mot bra motstandere
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og den offensive vurderingen har fatt et lgft, men sa har de ogsa tapt flere
kamper mot relativt darlig motstand som betyr at deres defensive vurdering
gker, sa den defensive rangeringen synker. Dermed ender de totalt sett opp
midt pa treet, der de "hgrer hjemme” ifglge tabell

Rangeringer fra poengmatrisen,

Den offensive rangeringen viser oss om det er lag som har tatt mange poeng
mot relativt bra motstand, mens den defensive rangeringen viser oss om det
er lag som har tapt poeng mot relaitvt darlig motstand. Vi ser at denne
totalrangeringen er veldig lik rangeringen fra tabell noe som ikke er sa
merkelig siden begge baserer seg pa poeng. Lag 4 og lag 3 hadde like mange
poeng ifglge tabell og det er jevnt mellom disse lagene i denne range-
ringen ogsa. Lag 4 rangeres hgyere ifplge ODM fordi de har gjort det bedre
poengmessig, altsa tatt flere av sine poeng mot relativt bra motstand sam-
menlignet med lag 3. Vurderingene til lag 5, 6 og 7 er forholdsvis gjevne som
ogsa kan gjenspeiles av tabell og igjen sa rangeres lag 9 sa vidt foran lag
8, med lag 10 pa en klar sisteplass.

Rangeringer fra hjemmekampmatrisen,
Den siste rangeringen vi gjorde i kapittel rangerer lagene ut ifra antall
hjemme- og bortekamper. Nar vi skal tolke disse rangeringene ma vi ga ut
ifra at alle lagene er like gode offensivt og alle lagene er like gode deffensivt,
men at alle lagene vil ha en liten fordel nar de spiller hjemmekamper. De
fem lagene som rangeres forst har liten forskjell i vurdering, men fra de fem
forste ned til de fem siste er det en reell forskjell. Dette betyr dermed at
fem lag har hatt en liten fordel i Get-ligasesongen 15/16 pa grunn av hvor
kampene har blitt spilt. Lag 2, 3, 4, 6 og 8 har spilt én hjemmekamp mer
enn de resterende lagene og hadde ut ifra ODM en antatt liten fordel av dette.

2.6 Kan en kombinasjonsranging forutse ut-
fallet av en kamp?
Vi har til na sett litt pa flere rangeringer av lagene i Get-ligaen pa bak-

grunn av forskjellige kriterier, sa spgrsmalet blir: Hva kan disse rangeringene
brukes til?

En naturlig mate & anvende en rangeringsmodell innenfor sport er ved a
forsgke a forutse utfallet av kommende kamper. Vi kan bruke vurderingene og
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rangeringene og sammenligne de to lagene som mgtes, deretter ma vi gjgre et
par antagelser og kommer frem til at det best rangerte laget mest sannsynlig
vil vinne kampen. Vi ma jo ogsa huske at selv om et lag rangeres bedre enn
et annet vil det ikke veere sikkert at det faktisk er sa veldig mye bedre, det er
litt avhengig av hva vi rangerer lagene ut ifra og sterrelsesforskjellen mellom
vurderingene.

De forskjellige rangeringene gir oss forkjellig informasjon om lagene. Ba-
serer rangeringen seg pa antall scorte mal i Igpet av sesongen vil den ikke
fortelle oss noen ting om hvordan enkeltkampene har gatt eller hvem som
vinner over hvem. For a fa en forstaelse av dette ma vi se pa rangeringen
som baserer seg pa antall seiere, eller antall poeng. Disse vil igjen ikke si oss
om et lag er mye bedre enn et annet eller om de bare er litt bedre, da ma vi
se pa rangeringen med hensyn pa antall mal igjen.

Jeg mener pa bakgrunn av dette at det er vanskelig a forutse utfallet
av en kamp, dersom vi kun tar hensyn til én vurdering eller rangering. Jeg
kommer na med en alternativ rangeringsmetode av lagene som baserer seg
pa alle vurderingene vi har funnet ved hjelp av ODM. Jeg gnsker & kom-
binere de ulike vurderingene og sitte igjen med en total vurdering som gir
oss en total rangering av lagene. Jeg kaller denne rangeringsmetoden for en
kombinasjonsrangering. Kombinasjonsrangeringens algoritmen vil vaere a ta
vurderinger vi far ODM og komponentvis multiplisere alle med hverandre
slik at alle vurderingene blir pavirket av hverandre. Vi sitter da igjen med en
total vurdering som baserer seg pa flere andre vurderinger. Kombinasjons-
rangeringen anvendt pa vurderingene fra kapittel blir:

R:I'1'1'2'1'3'1'4'1'5'1'6'1'7'1’8'1'9

5.1884628 0.7466837 0.1560201
R = 0.1505187 0.0224020 0.0317932 1016
0.0014617 0.0000795 0.0002753 0.0000001

Total kombinasjonsrangering = [ 123465 79 8 10}

Det er flere av disse rangeringene som baserer seg pa det samme, slik som
at r¢ pa en mate er en sum av r; for ¢ fra 1 til 5. Jeg tenker at dette bare
er bra for resultatet fordi alle rangeringene vurderer lagene pa bakgrunn av
litt forskjellige ting som betyr at ingen er helt like og jeg vil ha med sa mye
data som mulig. ry til r5 baserer seg pa antall mal, men er litt pavirket av
hvem som vant de forskjellige kampene fordi alle tallene i de opprinnelige
scorematrisene baserer seg pa mal scoret i én kamp. rg baserer seg pa mal
scort totalt som ogsa kan veere en fornuftig mate a rangere lagene etter.
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Dersom vi na studerer denne vurderingen vi fikk av lagene ser vi at det
er sveert lite som skiller lag 3 og 4, akkurat slik var det ogsa ifplge tabell [2.1]
Det andre vi kan se er at det virker som lag 6 og lag 9 gjorde bedre seson-
ger enn det tabell viser. Bortsettfra disse sma justeringene er jeg forngyd
med rangeringen jeg fikk, selv om det fortsatt er vanskelig & bruke denne til &
forutse utfallet av fremtidige kamper. Det er forskjellen mellom vurderingene
til hvert av lagene som blir avgjorende nar det kommer til a forutse utfallet
av kamper. Dersom denne forskjellen er liten vil det mest sannsynlig bli en
jevn kamp, men dersom forskjellen er stort er det sannsynlig & tro at laget
med den hgyeste vurderingen vil vinne kampen.

Som en siste notis, gnsker jeg bare a papeke at vi i ikke 1 noen av range-
ringene har tatt hensyn til viktigheten av kampene. Dersom et darlig rangert
lag ma vinne en kamp mot et godt lag for a ikke rykke ned, samtidig som
det gode laget ikke har noe a spille for, kan det tenkes av det antatt svakeste
laget vinner selv om alle rangeringer sier noe annet. Det er ogsa mange andre
aspekter vi ikke har tatt hensyn til, slik som om ngkkelspillere er skadet eller
ikke spiller osv. Noen antagelser ma man bare ta nar vi skal prove a forutse
utfallet av kamper.

2.7 Tolkning av elementene i en dobbeltsto-
kastisk matrise

I denne oppgaven har vi sett pa rangeringer og vurderinger av lag ut ifra
ulike scorematriser. Dersom scorematrisen multipliseres med to diagonalma-
triser hvor elementene langs diagonalen er de inverse til den offensive og den
defensive vurderingen fra ODM vil vi fa ut en dobbeltstokastisk matrise, det-
te sd vi pa i kapittel 2.3] Na gnsker jeg & se litt pa hva elementene i disse
ds-matrisene faktisk betyr og om de kan tolkes fornuftig.

Elementene i scorematrise viser oss det totale antallet mal lag i
har scort pa lag j, den dobbeltstokastiske matrisen vi far dersom vi bruker
Sinkhorn-Knopp algoritmen pa denne matrisen er:
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0 0.16 0.08 0.12 0.10 0.10 0.07 0.11 0.08 0.14 ]
0.16 0 0.13 0.10 0.08 0.12 0.08 0.07 0.11 0.12
0.14 0.03 0 0.11 0.17 0.12 0.10 0.09 0.09 0.10
0.12 0.13 0.09 0 0.09 0.14 0.09 0.14 0.08 0.09
0.12 0.08 0.14 0.12 0 0.11 0.11 0.13 0.10 0.06
0.04 0.13 0.12 0.12 0.07 0 0.12 0.10 0.16 0.10
0.11 0.11 0.06 0.12 0.10 0.12 0 0.13 0.11 0.11
0.09 0.12 0.08 0.07 0.12 0.08 0.15 0 0.12 0.14
0.11 0.10 0.14 0.09 0.10 0.08 0.13 0.11 0 0.10

| 0.09 0.10 0.12 0.10 0.13 0.10 0.11 0.10 0.12 0

Vi vet at elementene i en stokastisk matrise representerer sannsynlighe-
ter for at et utfall skal skje, avhengig av hvilken rad og kolonne elementet
er plassert i. Nar det er snakk om en ds-matrise vil ett element i matrisen
pavirke alle de andre elementene, alle elementene er altsd avhengig av hver-
andre. Vi vet at alle rad- og kolonnesummer er lik 1, dermed kan det tenkes
at elementene representerer ulike sannsynligheter for bestemte utfall.

Dersom vi forstar hva ett element forteller oss sa forstar vi hva alle for-
teller oss, derfor gnsker jeg a finne ut hva elementet a; ;o = 0.14 betyr. Dette
er plassen hvor scorematrisen har det antallet mal Stavanger har scort mot
Kongsvinger totalt denne sesongen. Stavanger scorte 181 mal totalt i ar og
Kongsvinger slapp inn 225 mal. Totalt i ar scorte Stavanger 40 mal mot
Kongsvinger. Prosentandelen av de malene Stavanger har scort pa Kongsvin-
ger utgjor:

Antall mal Stavanger har scort mot Kongsvinger 40 0.1778
Antall mal Kongsvinger har sluppet inn totalt ~ 225

Antall mal Stavanger har scort mot Kongsvinger 40
- = — = 0.2209
Antall mal Stavanger har scort totalt 181

Ingen av disse tallene er 0.14, som betyr at a; ;o ma representere noe annet
en akkurat disse forholdene. Det eneste vi vet om elementene i ds-matrisen
er at de ma handle om scorede mal og inslupne mal og at alle tallene pavirker
hverandre. Etter a ha studert og sammenlignet ds-matrisen og den opprin-
nelige scorematrisen [A.6] 1 vedlegg [A.3] kan man se at der hvor det er stor
forskjell i elementene a;; og a;; i scorematrisen vil det ogsa veere en tydelig
forskjell mellom a;; og aj; i ds-matrisen. Pa bakgrunn av dette tenker jeg
at et element i matrisen er et tall som forteller oss noe om hvor sannsynlig
det er at lag 7 skal score pa lag j. Det vil ikke vaere en direkte sannsynlig-
het fordi tallet vil veere preget av hvor sannsynlig det er at lag ¢ skal score
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mot de andre lagene samtidig som det er preget av hvor sannsynlig det er
at lag j slipper inn mal mot de andre lagene. Med dette i bakhodet velger
jeg 4 runde av med den tanken at elementet a;; representerer den vektede
sannsynligheten for at lag ¢ skal score pa lag j. I tilfelle med Stavanger og
Kongsvinger hvor a; ;0 = 0.14 og ajp; = 0.09 vil jeg pasta at det er sann-
synlig a tro at Stavanger kommer til & score flere mal enn Kongsvinger i en
tilfeldig kamp. Pa samme mate vil det veere dersom vi ser pa en scorematrise
som baserer seg pa poeng, eller seiere. Helt til slutt vil jeg bare nevne at
dette dessverre ikke stemmer helt for alle lag. Dette mener jeg er pa grunn
av at alle elementene er avhengig av hverandre. Derfor ville jeg veert forsiktig
med a forsgke a bruke en ds-matrise skalert fra en scorematrise for a forutse
utfallet av fremtidige kamper. Dersom jeg skulle forsgke a forutse utfallet av
en kamp ville jeg heller basert tankegangen min pa de verdiene vi fikk fra
kombinasjonsrangeringen etter & ha vurdert lagene ved hjelp av ODM. Er
det stor forskjell mellom vurderingene to lag har kan det vaere sannsynlig &
tro at laget med best vurdering vinner, men igjen sa baserer dette seg pa om
vi har rangert ut ifra et sett med fornuftige scorematriser.
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A.1 Skalering av en matrise A til en dobbelt-
stokastisk matrise

clc
clear all

= 20;

= 5;

= randi (100,n)
= ones(1,n);
eps = 10°-11;

[ = B
|

for k=1:

sum(A?) ;

= diag(R.~-1);
D_1x%4;

sum (A)

= diag(s.~-1);
A*D_2;

sum (A?)

sum (A) ;

=

N

w0 wmk>Poo R N

R_test = norm(R - e);
S_test = norm(S - e);
if R_test < eps & S_test < eps
A
break
end
end




A.2.

ODM

A.2 ODM

clc

clear all

R O A WKW

100;

5;

randi (100,n)
ones (1,n);

= 10~-11;
ones(n,1);

k=1:K
k;
D_2 = diag(d."-1);
o = sum((A*D_2));
D_1 = diag(o."-1);
d = sum(D_1%4);
B = D_1%AxD_2;
R = sum(B?);
S = sum(B);
R_test = norm(R - e);
S_test = norm(S - e);
if R_test < eps & S_test < eps
B;
break
end

o./d
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A.3 Scorematrisene tilhgrende kapittel

Alle scorematrisene under er satt opp med samme struktur, det vil alltid
veere snakk om at a;; er et antall som lag ¢ gjorde eller hadde mot lag j. Vi
kan forsta det bedre ved a se pa det lille eksemplet i teksten til den forste
matrisen

Matrise viser det antallet mal som ble scort og sluppet inn i den
forste runden av Get-ligaen 15/16. Matrisen viser ogsa resultatene fra
denne runden. Vi kan altsa se at Lgrenskog slo Kongsvinger 13 - 1 fordi
az,10 = 13 0g aig2 =1
[0 6 4 10 322 7 5 5]
202 2434 1 2 13
310 2533 3 2 7
241 015510 1 6
204 2023 3 4 4
A= 124 0005 3 10 2 (A1)
322 3230 7 3 8
121 0243 0 5 5
233 0111 2 0 3
013 3103 1 2 0]

Matrise viser det antallet mal som ble scort og sluppet inn i den
andre runden av Get-ligaen 15/16.

o

— = N O =N RO

H NN O DO W
N = WO OO
— Ot W Wk O Wwotw
DO DD WO Ot N W
B = O O O NN WW
OO RO N W W
O J O W WUt w N w3
N O DN WU =~ O Ot
O = O WWOoON KR 3
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Matrise viser det antallet mal som ble scort og sluppet inn i den
tredje runden av Get-ligaen 15/16.

07343572212
204313545 5
400334236 4
544022561 4
442300543 0

A=19 4 2310444 4 (A.3)
143425046 5
131132704 3
303523430 4
1311120343 0

Matrise viser det antallet mal som ble scort og sluppet inn i den
fierde runden av Get-ligaen 15/16.

0343035632
1022125534
20031246 3 3
4740423546
1252032724

A=11 650104648 (A4)
1312350866
0232103036
1121134207
01122003710,
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Matrise [A.5] viser det antallet mal som ble scort og sluppet inn i den
femte og siste runden av Get-ligaen 15/16.
[0 313 4112 2 13]
503525125 3
2106 436 33 5
022037274 7
110504412 4
A=1002330623 6 (4:5)
340722022 4
311321402 4
1441305320 5
| 021102212 0]

Matrise viser det antallet mal som ble scort og sluppet inn totalt
i lgpet av alle de fem rundene i Get-ligaen.

0 22 12 23 13 14 16 24 17 40
16 0 17 17 10 16 18 15 21 32
12 4 0 17 18 14 19 17 15 23
13 19 13 0 12 20 22 31 17 25

9 8 14 16 0 11 17 20 15 12

4 14 14 18 8 0 21 18 26 23
10 13 7 19 11 15 0 24 20 26
10 7 8 10 7 21 0 16 24
10 14 12 9 8 20 17 0 20

6 7 8 7 6 10 9 10 O

=~ 00 O
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Matrise [A.7] viser en oversikt over antallet kamper som er vunnet og
tapt mellom lagene i lgpet av Get-ligaen 15/16. Den er bygget opp
slik at element a;; er antall seiere lag ¢ har over lag j.

03233652445
2052334445
3003434525
9320134545
99 140344 4 3

A=10922220345 4 (A7)
3111120235
1100113034
1131102204

(000021011 0]

Matrise [A.§ er bygget opp slik at a;; viser antallet poeng lag 4 har tatt
i kamper mot lag j i lopet av de 5 rundene i Get-ligaen.

09 610 11 15 7 13 13 15
6 015 7 8 9 11 11 13 15
90 0 8 12 8 12 14 8 15
58 7 0 4 10 10 15 12 15
47 31 0 9 11 11 12 9
06 7 5 6 0 10 13 14 13 (A-8)
84 3 5 4 5 0 6 9 14
24 1 0 4 2 9 0 9 12
22 7 3 3 1 6 6 0 12
(00 0 0 6 2 1 3 3 0
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Matrise [A.9] viser en oversikt over antallet hjemme- og bortekamper
i lgpet av Get-ligaen 15/16. Den er bygget opp slik at element a;; er
antall hjemmekamper lag ¢ hadde mot lag j.

[0 32322 2 2 3 3]
2032233323
3203332232
2320233323
3 323022232

A= 3 222303233 (4.9)
3232320322
32323322032
23232232203

|2 2323233 2 0 |
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