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Théordmes de finitude et d'annulation pour la
cohomologie des schémag en caractéristique p>0.

§ 0. Introduction

Dans (3), Grothendieck fait la conjecture suivante (13%.1.3) :

Soit k un corps algébriquement clos, et soit X un sous schéma

fermé de 1l'espace projectif P :IPkn sur k . On suppose que X

est equidimengionnel de dimension d et gue X est localement

une intersection ccocmpledte dans P. Montrer que pour tout faisceau

o

P N\ . i ™
cohdrent '} sur P-X , les groupes de cohomologie H™(P-X,} )

sont finis sur k pour i = n-d .

Dans (4), Hartshorne prouve cette conjecture lorsque k est de
caractéristique 0O et lorsque le fsisceau normal 4 X dans P
est ample (en particulier lorsque X est non singulier en carac-

teristique O0). De plus, Hartshorne montre le resultat suivant :

Theoreme : Soit X wun sous schéma fermé connexe de dimension

n

k L]
’ T

cohérent } sur P-X , on a

Alors pour tout faisceau quasi-

v

1de P =T

=1 (px, ) = 0 .

A ces enoncés globaux correspondent des enoncés locaux plus
géneraux concernant la "finitude" de groupes de cohomologie locale
dans un anneau régulier local., Notre intention est de démontrer
ici deux théordmes locaux qui auront pour corollaires la conjec-
ture de Grothendieck et le théoreéme de Hartshorne en caracteri-
stique p > 0 et qui plus généralement montreront que le problime
de la nullité de 1l'avant dernier groupe de cohomologie dans le cas

connexe est équivalent au probltme de sa finitude.
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Sur 1l'homomorphisme de Frobeénius.

Tous les anneaux considérés dans cette section sont noethériens

de caractéristique

Définition

Définition

Notation :

Proposition

Tols

1.2%

1.3

p >0,

Soit A un anneau de caractéristique p > 0 (i.e.

tel que %/pZ“> A). On appelle homomorphisme

de Frobénius, et on ecrit F : A ~> A , 1l'homo-

morphisme F(x) = %P pour tout x € A ., On ecrit

AF ltanneau A muni de la structure de A-aglgtbre

définie par F , c'est & dire gque pour x € AF
p

et a €A , ona a*x =a X o

Soit M un A-module. On appelle image réci-

progue de M par F , et on note F*M le

AF-deule Af ® M, clest 5% dire AT

®, M muni

de sa structure de A-module défini par 1'isomor-

phisme A ~ At

Pour la simpiicité de la rédaction, nous poserons
= k| . A~
M(o) M , et nous ecrirons M(I) le module

¥

Soit M un A-module de type fini : Considerons

une présentation finie de M

r, . r
(*) A T 25y %95 y—m>0

Soit (aij) la matrice de o . Alors

(*n) Ar1 Ep-@--> Aro —> My —> 0



n

ou Py est la matrice (ai? ), est une pré-

gentation finie de M(n) .

De plus, si A est local, de corps résiduel k

et si r, = rang, k ®A M, alors

it

T

o rangk k ®A M(n) .

I1 suffit évidemment de prouver la proposition pour n =1, On

applique le foncteur AF ®) - a(*) , et on oblient une suite éxacte

F
r, A"®,0 r
F T A F To
A. ®A_ JA. e 2 .A‘ ®A A. i 5> M(1) s O
Mais comme AF ®A v = F(p) = ai? , on trouve le résultat annoncé.

Lorsque A est local d'idéal maximal m , dire que r,= rangkk®AM,

c'est dire que «a € m pour tout i,j , donc c'est dire que

13
P - . . . . .

%53 € m pour tout 1i,J , donc c'est dire que r, = 1angk1<®A M(1).
Exemple 1.6: BSoit J un ideal de A , et soit XqseeeXgy UN

systeme de générateurs de J , alors (A/g)(n)

n
est egal & A/x? ,.,.,xg

Proposition 1.5: Le foncteur image réciproque par 1l'homomorphisme

de Frobenius commute & la localisation. De plus,

8i M est un A-module de type fini, alors

F*M a méme support que M .

La premiere partie de la proposition est une conséquence du fait
que pour tout idéal premier p de A , on a (Ap)F = (AF)p .
La deuxieme partie resulte de ce que si A est local de corps

residuel k , alors k ® AF # 0 .
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Proposition 1,6: $Si A est un anneau régulier, 1'image réciproque

par l'homomorphisme de Frobenius est un foncteur

exact., Autrement dit, pour toute suite éxacte

0 —>M' —> M —> M" —> 0

on obtient des suites éxactes

F est plat sur A , ce qui

I1 suffit évidemment de prouver que A
est un probleéme local. On peut donc supposer que A est un anneau
local, Mais alors prof AF = prof A implique que AF est plat

sur A (ceci méme lorsqgue AT nrest pas fini sur A4).

Proposition 1.7: Si A est un anneau régulier, pour tout A-moduile

de type fini M , 1l y a desisomorphismes (non

fonctoriels) :
Exti (M(n),A) ~ (Exti (M,A))(n) pour tout i .

En effet,

i L F Py . i i
Bxt) (M qy,4) = hXtiF (M ®, A%,4%) = (Bxty (M,4)) 8 A" .
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§ 2, Théortme de finitude en caracteristique p > 0 .

Théoretme 2,1: Soit T un anneau local régulier de caractéristique

p>0 .

Soit J un ideal de R et soit 1 wun entier

tels que :

1) Pour toute composante irreductible Y de

spec R/J , ona i < dimY.

2) Si U est l'ouvert complémentaire du point

fermé dans Spec R , alors R/J restreint & U

est 8, (condition de Serre),

Alors, 81 mn est la dimension de R , pour tout

o s

R-module de type fini M et pour tout entier

s 2 n-i , les groupes de cohomologie locale H? (M)

sont degs R-modules artiniens.

Lemme 2,25 Il suffit de prouver que H? (R) est artinien

oy

pour s 2 n-i ,
Raisonnons par récurrence descendante, ce que 1'on peut faire car
s
HY (+) =0 pour s >n . Supposons que H? (R) est artinien pour

s 2 n-1 , et que pour tout R-module de type fini M ’ H? (M) est

artinien pour s > r 2 n-i .

Soit N un R-module de type fini. TI1 éxiste une suite exacte
0 —>K —>R® —> § —> 0 .
On en déduit une suite exacte

H§ (R®) —> HE (N) —> Hg” (x) .

L= — —




Les deux modules exterieures de cette suite exacte & trois termes
étant artinien, il en est de méme du module centrale, et le lemme

est démontré.

Rappelons que H§ (R) = lim Exts (R/Jn,R) pour tout systeme

— s 2

n
d'idéaux Iy définissant dans R 1la méme topologie que les

puissances J" de 1'iddal J (i.e. tels que sour tout n , il

1
éxiste m tel que Qn >d, et J O gm pour m' 2 m),

Dans le paragraphe précédent nous avons défini J(e) comme 1'image
réciproque de J(e—1) par l'homomorphisme de Frobénius, en posant
J(o) =J . Comme R est régulier, par 1.6, on a J(e) = J(e_1)RF,

donc les J(e) forment un systéme d'idéaux de R .

Lemme 2,3 ¢ Le systéme d'idéaux J(e) définit dans R 1la méme

topologie que les puissances ge de 1'idéal J.

e e
El’l effet’ Si g;: (Q19.a.,flr), a]_OI‘S _J_(e) = (fY,.]p ,atoyarp ) 9

-] ere

[

. e
et on a évidemment J~ O J(e) et J(e)

Lemme 2.4 : Pour s 2 n-i, les modules Exts
2

de longueur finie pour tout e

Comme R est régulier, R/J(e) = (R/g)(e) . D'apreés 1.7, il y a

un isomorphisme
EXtE((R/g)(e),R) o (Extﬁ (R/Q,R))(e) .

Comme par 1.5, (ExtE(R/Q,R))(e) a méme support que ExtE (R/J,R),
il suffit finalement de montrer que ExtE (R/Q,R) est de longueur
finie pour s 2 n-i . Soit ¢ wun idéal premier non maximal de R.

On veut prouver que ExtS (R./JR ,R.) = 0 pour & Z n-i, On peut
Rq =4a"aq
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évidemment supposer J < g sinon 11 n'y a pas de probleéme. On

3

N

sait qu'on & prof(Rq/gRq) inf(i,dim Rq/gRq) . _
Soit ¢ = inf(dim Yi) » pour Y, composante irrcductible de R/J .
Alors codimension de Rq/qu dans Rq ¢st < n-c , donc

dim Rq/gRq > dim Rq - (n=-c) . On en deduit

prof(Rq/JRq) > inf(i,dim R, - (n-c))

q
donc ,

/4N

pdp (Rq/gRq)

sup(dim R, - i,n-c)
a a

. . . . s
et comme n-i > dim R, - i et n-i > n-c, Exth(Rq/gRq,Rq)= 0

pour s 2 n-i .

Lemme 2.5 : Soit E wun module dualisant pour R (i.e. une

enveloppe injective du corps residuel k de R) ,

alors les conditions suivantes sont dquivalentes :

S
1) HJ

2) HomR(H§ (R),E) est un module de type fini sur

(R) est artinien

le complété R de R pour 1'idéal maximal.

. S A
3) lim Homp(Bxty (R/J(e),R),E) est un R-module

G
E [de type fini.

1) <=> 2) est une dualité classique ((1), exposé IV). IL'équivalence
2) <=> %) est une conséquence immediate de 1'isomorphisme de fonc-

teurs 1lim Hom(.,E)~ Hom(lim -,E). .

Coraes e

Lemme 2,6 ¢ Dans la catdgorie des R-modules de longueur finie,

on a un isomorphisme de foncteurs:

Homp (+,B) = Ext§(~,R) .




En effet, ces deux foncteurs sont exactes et coincident sur le corps
residuel k de R , Cet isomorphisme est de plus canonique

((1), expose III).
Combinant les deux lemmes préoedénts, on constate que pour prouver

le théortme, il suffit de prouver gque pour s = n-i

. n S
<11m ExtR(ExtR (R/J(e),R),R)

est un R-module de type fini.

C'est une consequence immediate du lemme et de la proposition qui

suivent

Lemme 2.7 ¢ Soit k le corps résiduel de R , alors le rang

résiduel rang, k ®, Ext® (ExtS (R/J R),R) est
restaues x © “r “¥'p R (e)?™/s 8%t

indépendant de e .,

Dtaprés 1.7, 11 y a un isomorphisme
s
Extﬁ (Exth (R/J(e),R),R) ~ (Bxty (Exty (R/Q,R),R))(e) .

Mais, d'aprés 1.3, pour tout R-module de type fini M , et pour

tout entier e , on a rang, k QR M= rang, k QR M(e) ’

Proposition 2,8: Soit A wun anneau local de corps résiduel k .,

Soit (Me) un systéme projectif de R-modules

de longueur finie, & rangs résiduels bornés

; <
(i.e., tels que rang, k ® M < c) .

Alors 1im M, est un module de type fini sur le
G

e
completé A de A pour 17idéal maximal.
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Pour tout e , posons P_ = e'qelm (Me,mm> Me)

Comme les modules Me sont de longueures finies, le systeéme pro-
jectif verifie la condition de Mittag-Leffler, c'est & dire qu'on
a Pe = Tm (Me,——> Me) pour e'assez grand., On en déduit

rang, k ® Pe S ¢ pour tout e, On sait que les modules Pe

A
forment un systéme projectif surjectif tel que 1lim Pe = lim Me o

S Lo
On peut donc remplacer le systéme Me par le systéme Pe , autre-
ment dit, on peut supposer que le systéme projectif Me est surjec-
tif. Alors la suite rang, k ®A Me est croissante et borneé,
Donc en "“oubliant" un nombre fini de Me , ou peut supposer que
rang, k ® Me est constant egal & n , C'est & dire qu'on peut

supposer que les homomorphismes surjectifs
(¥) M, —>M_ (et 2 e)

definissent des isomorphismes

k®

N —_— k ® Me

Me' A
Considerons une surjection

N — R
A > Me >0 .
On peut alors relever 1l'application (*) en un diagramme commutatif

”-—-—>M —> 0

\T

En tensorisant par k , on obtient un diagramme commutatif

n ~
k' —>k QA Me —> 0

N

Tro®, M,




qui montre que k" —> k @A M est un lsomorphisme, donc que

e!
AN —> Me' est une surjection. On a donc un diagramme commutatif

0
N - —
A > Me > 0
1 |
AN > Mee*“"> 0

I1 existe une suite croissante d'entiers c(e) telsque si m est
1'idéal maximal de A , on ait g_ac(e)Me =0,
On peut donc factoriser le diagramme précédent en un diagramme
commutatif o) 0
f t
AT > An/gc(e)Aﬂ —> M —> 0
” A /'\

AN — An/go(e' R My, —> O

Soit K = Ker an/meledgn M, .

On obtient un systéme projectif de suites exactes:
0 —> K —> A“/y_lc(e)A“ —> M, —> 0

Tous les modules decrits ici etant de longueures finies, le systéme
projectif Ke verifie la condition de Mittag Leffler,

On obtient donc une suite exacte

0 ——> 1im K _ —> 1im A”/mc(e)A” —_—> 1im M —> O
e © P —— - < €

On a donc une surjection de A-modules

BN —> 1im M —> 0

S

et la proposition est démontreé.
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En corollaire du théordéme local de finitude en oaraotéristique

p > 0 , on obtient un théortme global de finitude en caractéristique
p , plus fort que le resultat general conjecturé par Grothendieck.
Ce théordtme, ou un resultat assez similaire a sans doute déja été

démontré par R. Hartshorne, par des methodes géometriques.

Théoretme 2.9 : Soit X un sous schéma fermé de 1'espace projectif
P =7 " sur un corps_de caractéristique p .

k
Soieut Xj les composantes irréductibles de X, et

soit d = inf dim Xj .
J
Supposons que X est S, avec iS4 (i.e pour

tout x € X , profG:X,X 2 inf(i,dimf?xﬁx)) .

Alors HS(P—X,/}) est un k-=espace vectoriel de

o —

type fini, pour tout faisceau cohérent T? sur

P-X , et pour tout entier s 2 n-i .,

De plus, pour les mémes valeurs de 8 ,

N
H%(P-X, F(r)) = 0 pour r assez grand.

Ona P =Proj A ou A est l'anneau gradué k[T _,...,T 1 .

Soit J wun ideal gradué de A definissant X , c'est & dire,

Ay

tel que X = Proj A/J . Posons B = A/J = K[t y00est, ], ol ty

est 1l'image de T, par la surjection 4 —> AJT

Lemme 2,170 ¢ Pour Jj = 0,1,,0.yn 4, oOn a

~ -1
Spec Btj ~ th[T,T 1.

Ce lemme egt démontré dans E.G.A chap 2, 8,3%.6,

Lenmme 2.11 ¢ Pour tout A-module de type fini M , les groupes

de cohomologie locale Hj (M) sont des A-modules

artiniens & support réduit & 1l'ideal maximal

@yseee,T,) pour s Z n+l-i,
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Par la classique récurrence descendante, que nous avons deja utili-
s€. pour prouver 2.2, on voit qu'il suffit de montrer que H? (A)
est artinien & support dans l'origine pour s 2 n+l-i .

On sait que HY (&) = lim Ext® (A/J JA), et que pour tout e
J P A (e) ’

e
le module Exti (A/J(e>,A) a méme support que Exti (A/J,0).

Montrons d'abord que H? (A) a son support réduit & 1'idéal maximal

pess)

(TO,.Q.,Tn) pour s 2 n+l-i. Pour cela, il suffit de montrer que
Extj (A/J,A) a son support réduit a (To”°”Tn) pour s 2 n+l-i,
Soit donc ¢ wun idéal premier de A different de (TO,..B,Tn) .

On veut montrer que

>

Exbi (Aq/gA ) =0 pour s Z n+l-i .

A

,‘H.
q a’q
On peut évi@pmment supposer que ¢q D J , et dans ce cas, il suffit

de prouver que dp, (Aq/JAq) < n+l-1i .
a

Rappelons que B = 4/J . Par le lemme 2,10, on voit que si q est

non maximal, on &

prof B inf (i, dim Bq) ,

>
q
et que s1i q est maximal, on a

prof B 2 inf(i+1, dim Bq) .

q

Donc si q est non maximal, on a

dp, Bq < sup(dim A

-i, dim A - dim B
. i, dim &y im q)

a

mais dim Aq—i < n+l-i car dim Aq < n+1

i - a1 = i . - - <
et dim Aq dim Bq codlmAq Bq S n-d < n+tl=d & nt+t-1i
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Par ailleurs, si q est maximal
dp, Bq < sup(dim Aq - (i+1), dim Aq - dim Bq) .

a

Mais dim Aq - @+ = n+1-(i+1) = n-i < n+l-i

: a4 - ; < p- -4 < -7
et dim Aq dim Bq = codim, Bq = n-d < ntlt-d s n+ti-1i o

)

Maintenant, comme H? (A) est & support réduit & m = (TO,O.Q,T

pour s 2 n+l-i , on a

n

L o

(%) H? (A) = G?A (Am) pour s 2 n+l-i .
m-—

v

Mais alors, Am est un anneau régulier local de dimension
n+l , et par 2?10 on volt que Am/gAm est Si dans 1l'ouvert
complementaire du point fermé de Spec Xm ,wavec i<dim Y pour
toute composante irreductible Y de Sp;c Am/gAm . On peut donc
appliquer le théortme local de finitude qui_prouve le lemme compte

tenu de (*) .

Le lemme étant démontré, le théordme 2.9 est une conséquence de la
suite exacte de cohomologie lccale, appliquée aux schémas projectifs

sur k .

En effet, on peut prolonger tout faisceau cohérent r”l:vsur P-X

en un faisceau cohérent sur P avec lequel on peut 1l'identifier
sans changer le sens du théoreme., BSi KF“ est un faisceau cohérent
sur P , on sait qu'il éxiste un A-module gradué de type fini M
le definissant. On a alors une suite exacte

0 —> HY (M) —> M —> ) H® (P-X,  (e)) —> H} @) —>0,
s é o




et des isomorphismes

J

V EY (PnX,fFF(e)) i~ HI"H (M) pour r 2 1 ,
2

On en déduit que ;‘HS (P-X, ¢>Ke)) est un A-module artinien &
a [\

support réduit & 1l'origine pour s Z n-i , donc que HS(P-X, k )

est un k-espace vectoriel de type fini pour s 2 n-i, et que

g® (P—X,/F"(e)) =0, pour s 2 n-i et pour e assez grand.
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§ 3, Relations avec la cohomologie des schémas formels.

Rappelons d'abord le résultat bien connu suivant qui est un corollaire

de E.G.A. Chap. 03, Prop. 13.3.1.

Proposition 3.1

Proposition 3,2

N

Soit X wun schéma noethérien, et soit X le

completé formel de X le long d'une partie

fermée Y de X , definie par un faisceau

N
d'idéaux coherents J de 6, . Soit F~ un

¢ . e~
faisceau cohdrent sur X et soit q§.=‘Tf/Jn+1 k
son

Soit U un ouvert de X et soit U

completé formel le long de Y N U .

Alors les homomorphismes canoniques

> 1im BX (U, F)

e n

.l N g
hy : H (U,<11m frﬂ

sont surjectifs pour i > O ,

. ~
De plus, si le systeme projectif (HT 1(U, kh»n

verifie la condition de Mittag-Leffler, alors

hi est un isomorphisme,

Soit R un anneau local complet de Corenstein

de dimension d.

Soit m 1'ideal maximal de R et soit E une

enveloppe injective du corps résiduel %k de

R (i.e. un module dvualisant de R ).

Boit J un ideal de R .

Posons U = Spec R - {m} et Y = V(J) NTU.

Alors, si 0 est le completd formel de U

le long de Y ,
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il y a une suite exacte :

d ~ dt-"']
0 —> HomR(HJ(R),E) > R —> r(U,@ﬁ)~>Iﬂmﬁgﬁi (R),E)=>0

o

et des isomorphismes :

. ~ S (141
HY (0, o) = HomR(Hi (i+ )(R),E) .

En effet, considerons le systéme projectif de suites exactes :

(#) 0 —> 1Y (R/I™) —> R/I™ —> r(U,R/L™) —> H] (R/Z%) —> o.

Comme le systéme projectif R/JT verifie (M.L) , on obtient, en
passant & la limite une suite exacte

(1) 0 —> lim H (R/I") —> R -——> T(0,05) —> lim 5! (R/J%) —> 0.
< &7 - me
N

De méme, Jles isomorphismes

(%) Hi(U,R/in) —t> H§+1(R/§n) ,‘ pour i =1,
danrent, en passant & la limite, des isomorphismes
(11) ;Efﬂiﬂhmgn):;EEE%H (R/T®)  pour i 21 .
Comme H; (R/01) est artinien pour tout ideal OC - de R et pour
tout ent;er 8§20, (¥) et (**) montrent que les systémes

projectifs (Hi(U,R/gn))n verifient tous (M.L).

Donc, par 3.1, on a (2) Hi(ﬁ, eﬁ) = lim Hi(U,R/gn) pour n =20 .
P
n

Le théortme de dualité locale donne des isomorphismes fonctoriels:

S d-s
Hm(-) = HomR(ExtR (¢y R),E) .
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s 2

I

Donc 1im B2 (R/Z™) = lim Homy(Ext3™°(R/I%,R),E)
P

I

n ~ Homp(Lim Ext3 ®(R/J",R),E)
—

(%) n o HomR(Hg’S(R),E) .

En combinant (1), (2), (3) on trouve la suite exacte, et en com-

binant (1'), (2), (3) on trouve les isomorphismes,

Corollaire 3.% ¢ Soit R un anneau local complet de Corenstein

de dimension 4 . Soit U 1'ouvert complémen—

taire du point fermé dans Spec R. Soit J un

idéal de R . PSoit r un entier tel gue

o&sr 24,

Les conditions suivantes sont €quivalentes :

1) H? (M) est un R-module artinien, pour tout

R-module de type fini M , et tout entier

S 2 d—ru

2) H? (R) est un R-module artinien pour

SZd—I’ ®

3) S8i T est le completé formel de U le long

de V(J) N U, alors Hi(ﬁ,@ﬁ) est un

R-module de type fini pour i < p-1 .

Nous avons deja demontré 1) <=> 2) par rdcurrance descendante.
1'équivalence 2) <=> %) est une conséquence immediate de la

proposition,
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§ 4: Sur l'avant dernier groupe de cohomologie locale.

Théortme 4.1, Soit R un anneau local régulier complet de

dimension d , & corps résiduel séparablement clos.

Soit U L'ouvert complementaire du point fermé
dans Spec R , et solt J un idéal de R tel que

V(J) N U soit connexe de dimension = 1 ,

Leg conditions suivantes sont équivalentes:

1) H? (M) est un R-module artinien pour s 2 d-1et

pour tout R-module de type fini M ,

2) H? (R) est un R-module artinien pour s 2 d-1.
3) H? (M) = 0 pour s 2 d-1 et pour tout
R-module M .

S
4) Hi (R) = 0 pour s 2 d-1 .
5) HO(0, 0g) est fini sur R, oo U est le

complété de U 1le long de V(J) N U .

6) L'homomorphisme canonique R —> H°(T, @ﬁ) est

un isomorphisme.

Les conditions 1), 2) et 5) sont équivalentes par 3.3. Lléquiva-
lence des conditions 3), 4) et 6) est une conséquence de la suite
exgcte de 3.2, compte tenu du théordtme local de Lichtenbaum qui
entraine ici Hg (¢) = 0O . Comme on a dvidemment 6) => 5) , il

reste & demontrer 5 > 6) .

) =
On sait qu'on a HO(U, 63) = "lim Oy

Rappelons que si x € U N V(J) , et si Ay est 1'idéal premier de

R correspondant & x , alors @ﬁ - est un anneau local, dont le
s

2\
completé est Rq , completé de 1'anneau liocal Rq pour 1l'idéal
X X
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qXRq . On en déduit que toutes les fléches apparaissant dans la
X

limite projective (*) sont injectives.

Lemme 4.2 : Pour tout x € U N V(J) , l'homomorphisme

1O(T, Gﬁ) —_— ®ﬁ,x est injectif.

T1 suffit évidemment de montrer que si & est un élément non nul

de Ho(ﬁ, 6x) , son image dans O3 est non nulle pour tout

U Tyx
x €U N V() .
Comme o # 0 , il existe x € U N V(J) +tel que l'image de o dans

%6,x

les idéaux premiers de R correspondants & x et y . Comme

soit non nulle. Soit y € U N V(J) , et soient q, et dy

pou
UnNnV(J) est connexe, il existe ZyseesrZg € UN V(J) ayantyidéaux

premiers correspondants Ay seonsd, tels que si on considere la
1 s

suite d'idéaux premiers qX,qZ1,.,‘,qZS,qy ’

relation d'fnclusion entre deux idéaux successifs. On en ddduit que

il y ait ‘toujours une

si 1'image de o dans @ﬁ - est non nulle, alors l'image de o
’ £

dans @ﬁ v est non nulle. Le lemme est demontré.
b

Lemme 4.3 Ho(ﬁ, @ﬁ) est un anneau integralement clos fini sur R.

Comme pour x € U N V(J) , le completé de 0t . est un anneau
H
regulier, @ﬁ % est integralement clos. Solit o est un element du
, £
corps des fractions de H(D, @ﬁ) entier sur HO(T, @ﬁ), Par 4.2,
c'est un element du corps des fractions de @ﬁ s donc a € Op
s X U,x
et ceci pour tout x € U N V(J) . On en déduit que o € HO(T, of).

Le fait que Ho(ﬁ, Sﬁ) est fini sur R n'est rien d'autre que

1l'hypothese,
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Lemme 4,4, : Spec Ho(ﬁ, eﬁ) est un revétement étale de Spec R.

Comme R est un anneau rdgulier, d'apres le théordme de pureté
il suffit de prouver que tout iddal premier de hauteur 1 de 1l'anneau
A = H(T, 05) est étale eu dessus de R . Pour tout x € U N V(J),

soit Uy 1'idéal premier de R correspondant., Posons
/a\
R

q

./\
—_ ~ — oy 3 3 3 ~
Py = AN A 8 = AN q R » Les injections R _ &> Ap€—> &U’Cs>

U,x Xqy < <
montrent que p.  est étale au dessus de R,

A

Comme A = 1lim Oﬁ x 2 Oona A= (M A .

e ’ xev(J)nu  Px

xEUNV(J)
On en déduit que tout iddal premier de hauteur 1 de A est contenu
dans un p, . Comme l'ensemble des points ou le morphisme

est étgle, ,

Spec A ~—> Spec R /est ouvert, on en deduit que tout idéal premier
de hauteur 1 de A est €tale au dessus de R , et le lemme est

demontré.

Mais comme R est complet & corps résiduel séparablement clos,
le seul revétement etale connexe de R est R lui meme, donc
1'homomorphisme R —> Ho(ﬁ, @ﬁ) est bien un isomorphisme et le

théortme est demontré.

Corollaire 4.5 : Soit R wun anneau local complet régulier de -

caractéristique p> 0, de dimension 4 ,3 corps

regidudl séparablemsnt clos.

Soit U 1'ouvert complémentaire du point fermé

de Spec R, et soit J wun idéal de R tel que

V(J) N U soit connexe de dimension > 1 , Alors

1) Les foncteurs H3—1(-) et Hg(-) sont nuls

2) 8i U est le completé formel de U le long

de V(J) N U, l'homomorphisme canonigue

R —> I\(Uy Gﬁ)

est un isomorphisme.




En effet, le probléme &€tant topologique, on peut supposer que J

est une intersection d’idéaux premiers.

Par le théordtme locale de Lichtenbaum Hg(a) =0 .

Comme pour tout composante irreductible mY de Spec R/g sy On a

1 < dim Y , on peut applique le théoreme local de finitude en

caractéristique p (2.1), donc H§_1(R) est un R-module artinien.,
d-1

Mais par le théortme 4.1, ceci implique Hj («) = 0, ainsi que la

——

s

proprieté 2) qui n'est autre que la proprieté 6) de 4.1,

Donnons enfin le corollaire global de ce resultat local,

Corollaire 4,6 ¢ Soit k un corps séparablement clos de carac-

teristigque p .

Soit X un sous schéma fermé connexe de

dimension > 1 de l'espace projectif P ::Ekno

M.
Alors pour tout faisceau quasi-cohdérent F

sur P-X , on g
— ne
- px, F)=0.

On sait deja par le théordme de Lichtenbaum que Hn(P_X,,??) =0 ,
Tout faisceau quasi-coherent étant limite inductive de faisceau
cohérent, il suffit de montrer que HY ' (P-X, |) = O pour tout
faisceau coherent ?> sur P-X ., Mais ce résultat se déduit du

résultat local precedent éxactement comme le théordtme global de

finitude se déduit du théortme local de finitude,
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