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Sammendrag

Tynne, porgse plater, oskillerende eller holdt fast under pavirkning av en innkommende bglge,
er studert. Bglgen vandrer pd et fluid som er antatt inkompressibelt og irrotasjonelt, og
linezer potensialteori anvendes. Uttrykk for en forste ordens horisontalkraft og en andre ordens
driftkraft presenteres. Det tas hgyde for en konstant strgmhastighet i fluidet, og numeriske
resultater blir presentert bade med og uten strgm. Nér strgmmen er fraveerende vises det til
samsvarende resultater med Evans (1969) og An & Faltinsen (2012).
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Introduksjon

Introduksjon

Vi tar i denne oppgaven sikte pa & studere kreftene som virker pa en porgs plate som utfgrer
en oskillerende bevegelse i et fluid, eller som holdes fast under pavirking av en harmonisk grav-
itasjonshglge som vandrer i fluidet. Analysen foretas i 2D, og ordet porgsitet innebzrer da
at en prosentandel av platas lengde bestar av apne spalter som fluidet kan passere igjennom.
Innledningvis presenteres en matematisk formulering hvor lineser potensialteori legger selve
grunnlaget for studiet. Det blir vist til to relasjoner som knytter gjennomstrgmshastigheten
pa veggen til trykkforskjellen pa hver side av plata — den ene linezr, den andre kvadratisk .

Som en introduksjon vil publikasjoner av Chwang (1983) og Molin (1992.) gjennomgéis. En
utvikling av egenfunskjoner blir da brukt for & lgse to gitte randverdiproblemer i et fluid av
endelig dybde. For & beskrive en vertikal plate av endelig utstrekning i et uendelig dypt fluid
brukes en metode foreslatt av An & Faltinsen (2012) , der en kontinuerlig fordeling av en
Green-funksjon langs platas lengde anvendes i uttrykket for hastighetspotensialet. Teorien
utvides deretter til & gjelde ogsa for baolger pa strgm.

For alle studerte tilfeller blir den tidsvarierende, horisontale kraften funnet ved direkte inte-
grasjon pa plata til forste orden i amplitude, mens denne kraftens tidsmidlede bidrag gis korrekt
til andre orden i amplitude ved hjelp av fjernfeltsanalyse. Fra fjernfeltsanalysen brukes ogsé et
uttrykk for energifluksen til & studere dissipasjonen pa grunn av porgsiteten. For en vertikal
plate holdt fast under péavirkning av en bglge i et fluid med strgm, presenteres resultater hvor
typiske parametere for en fiskemerd og norske fjorder er brukt i utregningene.

Applikasjoner og tidligere arbeider

Effekten av porgse plater som bglgebrytere har tidligere blitt undersgkt av Jarlan (1961),
som betrakter en spaltet, vertikal vegg utenfor en havn. Molin (1990) underspker en porgs
struktur som fungerer som en stabilisator for et oljetérn, stdende i vann. Strukturen bidrar til
en lokalt forhgyet addert masse, som pavirker tarnets egenfrekvens. Stabilisatoren plasseres
s& med hensyn til de innkommende bglgene for & minske tarnets vibrasjoner. En lignende
anvendelse som nylig er viet mye oppmerksomhet er sakalte Tuned Liquid Dampers (TLD),
som har som hensikt & minske vibrasjonene til slanke bygninger, utsatt for vind eller jord-
skjelv. Disse konstruksjonene bestar av en reguleer tank, delvis fylt med vann, og med én
eller flere porgse plater plassert innvendig. Tanken settes pa toppen av bygningen, og er kon-
struert slik at de porgse veggene bidrar til en demping av bygnigens egenfrekvens. For mer
om dette, se for eksempel Faltinsen (2011), Crowley & Porter (2012) og Molin & Remy (2013).



Fiskenaeringen, med sine gitter- og nettingstrukturer, er et annet apenbart nedslagsfelt for
analysen av porgse plater, og det er denne anvendelsen vi vil ha stgrst fokus pé i denne opp-
gaven. En oversikt over mange tidligere publikasjoner innenfor feltet er gitt av Klebert (2013).
Krefter pa nettingstrukturer er tidligere studert av blant andre Loeland (1993), Kristiansen
& Faltinsen (2012), Lader & Fredheim (2006) og Lee et al. (2008). De to forstnevnte ser
pa kreftene fra en strgm alene, mens sistnevnte ser pa effekten av bade bglger og strgm —
men ikke kombinert. Alle deler nettingstrukturen inn i smé elementer, og summerer si lokale
krefter for & finne de globale. Ved & anvende potensialteori vil vi derimot beskrive de globale
kreftene direkte, med fokus pé bolgeeffektene. Bolger vandrende pa en strgm over et porgst
legeme er, sa vidt vi kan se, ikke tidligere studert med en slik tilnezerming.



Kapittel 1

Matematisk formulering

Vi skal i all hovedsak studere to tilfeller. T det fgrste betraktes bglger som vandrer pa en fri
overflate i et ellers rolig fluid, mens vi i det andre tilfellet ogsa skal legge til en konstant strgm
i fluidet. Vi lar horisontale koordinater vare beskrevet ved z, vertikale ved y og tiden ved
t. Origo plasseres i den uforstyrrede overflaten. Vi antar s& at fluidet er inkompressibelt og
at hastighetsfeltet er irrotasjonelt, og dermed kan beskrives av et potensial ® som oppfyller
Laplace-ligningen:

V20(z,y,t) =0 (1.1)
Under overflaten plasseres en porgs plate som enten holdes fast eller utfgrer en oskillerende
bevegelse. For alle tilfeller skal vi anta at en karakteristisk bglgeamplitudene & er liten i
forhold til bade platas lengde L og bglgenelengden A. Dette impliserer at vi kan uttrykke den
tidsvarierende komponenten til ® som en pertubasjonsrekke av amplituden (Logan (2013)).
Randbetingelser blir forst beskrevet for det fulle potensialet, og vil deretter lineariseres under

antakelsen av at % og % er tilstrekkelig sma.

Det gas ogsad ut ifra at alle bevegelser vi skal studere har péagatt over si lang tid at tid-
savhengigheten til systemet har nddd en stabil fase. Til ledende orden i amplitude antas det
derfor at alle tidsvarierende hastigheter kan uttrykkes ved den komplekse funksjonen e/“!, hvor
j = +/—1, mens w betegner frekvensen.

1.1 Randbetingelser pa overflaten og i grensene

1.1.1 Bglge uten strgm

For at ingen vaeske skal strgmme gjennom overflaten mé den kinematiske grenseflatebetingelsen

oppfylles:
Dn
- =9, fory=n (1.2)
hvor (Gjevik & Fagerland (2014)):
D 0
i . 1.
i <8t +u V> (1.3)

ogu=(u,v) =Vo.



Av Eulers trykkligning (Gjevik & Fagerland (2014)) finner man trykket p(x,y,t) i veesken:

1
<I>t—|—§u~u+gy—|—f(t):—l;j (1.4)
f(t) er her en tidsvarierende funksjon. Nar man ser bort ifra overflatespenning mé trykket
pa overflaten veere det samme som atmosferetrykket, som vi uten tap av generalitet kan gi
verdien null. Skal dette gjelde i det uforstyrrede feltet langt unna bglgene mé ogsa f veere
null. Den dynamiske grenseflatebetingelsen blir dermed:

1
<I>t+§u-u+g17:0 fory =mn (1.5)

Ved partikkelderivasjon kan (1.2) og (1.4) kombineres til én ligning:

D 1 Dn)
P =0 f = 1.6
Dt( t+5u- u)-%gdt ory =1 (1.6)
D 1
Di (‘Dt—l— Ju u> +g®, =0 fory =n (1.7)

En linearisert grensebetingelse fremkommer av fgrst & neglisjere uttrykk av hgyere orden i
amplitude:

Oy + 9Py =0 fory =7 (1.8)
for deretter & Taylorutvikler alle y-avhengige ledd om punktet y = O:

Oy + 9P, =0 fory =0 (1.9)
Merk at ® i de to uttrykkene over na bare betegner det fulle potensialet til fgrste orden av
amplitude.
1.1.2 Bglge pa strgm

Det skal ogsé tas hgyde for at fluidets partikler beveger seg med en konstant, horisontal, strgm
med en hastigheten U gaende i negativ a-retning. La na u veere gitt ved:

u=Vao - Ue, (1.10)

Den kinematiske grensebetingelsen fra delseksjonen over forblir uendret, mens den dynamiske
né blir:

gf—k —u- u+gn—7U2—O fory =1 (1.11)
op 1 15 9 _ B
ot + 2(u U)? + 5Y 2U +gn=20 fory =n (1.12)
<8t_U8x>¢+2(u +v )—1-977—0 fory =n (1.13)

Konstanten i (1.11) kan identifiseres som f(¢) funnet fra det uforstyrrede feltet langt unna
bglgen.



I likhet med Zhao & Faltinsen (1988) antar vi at ® kan dekomponeres i et tidsuavhengig (®g)
og et tidsavhengig (®7) potensial:
b= dg + Dy (1.14)

Som en fgrste approksimasjon vil vi her neglisjere bidraget bidraget fra &g — en tilngerming
vi skal komme tilbake til i kapittel 4. Nar potenser av hgyere grad enn én av amplituden antas

4 veere sma, kan vi skrive:
Dorp 0 0
—x|=-U— |0 1.15

Dt <8t 8x> T (1.15)

Om vi sa partikkelderiverer (1.13), neglisjerer potensleddene og bruker tilnsermingen over, far
vi:

9 9\? L
(&S_U&U> ¢T+gTy—0 fory =n (1.16)

Ved ogsa her & Taylor-utvikle om y = 0, ender vi med:

) 9 \? 0D
((%_Uax> ®T+967y =0 fory =0 (1.17)

1.1.3 Betingelse pi bunnen og i fjernfeltet

Vi antar at bunnen er impermeabel, og dermed at:
o, =0 fory = —h (1.18)

I tilleg ma vi kreve at alle andre bglger enn den innkommende vandrer ut fra plata i fjernfeltet.
Dette kalles gjerne radiasjonsbetingelsen.

1.2 Kravet pa plata

Dersom plata er solid far vi at:

0P

on
hvor n er enhetsvektoren pekende ut fra legemet, og V er en vektor som beskriver platas
hastighet. En viktig merknad er at for bglger pé strogm, gjelder uttrykket over bare nar man
neglisjerer det stasjonaere potensialet (Prins (1995)).

—V,-n (1.19)

I denne oppgaven tas det sikte pa studere en porgse plate som er omgitt av et fluid med en
fri overflate. Nar plata er i bevegelse vil noe av vannet fgres rundt og forbi legemet, og pa
grunn av porositeten vil det i tillegg oppstd en strgmning gjennom veggen. Denne gjennom-
strgmshastigheten er knyttet til trykkforskjellen som oppstar mellom lo- og lesiden. For a
beskrive denne trykkforskjellen er spesielt to relasjoner mye brukt i tidligere undersgkelser.



1.2.1 Lineser trykkdifferanse

I tidlige studier av porgse legemers interaksjon med bolger (se Chwang (1998) for en oversikt),
har Darcys lov vaert benyttet for & beskrive endringen i trykket. For en tynn, porgs vegg, er
folgende semi-empiriske relasjon foreslatt av Taylor (1956):

b
“Ap="V, (1.20)
n

hvor Ap er trykkforskjellen mellom hver side, V,, er normalhastigheten pa veggen, p er den dy-
namiske viskositetskoeffisienten og b er en konstant av enhet lengde som indikerer porgsiteten
til matrialet. For b = 0 er veggen solid, mens for b — oo er veggen uendelig porgs og dermed
fraveerende. Som vi skal se, bruker Chwang (1983) ligning (1.20) i sin beskrivelse av en porgs
bglgemaker.

En ulempe med & beskrive gjennomstrgmningen ved hjelp av Darcys lov er at den ikke tar
hensyn til virvelavlgsningen som gjerne oppstar pa veggen. En linezer relasjon er derfor bare
gyldig dersom normalhastigheten eller porgsiteten er veldig liten.

1.2.2 Kvadratisk trykkdifferanse

For & ta hensyn nettopp til virvelavlgsning foreslar (Molin, 2011) en kvadratisk relasjon mel-
lom trykket og hastigheten pa veggen. Siden dette er relasjonen vi kommer til & bruke i egne
utregninger, vil vi her gjengi utledingen presentert av Molin.

Som grunnlag for analysen gjgres det tre antakelser:

(i) Veggen til legemet er av neglisjerbar tykkelse
(ii) Veggen bestar av uendelig mange elementer som er delvis lekk
(iii) Virvelavlgsning vil oppsta i apningene

Av (ii) er det underforstatt at porgsiteten er abstrakt tolket. Fra (i) og (ii) kan det vises
at lokale treghetseffekter ikke finner sted (Molin (2011)), og at vi dermed bare far bidrag fra
viskpse effekter. For & finne disse ser vi for oss en uendelig lang kanal med hgyde h, fylt av
et fluid med en strgm parallell med kanalens vegger. I denne kanalen finnes en vertikal plate
med lengde (1 — 7)h og en apning Th. 7 angir her apningens prosentandel av platens lengde
og fungerer derfor som en porositetsparameter. Den midlere hastigheten uendelig langt unna
plata pa venstre og hgyre side betegnes ved v, den midlere hastigheten gjennom &pningen
skriver vi som vg. Da massefluksen er bevart ma vi ha at vh = vgTh, som gir vg = % . Molin
skriver sa trykkdifferansen som virker pa plata som:

1

AP = Z|UO|UO (121)
1

= QMTQMU (1.22)

Hvor p her er en variabel som vi skal komme tilbake til. Ligningen over kan ses i sammenheng
med antakelse (iii), og kan relateres til en kombinert Borda-Carnot ligning for trykkendringen



ved plutselig innsnevring og plutselig ekspansjon av en kanal (Massey & Ward-Smith (1998)).
En ekvivalent trykkforskjell over hele platas hgyde blir:

1—

Ap = (hT)hAP (1.23)
1—7

= 22 |v|v (1.24)

Dersom vi antar at var geometri bestar av uendelig mange slike kanaler kan vi generalisere
uttrykket over til:

1—71

Sr? [ValVa (1.25)
Hvor V,, = (Vynh — Vp) - n, der Vy , er veeskens hastigehet pa venstre\hgyre side av veggen.
Fra konservering av masse folger at Vy - n =V - n. Nar apningene er antatt uendelig sma
kan vi anta at effekten av virvelavlgsning er neglisjerbar umiddelbart utenfor plata. Vi kan
dermed bruke potensialteori for & beskrive den ytre bevegelsen og, som vi senere skal se, re-
latere 1.25 til Eulers trykkligning. Legg merke til at V,, na er hastigheten pa begge sider av, og
umiddelbart utenfor veggen, og dermed kan tolkes som hastigheten til gjennomstrgmningen.
Viktig & nevne er ogsa at 1.25 gir opphav til globale treghetseffekter, som i motsetning til de
lokale, er forskjellige fra null.

Ap =

Massetransport gjennom porgse vegger i et uendelig eller delvis uendelig fluid er behandlet
av flere forfattere, se for eksempel Klebert (2013) for noen. Alle bruker imidlertid en relasjon
mellom trykkfallet og hastigheten pa formen:

1
Ap = pK(r, Re, )5V (1.26)

Hvor K bestemmes ut ifra 7, Reynolds-tallet (Re) og geometrien () til pningene. Lar man
istedenfor p bestemmes ut ifra disse tre variablene, kan man, som poengtert av Molin, alltid
skrive K = L‘TQT I denne oppgaven tar vi sikte pa & studere et utvalg grunnleggende oppfersler
for blant annet varierende 7. Da p er forventet & ligge i regionen [0.3,1] ( (Molin, 2011), An
& Faltinsen (2012)), antas det her at & fiksere denne variabelen ikke vil hindre oss i & finne
en god tilneerming for det vi sgker. Sa lenge ikke annet nevnes, vil derfor p = 0.5 brukes i

kommende utregninger.

1.3 Linearisering i tidsrommet

I seksjonen over ble en trykkdifferansen pa veggen relatert til en kvadratisk funksjon av
hastigheten, som vi kan skrive som:

gy, t) = [Valy, ) Va(y, t) (1.27)

Man ser fort at g gir en ikke-lineaer tidsavhengighet. Det er gnskelig & linearisere denne til
ledende orden, for senere & kunne studere problemer i frekvensrommet alene.

Siden vi antar en lik tidsavhengighet for alle hastigheter, sgker vi V,, pa formen:



Valy, t) = Rjuo(y) + %jul(y)ej‘”t (1.28)

ug betegner en konstant hastighet, mens u; beskriver den oskillerende hastigheten. Det siste
leddet kan omskrives til: '
Riuret = r(y) cos(wt + 0) (1.29)

hvor 7 = |uy| og 6 = arctan ¢ for uy = a(y) + jb(y). Dersom vi innfgrer variabelen ¢ = wt + ¢
kan vi skrive:

9(y, t) = |Rjuo + r cos(t)| (Rjug + r cos(t)) (1.30)

For & tilnzerme g til ledende orden kan en fourierutvikling anvendes.

1.3.1 Fourierutvikling

Vi uttrykker en fourierrekke som:

a0

5 + Z (e cosnx + By, sinna) (1.31)

n=1

Ved hjelp av de tre forste leddene i rekken over gnsker vi & tilnzerme en funksjon g, gitt ved:

g(x) = F(z)f(z) (1.32)
~ %-1—041 cosw + P sinx (1.33)

hvor F(x) og f(z) er to funksjoner beskrevet som fourierrekker, henholdsvis ved konstantene
Ay, By, 0g an, by,. Vi har da at (Tolstov (1976)):

17 Ay &
o = /f(:r)F(:n) de = 2020 05 (an Ay + by By) (1.34)
T 2 —
—a°A1+3§:[ (Ams1 + Am-1) + bp(Bmsn + Brnn)] (1.35)
a1 = B 5 P Am(Am+1 m—1 n\{Dm+n m—n .
boB1 1 —
61 = 02 ! + 5 Z [an(Berl + Bm71> - bm(Am+1 + Amfl)] (1'36>

1

3
I

hvor A_,,, = A, 0og B_,, = By

1.3.2 Periodisk funksjon uten konstantledd

Vi ser forst pa tilfellet hvor F(z) = |cosz| og f(x) = cosx. Vi observerer at bade F' og f er
jevne funksjoner. Dette innebaerer at de respektive fourierrekkene bare innholder cosinus-ledd,
fplgelig gjelder dette ogsé for fourierrekka til funksjonen g. En konsekvens av dette er at det
holder & integrere over intervallet [0, 7| for & finne fourierkoeffisientene, og at alle B,, og b, er
lik null. Fgrst ser vi direkte at:

ag =0 (1.37)



mens gvrige a, = 0. Av (1.36) blir ag = 0 og a,, = 0 for n > 1. N& gjenstéar bare & finne er A
og As. Funksjonen F kan vi skrive som:

F(x) =

{Cosx forz € [0, 5] (1.39)

— oS T forz €[5, 7]

Integrasjonen ma derfor splittes opp i to intervaller. Under blir dette vist for utregningen av
Ap, men utelatt for A; da inndelingen er identisk:

™

2
Ay = /F(x) dx (1.40)
T
0
2 ? r
= — /Cosxdx—/cosx dx (1.41)
T
0 :
4
=— (1.42)
T
(1.43)
2 ™
Ag = /F(:c) cos(2x) dx (1.44)
T
0
4
=—— 1.45
3 (1.45)
Dette gir:
1
o] = 5 [CLUAl + al(AQ + AO)] (1.46)
8
= — 14
3T (1.47)
Og dermed har vi at:
8
g(x) ~ —cosx (1.48)
3T

1.3.3 Periodisk funksjon med konstantledd

Vi gnsker né & studere tilfellet g(x) = F(x) f(z), hvor F(z) = |a+bcosz| og f(z) = (a+bcosz)
og der b er et positivt tall. Argumentet om jevne funksjoner holder ogsa her. I enkleste tilfelle
er |a| > b. Da vil F' ha samme fortegn over hele perioden og vi kan g direkte som:

g(x) = +(a + beos z)? (1.49)

b2 b2
=+ <a2 + 5 + 2abcos(z) + 0} cos(2a;)> (1.50)

Hvor + ma brukes nar a > 0 og - nar a < 0.



Hvis |a| < |b| blir oppgaven noe mer omstendelig, da F'(z) vil anta bade positive og negative
verdier. Vi observerer at f(z) > 0 nér z < ¢ =cos !(—%) og at F(z) <0 for z > c. Vi innser
dermed at:

F(x) =

{(a—}—bcosx forz € [0, ¢] (1.51)

—(a+ bcosx) forx € [e, 7]

Fourierkoeffisientene til F'(z) kan na finnes ved integrasjon. Som i forrige seksjon viser vi
inndelingen av intervallet i fgrste utregning, men utelater den i de pafglgende:

2 ™ 2 (& ™
Ay = /F(x) dx = — /(a +bcosx) dx + /(—bcosx —a)dzx (1.52)
™ 7r
0 0 c
2
= — ([az + bsinz]j + [—axz — sinz]]) (1.53)
7r
2
= — (2(ac + bsin(c)) — an) (1.54)
™
(1.55)
2 ™
A = /F(:c) cosx dx (1.56)
0
0
_2 <2asinc+bc+bsinccosc—7;b> (1.57)
™
(1.58)
2 K
Ag = /F(:c) cos(2x) dx (1.59)
T
0
2
= 3—(3b sin ¢ + 3asin(2¢) + bsin(3c)) (1.60)
7r
f er gitt ved:
ap = 2a (1.61
a1 =b (1.62)
Koeffisientene til g(z) blir na:
A
g = “02 0 4 414, (1.63)
a . 2b . ) b
= — (2(ac + bsin(c)) — am) + — ( 2asin(c) + be + bsin(c) cos(c) — 5 (1.64)
7r T



A Ay + A
q = DAL alds + A) (1.65)
2 2
_ 2a (2asinc + bc+ bsinccosc — %b)
™
b(%(?)b sin ¢ + 3asin(2¢) + bsin(3¢)) + 2 (2(ac + bsin(c)) — an))
+ == 5 x (1.66)
B 4a2sin ¢ N 2ab (c +sinccosc— %)
B ™ T
n ab(2c — 7r7T—|— sin(2c)) n b%(9 sin(c;: sin(3c)) (1.67)

1.3.4 Fourierrekken pa kompleks form

Hastighetspotensialet blir uttrykt ved hjelp av en kompleks tidsavhengighet e!, det er derfor
pnskelig & uttrykke ogsé fourierrekkene ved denne stgrrelsen.

For g(y,t) definert innledningsvis av seksjonen, med ug satt til null, kan vi skrive:
N 8 “
, 1) = r2— cost
g(y,t) =175
Av diskusjonen innledningsvis i denne seksjonen, innser vi at:
t

8 .
g(y,t) = r3—W§RjuleM

I figur 1.1 vises to eksempler hvor en funskjon g(t) = |3 f(¢)|R;f(t) tilnzermes til forste orden
med funksjonen §(t), ved hjelp av resultatene i delseksjonene over.
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Figur 1.1: g og § over en periode for (a) f = (1+ 2j) &' og (b) f =



Kapittel 2

Egenfunksjon-utvikling

Randverdiproblemet fra seksjon 1.1.1 og 1.1.3 kan lgses ved & bruke generelle Igsninger av
Laplace-ligningen. En metode vi her skal se neermere pa er egenfunskjon-metoden. Vi skal
ferst finne den generelle Igsningen for bglger uten strgm, fgr vi betrakter publikasjoner hvor
en slik lgsning blir brukt. Siden begge forfatterene benytter seg av et koordinatsystem hvor
bunnen er i punktet y = 0 og den uforstyrrede overflaten i y = h, vil denne konvensjonen
brukes i dette kapittelet. Dette innebaerer at alle betingelser pa overflaten fra kapittel 1 her
gjelder for y = h, og alle pa bunnen for y =0

2.1 Generell lgsning
Vi skriver potensialet vi sgker som:
¢ = Ryo(z, y)e*

Vi innser at det tidsuavhengige potensialet ¢ ogsa ma oppfylle Laplace-ligningen, og vi antar
at en lgsning kan finnes ved seperasjon av variable.. Ansatzen ¢ = X (x)Y (y) gir:

XozY + Yy X =0 (2.1)
Xaz Yyy 2

e lwy g 2.2

X Y (22)

hvor k er en konstant. Vi finner X og Y som lgsninger av differesnialligningen

X +E2X =0
X = Aeth 4 Bemike (2.4)
0g
Yy — kY =0 (2.5)
Y = Cef¥ + De~kv (2.6)
Fra kravet pa bunnen far vi:
X(z) (kC — kD)™ =0 (2.7)
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Som gir at C'= D og:

Y =Cef + Ce ™ (2.8)
=2C cosh k(y + h)

Fra overflatebestingelsen finner vi disperasjonsrelasjonen:

w? cosh kh + gksinh kh = 0 (2.10)
W2
— = ktanh kh (2.11)
g

Det kan vises (Mei (1983)) at ligning (2.11) har ett reelt lgsningspar +ko og uendelig mange
imaginere lgsningspar +ik,, for n € [1,2,...,00]. Den generelle lgsningen for ¢ blir dermed:

o0
P(z,y) = (Aoeikox + Boe_ikom) + Z (Anek"x + Bne_k"a”) cos kny (2.12)
n=1

hvor A, og B, for n € [0,1,...,00] er ukjente konstanter.

2.2 Chwangs porgse bglgemaker

2.2.1 Problemet

Med hjelp av lineser potensialteori betrakter Chwang (1983) en tynn, porgs plate som utfgrer
en periodisk svingebevegelse i et fluid med en fri overflate. Plata strekker seg fra bunnen og
over overflaten (se figur 2.1), og genererer bglger som vandrer i horisontalretningen.

Y

.

77L'(£7 t) 7])‘(1" t)

—_—

20

D,(z,y,t) (2,9, 1) h

Figur 2.1: Chwangs bglgemaker



2.2.2 Lgsningsmetode

Pa grunn av proplemets antisymmetri betrakter Chwang bare siden hvor x > 0, hvor den
generellse lgsningen gitt i (2.12) blir brukt for & uttrykke et potensial ®. Sentralt i analysen star
hastigheten til plata V,(z,t), trykket p(x,y,t) og gjennomstrgmshastigheten V,,(y,t) normalt
pa vegen. For & beskrive denne hastigheten anvendes den linezere trykkrelasjonen vist i seksjon
1.2.1 pa veggen:

b
Vi = m [p+ — p-] forx =0 (2.13)

hvor p; og p_ betegner trykket pa henholdsvis hgyre og venstre av veggen. Fluidets hastighet
pa veggen beskrives som platas hastighet, fratrekt gjennomstrgmshastigheten:

¢, =V, -V, forx =0 (2.14)

Videre kan man fra antisymmetri skrive:

2b
Vi = Zer forx =0 (2.15)

Fra de to ligningene over, kombinert med Eulers trykkligning, far man et linezert ligningssett
for V,,, P og V.. Analytiske lgsninger for koeflisientene til ® kan na finnes ved & utnytte
orotgonalitetsegenskapene til egenfunksjonene. En grundig gjengivelse av Chwangs metode er
gjengitt i appendiks A.

2.2.3 Resultater

Vi vil nd se pa et par resultater fra lgsningen. Av stgrst interesse er koeffisientene Dy og 0y
samt Ey. Dy er aplituden til den totale kraften som virker pa veggen, 6, er dens faseforskyvn-
ing i forhold til svingebevegelsen, mens Eq er amplituden til de utgaende bglgene i fjernfeltet.
Alle stgrrelser vises som en funksjon av C' = &, som fgrst ble innfgrt av Chwang (1981) som
et forholdstall mellom gravitasjons- og treghetseffektene.

I figur 2.2 er Dy skissert som en funksjon av C for forskjellige verdier av G, som kan tolkes
som et Reynoldstall for hastigheten pa veggen. Jo stgrre G, jo mer vann vandrer gjennom
bglgemakeren. Vi ser at en ugjennomtrengelig bplgemakerfor alle C' vil oppleve en stgrre kraft
enn de porgse. Nar C gar fra ca 0.3 til 1 gker D betraktelig for G = 0, mens for andre verdier
av G vil kraften savidt gke, eller faktisk avta.

Figur 2.3 viser den totale kraftens faseforskyvning nar C' endres. For ale G # 0 er kraften

faseforskjovet allerede for C' = 0, mens fasen for alle G gér mot 5 nér C' gar mot 1.



0.9 T T T

-- 0
08 « . 1 .4
- 2 I,’

07 __ 5 - ]

w10 e
06| - 1
DfOS—\\\\ ,’/’ J
04| N P 1
. N s
03 .. N 7 ]
02_'%.__*_‘.* T L R |
0.1F R
0 | | ‘ P
00 02 04 06 08 10
C
Figur 2.2: Figur 1: Dy vs C
Eﬂ- i I I S ",'.;'.w.—.lf.—‘--; TVes
"""" P
-;')
-..’/
3 . /!
2l . |
8 Lt f/
. /
. !
- !
l. 4
91 o.. f!
Tk oo 4
I5 pee /)
i
I
I
1 / -0
gﬂ" ’1 e
fl - 2
/f — b
e 10
%0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
C

Figur 2.3: Den totale kraftens faseforskyvning 6 vs bglgeeffekt-parameteren C

Til slutt vises i figur 2.4 fjernfeltsamplitudene som en funksjon av C. For alle grader av



porgsitet genererer bglgemakeren en bglge med amplitude 2 nar C' — 0, mens det for gkende
verdier av C, som ventet, er bglgemakere med minst porgsitet som lager de hgyeste bglgene.

Figur 2.4: Figur 1: Steady state

2.3 Bglge mot vegg

Et annet problem lgst med egengfunksjoner er presentert av Molin&Fourest (M&F). De ser pa
tilfellet hvor en inkommende bglge kommer inn mot én eller flere porgse vegger. Til forskjell
fra Chwang, bruker de ligning (1.25) for & beskrive trykkforskjellen over veggene. Vi skal her
gjengi lgsningen for situasjonen hvor bare én vegg er tilstede.

2.3.1 Problemet

En bglge med amplitude £ og hevning n; kommer inn fra hgyre mot en vegg med spaltet
geometri, som strekker seg fra bunnen og opp til den uforstyrrede overflaten. Noe av bglgen
vil reflekteres, men pa grunn av at veggen er lekk vil ogsé en transmittert bglge dukke opp
pa le-siden. Etter en tid er det antatt at systemet nar en stabil tilstand. Som vist i figur 2.5
far vi da pa hgyresiden en bglge med hevning 7, — resulterende av den innkommende og den
reflekterte bglgen — mens vi pa venstre side far en (fra veggen) utgéende bglge med hevning

M-



l],,({L',f) 7]/,(£Ij,t)

D, (z,y,t) @) (x,y, 1) h

Figur 2.5: Bglge mot vegg

2.3.2 Lgsningsmetode

Problemet angripes ved & dele hgyre og venstre side inn i hvert sitt domene, med den generelle
lgsningen fra (2.12). Fra konservering av masse og trykkrelasjonen péa veggen dannes et ikke-
linezert ligningssett som kan lgses numerisk ved iterasjon. En gjennomgang av metoden er gitt
i appendiks B.

2.3.3 Resultater

For inkommende bglger med forskjellige bolgebrattheter sammenligner M&F analytiske resul-
tater med eksperimentelle. Alle bglgene har perioden Ty = 1.52s, vanndybden er h = 1m,
porositeten blir beskrevet ved 7 = 0.1 og u = 1. Bglgebrattheten er definert som %, hvor
H = 2£. Den reflekterte bolgen og den transmitterte bglgen uttrykkes gjennom forholdet
mellom amplituden og den innkommende bglgens amplitude.

I figur 2.6 er resultatet presentert av M&F, vist sammen med en implementering av lgsningen
fra appendiks B. Vi ser vi at det er en god overensstemmelse mellom teori og praksis for bgl-
gebrattheter rundt 0.02, mens store avvik inntrer nar % > 0.04. Se diskusjonen avslutningsvis
for mulige arsaker til dette.
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Kapittel 3

Vertikal plate med endelig lengde 1
uendelig dypt fluid

I forrige seksjon sa vi pa tilfeller hvor geometrien strakte seg fra overflaten til en endelig dybde.
Vi gnsker né & beskrive et legeme av mer generell utstrekning. Dette kan gjgres ved & la plata
vaere representert av en kontinuerlig fordeling av en Green-funksjon, og pa den méaten oppfylle
randbetingelsene fra seksjon kapittel 1. For & illustrere hvorfor nettopp en virvelfordeling vil
bli brukt, starter vi med & se pa det enkleste tilfellet hvor legemet er omgitt av et uendelig
fluid, fgr vi deretter ser naermere pé tilfeller hvor fluidet har en fri overflate. For alle tilfeller
skal vi anta at sirkulasjonen om plata er null.

Bade her og i neste kapittel vil mye handle om funksjoners verdier i grensen pa plata. Vi
vil da bruke a® som en indikasjon pa at en verdi a nwermes fra positiv eller negativ side av
koordinat-aksen. En funksjon 1 evaluert i en slik grense vil skrives som 1*.

3.1 Plate i uendelig fluid

Vi gnsker & studere en vertikal plate med lengde L som beveger seg i horisontal retning. For
enkelhetsskyld skal vi her velge L = 2, men analysen kan generaliseres til & gjelde for alle valg
av L. Vi plasserer origo slik at plata er & finne i punktene (z,y), hvor z = 0 og y € [—1,1].
Vi antar at legemet hele tiden er omsluttet av fluidet, herav fglger det at vaeskens horisontale
hastighet ma veere den samme pa begge sider. Vi lar ¢ vaere gitt som:

¢ =Rif(z) (3.1)
hvor
1
1) = [ 1a®) ~ 198 Gz, c) b (3.2)
og
G:%ln(z—c) (3.3)

a7



der i = /-1, z = z + iy, 2z = a + ib og Green-funksjonen G er analytisk for bade z og c. ¢
og «y er relle funksjoner og vi innser at ¢G representerer en kilde og iyG en virvel i punktet

c = a + ib. Fra relasjonen % = u + iv finner vi det komplekse hastighetsfeltet:

1

= - c) —ivy(c
=g [l =g (3.4)

Nar z — 0% 4 iy kan vi bruke Plemeljs formel (Henrici (1986))

1 .
Uy — vy = —;TPV/ de + %i[iQ(y) + ()] (3.5)

hvor PV indikerer at integralet er et prinsipalverdi-integral — integranden evalueres altsa bare
uendelig neert det singulaere punktet. Dette gir folgende hastighetsbidrag fra kildefordelingen:

1

ul —ivd = —;ﬂPV/ (bqg))y) + %q(y) (3.6)
1
uLy) = F50(0) (37)
1
vl (y) = ;TPV/ (bq<_b)y)db (3.8)

ul —iv] = 217TPV/ (;Eb;) db + %i'y(y) (3.9)
1 [

ul(y) = —%PV/ (;E L) db (3.10)

vl(y) = %v(y) (3.11)

Siden u” (y) = ul (y) og u’ (y) # v (y) innser vi at virvelfordelingen alene er funksjonen som
spkes for & beskrive problemet. Kildefordelingen er imidlertid tatt med, siden vi skal bruke
denne i var sgken etter ~.

3.1.1 ~-funksjonen

Vi lar u og v veere hastighetene gitt av en virvelfordeling lik den vi fant over. Vi gar nd frem
pa lignende vis som Newman, og innfgrer pseudo-funksjonen:



i — i = (u—iv)(1 + 2%)2 (3.12)

P& plata vil (1 + 22)% vaere enten et reelt tall eller et rent imaginaert tall. siden v = 0 langs
z-aksen utenfor plata, far vi pa den postitive siden:

N

]

ur(1—9y?)2 for |yl <1 (3.13)
0 for |y|>1 (3.14)

<
I

Dette er et problem som kan beskrives av en kildefordeling analog til den vi fant over. Fra
(3.7) far vi:

N[

G =—2u(y) = —2uy (y)(1 —y°) (3.15)

Av (3.4) kan hastighetsfeltet, for = > 0 skrives som:

1 1

U —b?)2

i(z) — i9(2) = i/%db (3.16)
21

For virvelfordelingen far vi dermed:

1 1

. 1 1 uy (b)(1 —b?)2
u_w:ﬂ(1+22)§/ + i) db (3.17)

1 1

U — b2

Fra (3.11) og (3.18) har vi na funnet en partikleerlgsning for v. Ved & legge til homogenlps-
ningen C/(1 — y2)7% fremkommer en komplett lgsning:

1

2 1 b)(1 —b2)2
YWy)=->—+ PV/de+C (3.19)
T(1-y?)? I —Y
Ved & innfgre variablene y = cos 6, b = cos « vises det i appendiks C at:
cos(20) = )
v(0) =2 (AO cot 6 + AIW + nz:; A, sm(n@)) (3.20)

3.2 Horisontal plate i uendelig dypt fluid med fri overflate

An & Faltinsen (2012) (A&F) betrakter en horisontal, tynn plate av endelig utstrekning i et
uendelig dypt fluid med en fri overflate. Ved & anvende blant annet den kvadratiske trykkre-
lasjonene fra seksjon 1.2, tas det hgyde for at plata kan veaere porgs, og dens tilstedevaerelse
representeres av en Green-funksjon. Vi skal fglge samme prosedyre for en vertikal plate. Siden



fremgangsméatene for en horisontal og vertikal plate er veldig like, utsettes en grundig analyse
til neste seksjon, siden dét tilfellet ikke tidligere er undersgkt med denne metoden. Lgsningen
presentert av A&F er imidlertid implementert i python, og en gjengivelse av figur 5 i deres
publikasjon er vist i figur 3.1 Definisjonene av ago, bos 0og K C' skal vi ogsa komme tilbake til i
neste seksjon.

e =eeBese 2B =010, vi=0.2
—e— -—o-- -p/[=0.10, vL=0.4 PR Grenmnne
2F —a— a2 p/l=005, =08 . oo L
b22

25| —#— -®- B/L=0.10, uL=0.20
~® - B/L=0.10, »L=0.40
20t -&- B/L=005,vL=080 _ __.g---"""

agy & by

051

0.0

KC
b)

Figur 3.1: Skalert addert masse og dempingskoeffisient vs K'C for forskjellige grader av relativ
nedsenking og forskjellige bglgetall (skalert). a) Figur 5 fra A&F. b) Lgsningen fra A&F
implementert i python.



3.3 Vertikal plate i uendelig dypt fluid med fri overflate

y
UO(Ivt)
xT -

0

\ y = —bo Y

.

L - 7=0
' fy=—(L+by)
D,
D(z,y.) fg--L
Figur 3.2

La oss na betrakte en tynn, vertikal plate med endelig utstrekning som oskillerer i et uendelig
dypt fluid med en fri overflate. Plata kan skjeere overflaten eller vaere nedsunket, og har gjerne
spaltet geometri. Origo plasseres pa den frie, uforstyrrede, overflaten, hgyden by over platas
gverste kant. Vi sgker et potensial pa formen:

o(x,y,t) = %j%if(z)ejm (3.21)

der i og j betegner det komplekse tallet v/—1 for henholdsvis rom- og tidsvariabler, og hvor
z = x +1iy. Videre skriver vi:

f(2) = fo(2) + f1(2) (3.22)

hvor fo er det kjente potensialet til en innkommende bglge og fi representerer potensialet
grunnet platas tilstedeveerelse. Som nevnt uttrykkes f; ved hjelp av en Green-funksjon G:

—bo
fi(z) = / ¥(b+ bo)G(z,c)db (3.23)
—(L+bo)

~ er fortsatt er en reel funksjon med hensyn pa i, men kan godt vaere kompleks i j-rommet.
Som Ané&Faltinsen anvender vi en Green-funksjon presentert av Wehausen & Laitone (1960)

¥ —ik(z—2)

1 1 1
G(z,¢) = 2m1n(zc)+2ﬂ_iln(zc)+ﬂ_iPV/e

s —iv(z—0)
R dk + ije (3.24)

0



og videre:

— L 1 B i oo 27/ —ik(z—é) . —il/(z—é)
Giz,0) = | 5~ e 27TPV/ <k — + 1> e dk + jve (3.25)

Hvor b < 0, mens v = %2 gjenkjennes som bglgetallet. Ved dette valget av GG er grense-
betingelsene fra seksjon 1.1.1 og 1.1.3 oppfylt. Vi identifiserer det fgrste leddet i G som en
enhets punktvirvel i et uendelig felt, mens gvrige ledd er knyttet til den frie overflaten og
generering av beglger pa den.

3.3.1 Hastighetsfeltet

Ved & innfere variabelen b = b + bo kan man skrive:

~ ~

0
fi(z) = / A(B)G (=, i(b — bo)) db (3.26)
L

Gjennom relasjonen u—iv = % kan vi uttrykke hastightesfeltet pa plata. Vilar da z = 0T +1iy,
y € [=L + b, bp]. Plemeljs formel gir:

0

d .

ug —ivg = fo—|—PV/7(b)
-L

G (z,i(b— by))
o

- db + %'y(y + bo) (3.27)

dz

Vi begynner med & se pa hastigheten i z-retningen. Det fgrste leddet i G, lgser vi ved ogsé a
innfgre variabelen § = y 4 bg. Vi kan da skrive:

0 N 0 R
! 1) g L v
§R127TiPV_/ o —p =R 27riPV_/L G-n P (3.28)
0o
1 v(b) -
=—5 PV [ ——=db 3.29
27 _/L (4§ —b) ( )

Vi foretar si folgende substutisjon:

“ L

b= —5(1 — cos ) (3.30a)
db = —g sin o (3.30D)

R L

= —5(1 —cosf) (3.30c)

Det kan vises at vi ogsa med en slik substutisjon (Glauert (1983)) kan skrive v(b) = ~(a),
hvor:

v(a) =2 (Ao cot v + Ay cos(2a) + i Ay, sin(na)) (3.31)
n=2

sin o



Og vi far dermed:

0 “ T
1 .1 i
—PV/ 10 g = PV/ e)sina (3.32)
27 (4 — b) 27 cosf — cos
L 0
= Ag+24; - ) cosnf (3.33)

n=2

Glauertintegralene fra (C.7) og (C.8) er brukt for & komme frem til resultatet over.

For ledd nummer to i (3.25) omskriver vi brokuttrykket til:

2wPV / L ok4) gl — 2y v (y 4 b) PV / MDY dk (3.34)
k—0v° k—v)(y+b) ’
0 0

for deretter & substituere:

w=—k(y+b) —v(y+0b) (3.35a)
dw=—(y+0) (3.35b)
wo = v(y+b) (3.35¢)
Woo = OO (3.35d)

Dette er et integral som kan uttrykkes ved eksponentsialfunksjonen Ei(z) (Abramowitz. &
Stegun (1964)):

o0
—w

2e PV | £ dw = —2ve™ Bi(—wp) (3.36)
w
wo
Videre har vi at:
/ D) g, — [ 1 ek(y+b)] (3.37)
y+b 0
0
1
=—— 3.38
y+b (3-38)
Bade ligning (3.35d) og (3.38) folger av at y + b < 0 . Vi har na:
ur = RNif, (3.39)
=R,— dfo + Ag +2A1cosf — ZA cos nf
dz n=2
’ b 1
— PV / _0) g, e <Ei(—w0) + > + —jvevlutb=bo) | g (3.40)
™ Y+ b— bo

-L
(3.41)



Nar det kommer til vertikalhastigheten er vi mest interessert i & finne differansen mellom
potensialet p& hver side av plata. Pa lignende vis som A&F kan vi skrive:

Yy
o= [ vsdy (3.42)

—(L+bo)
Siden bare siste ledd i (3.27) gir opphav til ulikheter mellom v_ og v far vi:
i 1 / 1
¢-(07,y) — ¢4 (07, y) = / W +bo)dy' — / —57(y" + bo) dy’ (3.43)

—(L+bo) —(L+bo)
Y

= / Y(y' + bo) dy’ (3.44)
—(L+bo)
J

= /v(y’) dy’ (3.45)

—L

Vi bruker na variabelskiftet fra (3.30c) for & forenkle integrasjonen av ~:

/ ~(§) dif = —g / (0)sin0do for § € [~L,0] (3.46)
For henholdsvis nullte, fgrste og nte ledd far vi:
—ApL / cotOsinfdf = —LApsind (3.47)
AL / C(;?f:) sinf df = —L’;l sin(26) (3.48)
—L / g Ay sin(nf)sinfdf = —L g An sin0 sin(n@(?n;_n il)n 6 cos(nf) (3.49)
Siden alle integralene er 0 for § = m (svarende til § = —L), er konstantledd utelatt fra

resultatene over. Spranget i ¢ pa tvers av plata blir dermed:

(nf) — nsin @ cos(nh)

¢—(07 9) - ¢+(Ov 9) =-L (TL2 _ 1)

: Ay 2. sinfsin
Apsinf + 71 sin(26) + Z Ay

n=2

(3.50)

3.3.2 Kravet pa veggen

Vi tenker oss nd at plata kan svinge med en hastighet V), gitt som:

V, = Rjvpelt (3.51)



Dersom plata er solid er det ingen massetransport gjennom veggen og det mé derfor kreves at:
U= (3.52)

Dersom vi skriver det horisontale hastighetsbidraget forbundet med fo og fi respektivt som
ug og uy, far vi:

Ul = vp — Up (3.53)
Er plata derimot lekk kan gjennomstrgmshastigheten beskrives ved relasjonen gitt i (1.25).
Trykkforskjellen pa veggen Ap kan ogsa uttrykkes gjennom Eulers (lineariserte) trykkligning:

Ap = —pRjiw(p— — g4 )el! (3.54)

Ved & linearisere den kvadratiske trykkrelasjonen i tidsrommet, for deretter & kombinere a
kombinere den med (3.54), far vi:

A
T¢ — LK (u—vy) [u— v, (3.55)
hvor A¢p = ¢~ — ¢T og K = %SLLZ For smé 7 foreslar Molin (1992.) den inverse ligningen:
Ad
: L
Uy = i———+ v, — o (3.56)
Ag |1
(K| 42])2

Hvordan disse ligningene kan lgses numerisk er forklart i appendiks E.

3.3.3 Kraften pa plata

Den horisontale kraften pa plata Fb finner vi ved & integrere trykkforskjellen over platas lengde:

. L? [ . Ar >~ . sin@sin(nd) — nsinécos(nd) | .
Fy =% — jpw— / Apsin + o> sin(260) + X;An Z=1) sin(#) do
0 n=
(3.57)
L? 1
=R — {jpw7r4 [AO + 2A2] } (3.58)

Dersom plata utfgrer en tvungen bevegelse med hastighet V),, kan vi identifisere den adderte
massen Ago og dempingskoeffisienten Bao ved:

dv,
F, = —Azzdftp — B2V (3.59)



3.3.4 Resultater

La oss forst studere tilfellet hvor plata utfgrer en svingebevegelse med normalhastighet v, =
wxq 1 et ellers rolig fluid. Frekvensen w og utslaget zq er kjente stgrrelser. I et uendelig fluid
blir helningen til plata uvesentlig, og vi forventer dermed & f& samme resultater som (A&F)
finner for en horisontal plate. Fra figur 2.1 ser vi at dette ogsa stemmer. KC = Ifou;%u) €r en

dimensjonslgs stgrrelse som kombinerer Keulegen-Carpenter tallet %, porgsitetsparameteren

T og mu-koeffisienten. Den adderte masssen skaleres ved %, mens dempingskoeffisienten
Bao
skaleres ved oo (L270)
10
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Figur 3.3: Addert masse asy og dempingskoeffisient boo vs K C. Firkant indikerer tall hentet
fra implementeringen fra seksjon 3.2.

Ved & bruke singuleerintegral-teori lgser Evans (1969) problemet som her beskrevet for en
ugjennomtrengelig plate. For en sammenligning kan vi se pa tilfellet hvor plata holdes fast nar
en bglge kommer vandrende fra hgyre. Som Grue & Palm (1987) kan man for en inkommende
bglge fra hgyre skrive:

Dy = RN f(2)e!

hvor: .
. g\2 s\ —ivz
fo=¢ (V) (1+1ij)e (3.60)
der € er bglgens amplitude. ug blir dermed:
d,
ug = %lg (3.61)

= j¢ (gv)7 e (3.62)



u; kan né finnes ved & lgse (3.53) med v, = 0. I figur 3.4 vises den horisontale kraften
for forskjellige bglgetall og grader av nedsekning. Nedsenkingen er gitt ved d' = Liobo. Det

kommer tydelig frem at var metode gir akkurat samme resultater som Evans’.
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Figur 3.4: Skalert horisontal kraft F) vs skalert bglgetall

Nar kL er stor forventer vi at kraften pa plata skal veere tilnsermet lik kraften pd en vegg



som strekker seg fra en endelig bunn og opp til overflaten. Figur 3.5 viser kraften funnet ved
egenfunksjonmetoden presentert i seksjon 2.3, samt metoden her presentert, som en funksjon
av 7 for kL =3

0.35 T T T

——  Greenfunksjon

0.30N" - - - Egenfunksjon

0.25

0.05

0.00
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Figur 3.5: Horisontal kraft vs 7 funnet ved en egnfunksjonutvikling og en 7fordeling av en
Green-funksjjon



Kapittel 4
Boglge pa strom

Vi gnsker na a studere tilfellet hvor en konstant, horisontal strgm i fluidet gir et hastighets-
bidrag —Ui. Vi beholder kordinatsystemet fra seksjon 3.3, men skriver na:

u=Ve - Ui (4.1)

® er det kombinerte potensialet for den innkommende bglgen og plata og ma her oppfylle
randbetingelsen fra delseksjon 1.1.2 og 1.1.3, igjen sgrges dette for ved a uttrykke ® som en
kontinuerlig fordeling av en Green-funksjon.

Som nevnt i seksjon 1.1.2 neglisjeres bidraget fra det stasjonsere potensialet. En av arsakene
er at det oppstar et problem dersom vi prever & anvende (1.25) for det stasjonsere bidraget
alene. For a illustrere dette kan vi forst betrakte en plate i et uendelig fluid. Dersom vi
n& lar plata veere representert av en kontinuerlig fordeling av virvler langs lengden, far vi en
horisontalhastighet u = ug(y) — U pa begge sider av plata. Vertikalhastigheten blir derimot
vy = $%'y(y) pa henholds hgyre og venstre side. Siden vi né ikke har et antatt dominerende,
tidsavhengig bidrag, ma vi ha med de kvadratiske leddene i Eulers trykkligning:

L SR ) gy + 1) (1.2

Dersom vi har en fri overflate, er det for sma Froude-tall vanlig & tilnzerme det stgdige poten-
sialet ved en dobbeltkropp (Huijsmans (1996)) - i vart tilfelle platen og dens bilde om y = 0.
Om fluidet er uendelig eller har en fri overflate blir hastighetsfeltet uansett antisymmetrisk
nar vi bruker tilnzermingen nevnt over, og vi innser dermed at den forventede trykkdifferansen
mé komme fra et sprang i konstanten C, et sprang vi ikke kan beskrive ved de lineariserte
ligningene fra seksjon kapittel 1.

En annen utfordring med a ta hensyn til et stasjonaert potensial, er at overflatebetingelsen fra
(1.17) blir modifisert i nzerheten av plata. Skulle vi derfor fortsatt med en direkte integrasjon,
som i (3.23), for & beskrive potensialet, matte vi ha funnet en annen Green-funksjon enn den
vi skal bruke i kommende seksjon.

Av diskusjonen over forstar vi at approksimasjonen er best for store verider av 7 og grad av
nedsenking.

20
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Figur 4.1: Bglge pa strgm.

4.1 Vertikal plate

Vi skal n& undersgke et lignende problem som i seksjon 3.3, med den tillagte stremmen som
eneste forskjell, siden det stasjoneere bidraget neglisjeres. Igjen spkes et potensial pa formen:

®(x,y,t) = RN fl (4.3)
= %i%j {foejat + flejat} (4.4)

hvor fy er potensialet knyttet til den innkommende bolgen, og fi platas tilstedeveerelse. Vi lar
her o betegne frekvensen til bevegelsen for & indikere relasjonen mellom to koordinatsystemer
— koordinatsystemet introdusert i innledningen av kapittelet, og et relativt koordinatsystem
fiksert pa en partikkel i fluidet. Dersom en bglgemaker, sett fra det relaive koordinatsystemet,
genererer bolger som vandrer mot venstre med frekvens w, vil disse ha en fasehastighet ¢ = —£.
Nar bglgene nar en observatgr som star i ro i fluidet, vil han telle at bglgetoppene passerer

med frekvensen o = w + %U (Faltinsen (1990)). o blir derfor ofte kalt observert frekvens.

4.1.1 Green-funksjonen
Som i forrige kapittel sgker vi en kontinuerlig fordeling av en Green-funksjon G:

0
fi(z) = / (b + bo)G (=, 1(b + bo)) db (4.5)
gy

En G som, med formuleringen over, sikrer at ® oppfyller randbetingelsene fra seksjon 1.1.2 og
1.1.3, er presentert av Grue & Palm (1987):

G(z,¢c) = % In(z —¢) — g(z,¢)], (4.6)



hvor

_ 1—ij 1+ ij
9(2,¢) =In(z =€) = ——L— [Fi(2,0) = Fa(2,¢)] - —— 2 [Fy(2,0) = Falz,0)]  (47)
(1 —4r1)2 (1+47)2
og der F,, er gitt som:
. z eiknu
F.(z,¢c) = e_lknz/ Edu n=(1,2,3,4) (4.8)
-
C
1
Cp=00 n=(1,3,4), Cy=-0 fOI‘T<Z (4.9)
anlkg n=(12), Cp=oco n=(34) (4.10)
Videre er:
1% 1
ko= 50 [1-2r £ (1 - 4n)3] (4.11)
1% 1
Ksa= 5o (1427 & (1 +47)3] (4.12)
hvor: )
WAL (4.13)
g g

[

Vi skal i denne oppgaven se pa tilfeller der 7 < %, siden (1 + x)
for sma 7 skrive:

:1+%x—%x2+...kanvi

1%

~ 2
kio = 53 [1—27r+(1—27r—77)] (4.14)
k3q = 72”2 (1427 £ (1427 — 7%)] (4.15)
.

Vi ser her at k1 og ks vokser mot uendelig nar 7 — 0 , som Grue & Palm (1986) antar vi derfor
at k1- og ks-bglgene beerer liten energi i forhold til k2- og ky4- bglgene, og dermed kan neglisjeres.
ko bglgen er en bglge vandrende motstrgms, mens k4-bglgen vandrer nedstrgms. De har
henholdsvis positiv og negativ fase- og gruppehastighet, sett fra det relative koordinatsystemet.
For en utdypende diskusjon av alle fire bglger, se for eksempel Grue & Palm (1985).

4.1.2 Hastighetsfeltet

For & finne hastigheten pa plata ma vi finne G:

1 1 1 1—1ij 1+1j
G. = b \ R T
2mi | (z=¢) (20  (1-47)3 (14 47)2

F (4.16)



hvor:

oF,
F,ll = 8; (4.17)
) z eiknz
= el’W/ — du (4.18)
u—=c
Cn
s iknz
. n 1
_ _ik,nelknz/ € — du + - (4.19)
u—=c Zz—C
Cn

for n = 2,4. T appendiks D gis en utledning for integralet ovenfor, som fgrer til at vi pa plata
far:

i

F) = ikpe™[—ir — Bi(— — 4.20
§ = ke i = Bi(—uo)] - — (4.20)
i
Fy = ikpe™[ir — Ei(— — 4.21
{ = ke fir — Bi(-ug)] - — (a.21)
P4 samme méate som i forrige kapittel kan vi skrive:
d [ 9G(i(b— b i
ugy —ivg = dfo PV / ~(b) (2,16 = b)) db + l*y(y + bo) (4.22)
dz z 2
—L
og vi finner at:
w=nY (4.23)
dz
0o .
i R E S F |
— @ + PV / V(b) . 1 J‘leQ §R11F2 J\$1F4 §R11F4 db (424)
dz 27 y+b (1—47)2 (1+471)2

—L

0
I tillegg har vi ogsé her har at Agp = [ 2v(y) dy'.
-L

4.1.3 Kravet pa plata

For en solid plate kan kravet fra (1.19) brukes for & finne en lgsning. Dersom plata er porgs,
og en strgm er tilstede, skal vi ngye oss med & studere tilfeller hvor 7 > 0.70. Vi tilnzermer da
den konstante hastigheten pa veggen til & vaere strgmhastigheten selv, vi kan dermed skrive
Vy, fra (1.25) som:

Vi = —U + v, (4.25)

hvor v, = u — v,. Siden vi sgker en rent tidsvarierende trykkdifferanse, er vi bare interessert
i a; -koeffisienten fra seksjon 1.3. Det ble der vist at (1.48) méa brukes nar U > |v,| og (1.67)



mé brukes nar U < |v,|. Ved & skrive disse uttrykkene pa kompleks form, kombinert med
(1.25) og Eulers trykkligning, finner vi at:

A¢

T = —jK2Uv, forU > |v,| (4.26a)
4¢ = —jKuv, AU?sinc B 2U (C+Sinccosc— %)
L ‘vn‘ﬂ' T

U(2c —m +sin(2c))

3 - + on| (9sin(c) + sin(3c))

3T

for |U| <wv, (4.26b)

hvor K = S:;:)Q, 0og c = % Forklaringen av en numerisk lgsning er igjen & finne i appendiks
E.

4.2 Fjernfeltsanalyse

Nér vi befinner oss langt unna plata, altsd nar |x| — oo, kan man foreta en fjernfeltsanal-
yse av lgsningen presentert i seksjonen over. En slik analyse gir oss tre viktige storrelser:
Fjernfeltsamplitudene, driftkraften og total energifluks.

4.2.1 Fjernfeltsamplitudene

La oss for enkelhets skyld betrakte bglgene som vandrer ut fra plata alene. Det tidsuavhengige
potensialet f for en bglge med bglgetall k; kan skrives (Grue & Palm (1987)) som:

_5F g\’ s\ i—kgz

f =& o (1+ij)e " (4.27)
q

hvor § =1 for ¢ =4 og § = —1 for ¢ = 2, mens éq er den (i j-rommet) komplekse amplituden.

La oss na betrakte fjernfeltet hvor x — —o0. De tre funksjonene som bestemmer potensialet

f1 fra seksjon 4.1, blir i denne grensen:

lim Fy = 2mie #a(z0) (4.28)
T—r—00
lim F, =0 (4.29)
Tr—r—00
1 1
lim +——|=0 (4.30)
T—=>—0 | 2 —C zZ—C

Vi star derfor igjen med:

1+ ij N
=9 /v(b)F4 db (4.31)
2mi(1 4 47)2 4
e
TN michizg, (4.32)

B (1 +47')%



hvor:

0
Cy = / ~(b)eks(b=bo) g (4.33)
—L
Av (4.27) ser vi derfor at:
f=— G . (4.34)
([1 + 47] k%)
Med tilsvarende analyse for £ — oo finner man at:
A C
fo=—T2 (4.35)
([1 — 47] ,g)
hvor:
0
Cy = / ~(b)ek2(b=bo) gp (4.36)
—L

La na indeks ¢ betegne “motsatt” bglgetall, for eksempel er ¢ = 2 hvis ¢ = 4. Ved & na ta
hensyn til en innkommende bglge med bglgetall ¢ og kompleks amplitude &y, sa innser vi at
amplituden til den reflekterte (R) og den transmitterte (') bolgen er gitt som:

T=¢+5% (4.37)
R=¢; (4.38)

Det er vanlig & skalere disse to amplitudene med fg :

|7

T =11 4.39
o (439
R

R=— 4.40
o (40

4.2.2 Driftkraften

Den linezre kraften Fy, som er beskrevet i seksjon 3.3, utferer like mye arbeid i hver horison-
talretning over en periode Ty = %’r Ved a ta med andre ordens ledd i Eulers trykkligning, kan
man imidlertid finne en kraft som over en periode utfgrer mer arbeid i én av retningene. Ho-
risontalkomponenten til denne kraften, midlet over en periode, skal vi her kalle for driftkraften
og betegne som F,. Det kan vises at et fgrste ordens potensial, som vi har funnet i seksjon
4.4, er det eneste vi mé kjenne for & finne driftkraften opp til andre orden.

Ved & studere den tidsmidlede endringen i momentum per tidsenhet i et lukket volum, kan
man i 2D-tilfellet finne at (Faltinsen (1990)):

jo / [p(u— U2 + plng dS (4.41)
S



hvor S bestar av to vertikale kontrollvegger pa hver side av plata, n, er horisontalkomponen-
ten til enetsvektoren n, pekende vekk fra plata og en overstrek betegner tidsmidling over en
periode. 1 vart tilfelle vil vi bruke uttrykkene vi fant i seksjonen over, og dermed velge to
kontrollvegger som befinner seg uendelig langt ut til hgyre og venstre:

2 M4

m={ [ [ |wtw-02 sy (4.42)

12 0g 14 betegner bglgehevningene forbundet med ko- og k4-balgene.

Vi setter inn for trykket:

p=—plér— Uut S +2) + gy) (4.43)
og far:
o m
=—p /_/ {(u—U)u—(u—U)U—(qﬁt—Uu—i-;(UQ-H)Q)‘*'QZ/) dy  (4.44)
72 f]j 1
:—pt/—/‘[@+mﬁﬂu—WU—2wLﬂﬂ dy (4.45)

Vi gjenkjenner tredje ledd i uttrykket over som [ Uu-ndl. Fra konservering av masse far
Soo

vi [u-ndl=0. Det siste leddet gir bidrag av tredje orden pa overflaten og 0 pa inte-
Soo
grasjonsintervallet [—oo, 0], siden eneste forskjellen mellom u og v er en faseforskyvning pa

i tidsavhengigheten (se (4.49) og (4.50)). Eventuelle bidrag far vi dermed bare fra forste og
andre ledd.

0
Siden [ ¢, dt = 0 trenger vi i forste ledd bare & utfgre integrasjonen pa overflaten, hvor vi
—0o0

gjor tilngermingen ¢y (x,t,y =n) = ¢z, t,y =0) = qﬁgz

Tlq
/ &0 dy = 17,49 (4.46)
0

= (Uu — gng)ng (4.47)

I uttrykket over har vi brukt relasjonen fra (1.13) pa linearisert form. Fra (4.27) kan det vises
at:

¢ = R foel”! (4.48)

-

= 0&, (;?0) ’ M cos(kx + ot + ) (4.49)



og at:

1

dz(x,y =0,t) = —0&.k (kg> i sin(kx £ ot + () (4.50)
0

hvor &, = ]éq\. Dette gir

1
- Ua. k 2
Tun = —6 qu J (lf) (4.51)
q
Ug
_Ug 452
2anq ( 5 )

[NIE

hvor ¢ = —¢ (%) . Videre har vi at:

q

1
—g; = —595 (4.53)

I andre ledd av (4.45) kansellerer integralene fra —oo til 0, og vi far dermed bare bidraget:

Mg
/ gydt =0 (4.54)
1 =
=597 (4.55)
1
= 1952 (4.56)

Dersom vi né samler bidragene fra (4.52), (4.53) og (4.56), far vi:

Ug 1 1 Ug 1
chgq - 5953 + 1953 =p (20553 - 49§§> (4.57)
U 1
-G E, (4.59)
E
— _ 9\ 24
U =) (4.59)

hvor £, = %pgﬁg og cg = %cq. Samles né& bidragene fra ko- og k4-bolgene ender vi opp med:

— E E
Fo=—U-)=+U-)=2 (4.60)
(6] C4
Nér vi i tillegg har en innkommende bglge kan vi, som Grue & Palm (1985), simpelthen trekke
ifra bidraget fra denne.
— E. E
Fo=—(U—-&)—=+U~c)— 56U —ch)=" (4.61)
Co Cq4
hvor Ey = %pg&% . Verdt a merke seg er at & og & i ligningen over er amplitudene til en
reflektert /transmittert bglge, og mé ikke forveksles med amplitudene fra radiasjonsproblemet
alene.



4.2.3 Energiligningen

Nér vi kjenner fjernfeltsamplitudene kan vi ogsa beskrive den midlede energien (per tidsenhet)
W til systemet. Vi ngyer oss med & gjengi formelen utledet av Grue for bglger pa en konstant
strgm, her med k;- og k3-bglgene neglisjert:

W = Bj(c§ — U) — Ey(c] —U) + SE,(c) — U) (4.62)

For en solid plate er energien bevart, og vi ma dermed ha at arbeidet utfgrt av plata Wi ma
vaere like stort som, og motsatt rettet av, arbeidet utfgrt av den innkommende bglgen Wy.
Nér plata derimot er porgs vil de viskgse effektene fore til et energitap, og dermed |Wp| > [W1].

Nar en innkommende bglge passerer plata, vil det som nevnt oppstd en transmittert og en
reflektert bolge. Rent teoretisk kan vi da tolke f; som potensialet for en bglgemaker med
varierende hastighet langs y-aksen pa veggen. De radierte bglgene med amplitude & og &4 kan
vi derfor se pa som lgsninger for et radiasjonsproblem hvor u = %i‘g—g. Det radierte arbeidet
W, mé da veere det samme som arbeidet utfert pa plata:

W, = / p(z =0,y,t)®" (z =0,y,t)dl (4.63)
L

Som en sjekk for at implementeringen fra seksjon 4.2 er riktig, har vi derfor funnet arbeidet i 5
diskret punkter for F'r = 0.05 og 7 = 0.7.Hastigheten pa veggen er gitt som hastigheten fra en
inkommende k4-bglge med € = 0.1L, men problemet betraktes ellers som et radiasjonsproblem.
W, er funnet fra fjerfeltsanalysen, mens F'¢, er funnet ved direkte integrasjon av (4.63). Fra
4.2 ser vi at det er god overensstemmelse mellom de to uttrykkene for arbeidet.
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Figur 4.2: Arbeidet vs bolgetallet k4L



4.2.4 Resultater

Ved & finne de ukjente koeffisientene til v fra seksjon 4.1, kan vi n finne bade den tidsvari-
erende, horisontale kraften, driftkraften, fjernfeltsamplituder og den totale energifluksen.

La oss fgrst undersgke energifluksen for tilfellet hvor vL = 1, der v er belgetallet for en bolge
vandrende pé et fluid uten strgm, og som treffer en porgs plate som skjezerer overflaten. Figur
4.3 viser forholdet mellom energifluksen tilfgrt av en innkommende bglge Wy og energifluksen

W1 ut av de to vertikale veggene x = |oo|, 1 tillegg til transmittert og reflektert bglge, som
(1-7)

pr? "

funksjon av den naturlige logaritmen til KC = %
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Figur 4.3: Forholdet mellom tilfgrt og utvandrende energifluks %, reflektert bglge R og

transmittert belge T vs den naturlige logaritmen til perforeringseffelzt—tallet KC

For negative verdier av In KC er 7 veldig stor og den transmitterte bglgen er bare den innk-
ommende bglgen selv, samlet energifluks ut gjennom veggene blir dermed lik null. Nar In KC
derimot har verdier rundt 2.64 (hvor 7 = 0.11) er det en betraktelig mindre energifluks gjen-
nom veggene enn den som ble tilfgrt av den inkommende bglgen — dissipasjonseffekter grunnet
platas porositet har dermed fgrt til et energitap. Nar In K'C blir stor gar 7 mot 0, R og 1" gar
mot lgsningen for en solid plate og energiligningen gér, som forventet, mot 0.

Vi skal heretter konsentrere oss om de horisontale kreftene som virker for forskjellige verdier
av U, uttrykt ved det dimensjonslgse Froude-tallet F'r = %. Dette forholdstallet indikerer
det stasjonaere bglgemgnsterets virkning pa legemet — jo lavere F'r, jo bedre er tilnsermingen
ved & se bort ifra det stasjonzere bidraget (Zhao & Faltinsen (1988)). I norske fjorder har
vannstremmen normalt en hastighet mellom 0.1 - 0.3 m/s, under spesielle omstendigheter kan
stremmen komme opp i 1 m/s (Havforskningsinstituttets hjemmesider). Vi skal derfor under-



soke tilfeller hvor F'r € [0,0.1,0.2,0.05], som respektivt svarer til U € [0.17,0.34, 0.86].

Som nevnt gnsker vi & se pa anvedelsen for en fiskemerd. Ifglge Fredheim (2005) vil 7 da
ligge i regionen [0.15,0.3]. Videre kan hgyden til merden veere s& hgy som 30 meter (Faltinsen

(2014)). Vi lar na kraften skaleres ved pﬁo og den midlere driftkraften ved pi; &7, mens vi lar
0

d= bfo indikere nedsenkingsgraden som en prosentandel av platas lengde.

Vi skal se pa tilfeller hvor plata holdes fast under pavirkning av en innkommende bglge med
amplitude & = 0.1L, og kreftene vil skisseres mot det dimensjonslgse bglgetallet kL opp til en
verdi av 1.2. Amplituden er valgt med tanke pa at vi anvender linezrteori, mens kL er valgt
med tanke pa at det i kapittel 2 ble vist til darlige overensstemmelser med eksperimenter nar
% > 0.4. Den maksimale bglgebrattheten blir her 0.038. Viktig & merke seg er at F og F,
(begge skalert) som funksjoner av kL, i motsetning av tilfellet for en solid plate, vil variere
med amplituden nér plata er porgs. For alle utregninger heretter setter vi L = 30m, som gir
en innkommende bglge med amplitude pa 3 meter. Siden en bglge som vandrer i strgmmens
retning forventes & gi hgyest kraftbidrag péa plata (Molin et al. (1995)), lar vi den innkommende
bglgen veere en k4-bglge.

Som et referansepunkt betrakter vi forst en solid plate for nedsenkingsgradene d € [0,0.01,0.1]
og Fr =0:

— d=0
--- 001

08} - 010 |

oF.
s
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02}

25 30

Figur 4.4: Driftkraften F, vs bglgetallet vL.
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Figur 4.5: Figur 5 fra [?]: Driftkraften vs bglgetallet.

Figur 4.4 kan sammenlignes med figur 4.5 som viser en lignende utregning av Evans (1969),
med en liten forskjell i definisjonen av nedsenkingsgrad og skalering. Ved & bruke Evang’
parametere er det imidlertid testet at var lgsning gir identiske resultat. P& lignende vis som
for den horisontale kraften, ser vi at ogsd den midlede kraften varierer mye med vL og, at
bare en liten nedsenking gir en betratelig mindre driftkraft i forhold til en plate liggende helt
i overflaten.

I figur 4.6 ser vi driftkraften for 7 = 0.7 under ellers samme forhold som i figur 4.4, bare her
for vL € [0,1.2]. Vi ser at porgsiteten har fort til en betraktelig reduksjon av driftkraften, for
vL er den nesten bare 2% av driftkraften for en porgs plate. Nedsenkingsgraden har i tillegg
en mye mindre betydning.
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Figur 4.6: Driftkraften F, vs belgetallet vL for 7 = 0.70.

[ figur 4.7 ser vi kraften og driftkraften nar d = 0, for forskjellige verdier av 7 og for F'r = 0.01.
Selv for relativt hgye porositeter ser vi en tydelig reduksjon av kreftene nar 7 senkes. For
kL = 1.2 reduseres bade F, og F med ca 35% nar 7 gar fra 0.70 til 0.85.

Figur 4.8 viser kraften og driftkraften for varierende d for 7 = 0.7 og F'r = 0.02. Sammenlignet
med tidligere figurer ser vi at kreftene fra en ky4-bglge, som forventet, blir stgrre nar F'r gkes.

Figur 4.9 viser driftkraften for varierende d nar 7 = 0.70 og Fr = 0.05. Sammenlignet med
4.6 ser vi en betraktelig gkning, omlag 70%, av driftkraften for alle verdier av d nar Fr gar
fra 0 til 0.05.
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Figur 4.9: Driftkraften F, vs bglgetallet k4L for varierende 7.

Avslutningsvis kan vi sammenligne driftkraften med en dragkoeffisient foreslatt av Tait et al.
(2005) for en vertikal vegg staende utsatt for en konstant strom:

F
Cy= TlUQ (4.64)
27U
.
ofee = (4.65)

hvor C; = C%T og C. = 0.405¢~"(1=7) 1 0.595, mens U, er normalhastigheten pa veggen. For
7 =0.70 og U, = 0.86 far vi: ‘
cTait — 969 (4.66)

Den korreseponderende dragkoeffisienten for driftkraften pa en plate skjeerende i overflaten
ved Fr = 0.05 er: ‘
CPrit = 0.14 (4.67)

Vi ser derfor at selv om driftkraften gker betraktelig nar en strgm er tilstede, sa vil den fortsatt
vaere veldig liten i forhold til det konstante bidraget fra stremmen alene.



Diskusjon

Forskjellige metoder for & studere porgse platers interaksjon med bglger har blitt underspkt.
Spesielt er det presentert en semi-analytisk lgsning for en vertikal plate, holdt fast eller os-
killerende, under pavirkning av en innkommende bglge i et uendelig fluid. For en solid og
en porgs plate er det vist til samsvarende resultater med Evans (1969) og An & Faltinsen
(2012). Diffrakasjonsproblemet er studert bade med og uten strgm. Dissipasjon av energi
og amplituder for transmittert og reflektert bglge er undersgkt for en plate skjeerende i den
uforstyrrende overflaten for froudetall Fr = 0. For kL = 1 blir det vist til et energitap pa
hele 50% for In KC = 2.64. Videre er forste ordens horisontalkraft og andre ordens driftkraft
fra en bglge vandrende i strgmmens retning undersgkt for Fr € [0.0,0.01,0.02,0.05] for en 30
meter lang plate av hoy porgsitet. Det er funnet at & senke plata 10% av dens lengde under
overflaten, gir en betratelig reduksjon i bade tidsvarierende kraft og driftkraft, og at disse
tilneermet dobles nar Froude-tallet gkes fra 0 til 0.05. Driftkraften er imidlertid funnet & vaere
veldig liten i forhold til kraften fra en konstant strgm alene.

En svakhet med lgsningen foreslatt er neglisjeringen av det stasjonaere bidraget som vil oppsta
nar det er en strgm i fluidet. For vertikale plater og steile geometrier er det nzerliggende a
tro at den koblede effekten mellom det stasjonaere og det tidsavhengige potensialet er av be-
tydning, selv for veldig sma verdier av F'r. Et annet ankepunkt er at det i relasjonen mellom
trykket og hastigheten pa veggen er antatt at fluidet hele tiden omslutter plata. Dette er ikke
tilfellet for en plate som befinner seg en hgyde over den inkommende bglgens laveste punkt.
Vannstanden pa den ene siden av veggen vil da veere hgyere enn pa den andre, og vann som
vandrer gjennom den vil dermed oppleve et fritt fall. Dette, sammen med brytning av bglgene,
vil forarsake dissipasjonseffekter som det ikke er tatt hgyde for i denne oppgaven.

Den presenterte lgsningen har ogsa et direkte fobedringspotensial siden de numeriske metodene
trolig kan gjgres mer effektive og stabile. Instabiliteter oppstar pa grunn av iterasjonspros-
esser for & lgse ikkelineariteter. For F'r = 0.05 ble iterasjonen ustabil for lave verdier av kL
nar antallet ukjente koeffisienter var over seks. Bare Picard-iterasjon har her blitt brukt som
verktgy for & beregne ikke-linearitetene.

For applikasjoner til nettingstrukturer er det viktig & observere at det i formuleringen av prob-

lemet forutsettes at legemet er rigid, og at lgsningen dermed passer bedre for & modellere
gitterstrukturer fremfor nettingstruktrer.
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Utvidelser

Nar man kjenner det linesere potensialet for en porgs horisontal og vertkial plate, bgr disse
kunne kombineres til & utgjgre det lineaere potensialet for et lukket eller delvis apent rektangel
— og dermed fungere som en geometrisk fullverdig representasjon av en rigid fiskemerd i 2D.
En naturlig vei videre er & undersgke problemet i 3D. I tillegg er det gjort fa undersgkelser
av det stasjonaere problemet for en porgs struktur som beveger seg med en konstant hastighet
i nzerheten av en fri overflate. Trolig ma man da uttrykke et kjglvann bak plata, se Koo &
James (1973) og Loeland (1993), som mé inkorporeres i den matematiske formuleringen.



Appendiks A

Chwangs bglgemaker

Den horisontale bevegelsen beskrives ved:

s0 = zpe! (A.1)
Med hastigheten v, = jwzo Vi sgker dermed et komplekst potensial pa formen:
O(a,y,t) = ¢(x,y)el" (A.2)
Strgmhastigheten pa veggen V,, relateres til trykket P ved:

2b
Vi = ;p(O,y,t) forx =0 (A.3)

Videre kan det varierende trykket i vaesken P beskrives ved Eulers trykkligning ligning pa
linearisert form:

p=—pPd; (A.4)
Horisontalt ma vaeskens bevegelse samsvare med platens bevegelse fratrekt strgmhastigheten:

O, =ug—Vy forx =0 (A.5)
Av (A.4) og (A.5) ser vi at V}, og P har samme frekvens som ®, og vi definerer derfor:

Vn = Un(y)eth (A6)
(x=0,y) = p(y)e™* (A7)

La oss n& uttrykke ® som en generell lgsning av Laplaceligningen som oppyller radiasjons-
betingelsen for x — co. phi kan da skrives som:

¢ = Age 7 cosh koy + Z Ape % cos kpy (A.8)

n=1

hvor Ay og Aper konstanter. For & finne disse konstantene utnytter vi det faktum at egenvek-
torene er ortogonale pa intervallet [0, h].

r7



Uttrykk for de ukjente koeffisientene

Alle ligninger vi heretter skal bruke er evaluert i punktet z = 0, og det utelates derfor & opplyse
om dette i hver ligning. Fra (A.5) Far vi:

—jkoAge k0% cosh koy — Z knApe ™ cos kpy = jwzg — n(Yy) (A.9)

n=1

Vi multipliserer sa alle ledd med cosh kgy og integrerer over intervallet [0, A]:

h h h
—jkvo/COShQ koy dy :jwzvo/coshkoydy—/vn(y) cosh koy dy (A.10)
0 0 0

De kjente integralene er gitt ved:

h kh
1
/cosh koydy = /coshu du= — smh koh = —PO (A.11)
ko ko ko
0 0
h 1 kh
/cosh2 koy dy = — / cosh®udu= = — smh koh cosh koh + h (A.12)
ko 2 kO
0 0
1/1 .
o
Med dette i hende finner vi at:
2 P, 2j ;
w0 J
Ag = — — v (y) cosh koy d 16 Al4
0= e koh(cpg+l)/ () coshkoydy  (16) (A14
hvor Py = sinh kgy og C' = -4 er konstanter. Videre har vi fra A.4 at:
o (y) = —jbwp (Ao cosh koy + Z Ay, cos k:ny> (A.15)
n=1

Ortogonalitetsegenskapene anvendes igjen og vi far:

h h
/vn(y) cosh koy dy = —jpro/cosh2 koh dy (A.16)
0 0
. 2
_ _Jjbwph(CFy + l)AO (A7)
i

Ved & kombinere A.15 og A.17 far vi:



2wd Py 2 bwph(CPE + 1)

Ap = — - A A.18
7 TRW(CPZ+1)  koh(CP2+1) [ 0 (4.18)
2bwp 2wd Py
1+—A4Ap=————5— A19
( kop > I (e) ) (4.19)
2wd Py
Ay = — A.20
07 T RZW(CPZ + 1)(1+ Go) (4.20)
hvor Gy = %G og G = 2::7”1'0. Med veldig lignende fremgangsmate kan man finne at:
2wd P,
- wdFo (A.21)

Ap=—
kgh(1 = CF§)(Gn =)

hvor G,, = %G. G er en parameter innfert av Chwang, og kan tolkes som et Reynoldstall for
strgmmen gjennom porene.

Trykket, kraften og overflatehevningen

Med potensialet na fullt ut beskrevet kan vi finne trykket i vaesken, hvor vi na bare interesserer
oss for realverdien. Det kan da ferst veere greit & studere strukturen til Ag og A,. A bestar
bare av reelle tall, mens den siste dividenten i A, gjor at dette blir et komplekst tall bestaende
av bade en real- og en imaginaerdel.

1 Gn+j
= A.22
Gn—j G2+1 ( )
Gn+] Gn 1

= = A.2

e} -ari-ara 2
x _
\S{G%Jrl}_G%—H (4.24)
Fra A.4 har vi at trykket P er gitt ved:

p(07 Y, t) - _pr(b(()? y)€th (A25)
= wp[0(0,y)(—jcoswt + sinwt)] (A.26)

R{p(0,y,t)} = wp [cos wt Z S {A,} coskpy + sinwt <A0 cosh koy + Z R{A,} cos k:ny>]

n=1 n=1
(A.27)
Skalert med hensyn pa —pw?zoh far vi:
20,9, = Cpcoswt + Cysinwt (A.28)
—pw?aoh P e

hvor:



P, cos(kny)
© =2 Z 21— CE2)(1+ C2) (4.29)

2Py cos(koy) 2 — P, cos(kny)
+ = (A.30)
(Rko)*(1 = CP)(1+GF) ~ h? £ k(1 — CP2)(Gn + Gr') '

Cq=

Vi ser her at vi har én koeflisient C), i fase med platens bevegelse, og én faseforskjgvet (med %)
koeffisient C';. Ved trigonometriske identiteter kan vi uttrykke disse to som én trykkoeffisient
D,, med en fase 0,

p(0,y,1)

—pmoh = D) cos(wt + 6)) (18) (A.31)

hvor:
D, = (C2+C2)E . g — tan 0 A.32
p_(p+ q) ’ p—tanﬁp (A-32)

Den totale kraften finner vi ved & integrere trykket fra y = 0 til y = h:

h
Fxz=0,t) 1 _
R =5 / (Cpcoswt + Cy sinwt) dy (A.33)
0
= Cfpcoswt + O, sinwt (A.34)
hvor:
P2

Or=13 Z knd(1— CP2)(1 + G2) (4.35)

2 o0 2
c 2P 2 P2 (A.36)

+ JR—
(hko)®(1 = CPF)(1+GF)  h® £ kp3(1 — CP2) (G + G
Pa tilsvarende méate som for trykket, kan man beskrive et samlet kraftbidrag Dr med fase 0p:

Cr coswt + Cp sinwt = Dp cos(wt + 0F) (A.37)

Overflatehevningen, skalert med xg, finner vi ved realdelen til n - som fremkommer av (4):

Y [¢(z, h)(jcoswt — sinwt)] e " (A.38)

Lo Log

’{n} - Y A cosh koh sin(kor — wt) + Z (S{An} cos kphcoswt + R { A} cos kphsin(wt)) e *n®

o Tog 1

(A.39)

Vi bruker né identiteten— sin(z) = sin(—x) og definerer Ejy som konstanten i det forste leddet
ovenfor:



B wAg cosh koh 2w? Py cosh kh

gxo ~ gk2h(CPZ +1)(1 — Gy)
_ 2R3
~ koh(CP2 +1)(1 — Go)
= Ey

Disperasjonsrelasjonen fra 77 er brukt for & forenkle uttrykket.

P34 lignende vis definerer vi E, og F,, som:

B 2P?2
" kyh(1—CP2)(1+G2)

2P2

F, = n

" kuh(1 — CP2) (G +GiY)
Vi kan né skrive:

R {n}

X
0 n=1

o
= Fysin(kr — wt) + Z (E, coswt + F,, sinwt) e *n®

(A.40)

(AA41)

(A.42)

(A.43)

(A.44)

(A.45)

Nar x — oo forsvinner summe-leddet, og vi star igjen med en utgaende bglge med amplituden

Ly.






Appendiks B

Boglge mot vegg fra bunn til overflate

Vi sgker et potensial som oppfyller Laplaceligningen pa henholdsvis hgyre og venstre side
(merk —tegnet i tidsavhengiheten for samsvar med Molins utledning):

ohv = R {gbh»v(x,y)e*iwt} (B.1)

En generell Igsningen for det z- og y-avhengige potensialet pa hver av sidene kan skrives som:

h §g cosh koy ( ikox —ik :c> €9 ( kna —k :r)
= SITELT (Agekor 1 Bekor) 1 ST N (4,00 4 Be e i
¢ (z,y) w cosh koh 0€’"" + Bye + w 2 ne ™" + Bpe cos kny
&g cosh koy " e £g X L
v — > 777 VI JKkoT JRkox nT n
¢’ (x,y) w cosh koh (aoe + boe ) + - E (ane + bpe )cos kny

I
—

n

Hvor A,, By, a, og b, for n =0, 1, ..., 00| er ukjente koeffisienter.

Vi gjenkjenner det andre leddet i ¢ som det tidsuavhengige potensialet for den innkommende
bglgen, derav fglger det at By = £. Videre sgker vi periodiske funksjoner nar |z| — oo,
kombinert med radiasjonsbetingelsen medfgrer dette at A, = a, = b, = 0:

h _ &g cosh koy ( kow _jkox) [ W

¢ (z,y) = > cosh kol Ape™" + Bpe + - nEZI Bpe cos kny (B.2)
v _ gg cosh koy < —jkom> £g > knx .

¢ (z,y) = W cosh koh boe + m ,;:1 ane ™" cos kny (B.3)

Uttrykk for de ukjente koeffisientene

De resterende konstantene finner vi ved anvende krav pé plata. Siden vi da hele tiden befinner
oss 1 punktet x = 0 er dette utelatt i ligningene, underforstatt at alle funksjoner blir evaluert
i denne verdien for x. Vi skal ogsa skal heretter betegne B, og a, som koeflisientene bare for
ne(l,2,..,00].
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Massefluksen gjennom veggen mé vaere den samme, vi far derfor at:

o = ¢} (B.4)
€9 | jko cosh koy _ 89 | _jkocosh koy o
= | ———= (40 — Bo) kyn By, cos ky, ——— b knap cos ky,
w cosh koh (4o 0) nzl o8 Bnl w cosh koh 0 +; %n €05 EnlY
(B.5)
Da alle cosh- og cos-ledd er linezert uavhenige mé:
Ao — By = —bg (B.6)
—By, = ay, (B.7)

For & fa et komplett ligningssystem anvender vi na ligning () pé linearisert form, kombinert
med Eulers trykkligning, og far:

8~ " =~ L Dlgh(y)oh(w) (B3)

hvor D = u . For & isolere konstanter pa venstresiden utnytter vi ortogonalitetsegenskapene
til cosh koy og cos koy pa intervallet [0, h]. Forst multipliserer vi begge sider med cosh koh og
h

integrerer sa fra 0 til h. Av [ cos kyy cosh koy dy = 0 fplger:
0

h h A
2 — jkoz 2 - _ h h
ot [ cosh? koy dy — (a5 Bo) [ cosh oy dy | = =52 D [ |6h(w)I6hy) cosh oy )
0 0 0
(B.9)
bo — (Ao + Bo) = Ip (B.10)

h
lder Iy = Cofo , Co = —j—2Lcoshkoh o0 f1 — [0l (y))|¢l(y) coshkoydy . Ved & gjenta
3még [ cosh? koy dy 0
0

samme prosedyre med cos k,y finner vi at:

an — By =1, (B.11)

hvor I,, = Cnfn , Cp = _JhL og fn = f |¢h |¢h( )COSknydy
3mg [ cos? kny dy
0

Ligning (B.6), (B.7), (B.10), og (B.11) kan na samles i ett ligningssett, som kan lgses numerisk
ved iterasjon:

Ay by 0 0 B Ay 0 0 0 —3l

~Ag bo 0 0 I+Bo | | 0 b 0 0 3lo+By (B.12)
0 0 By, a, 0 0 0 B, 0 —3I, '

0 0 -B, an I 0 0 0 a 3l
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Reversert ligningssett

Dersom 7 er liten rapporterer M&F om bedre resultater ved & reversere ligning (B.8) :

1/ 3nw 2 oV — M
¢Z:J* < > 1
DT o — ot

2
Som i forrige seksjon utnytter vi ortogonalitetsegenskaper:

Ao — By =1

A A wcoshkoh(?’ﬂ)% ho o n

Hvor [ = Cofy , Cp = 450D )" o fo = [ 222" cosh koy dy
ko&g [ cosh® koy dy 0 [ov—on|?
0
Videre har vi at:
B, =1,

i_a i 6o w(p)® P | e

Hvor I = C,, f, ,anj§+ og fozf - cosh koy dy
koigofcosh2 koy dy 0 [lev—et2]

Kombinerer vi na (B.6) (B.7), (B.14) og (B.15), ender vi opp med et nytt lignigssett:

Ay by 0 0 By A 0 0 0 Io+ By
A4 0 0 0 Iy+ By 0 b 0 0 —I
0 0 Bn an 0 “l o o B, 0 I,
0 0 B, I, 0 0 0 a, —I,

(B.13)

(B.14)

(B.15)

(B.16)






Appendiks C

~v-funksjonen

Vi har funnet at:

L 1
21 u(b)(1 —b?)2
V(y)_ﬁ(l—yQ)% PV_/1

[e.°]

db+C

(C.1)

Vi antar s& at u(b) kan skrives som et polynom v = > A,,b". Dersom vi s skriver b = cos a,

m=
kan vi eksakt skrive om w til en fourierrekke bestdende utelukkende av cos ma—ledd, hvor

n < m for endelige rekker.

o
U= g A, cos no
n=0

Vi foretar derfor transformasjonen:

b=cosa
y = cosf
db = —sin«

Som gjer at PV-integralet kan skrives som:

e’} 7r 1 .

A,, cosna(l — cos? a)2 sin«
E PV i ( ) da
cosao — cosf
n=>0 0

Integralet over kan lgses ved & anvende Glauert-integralene

™

PV/lda:0

cos o — cos
0

0g
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(C.2)

(C.6)

(C.7)



™

PV/ Mda = WSH{(nQ) forn>1
cosa — cosf sin 6

0

Vi betegner I,, som integralet forbundet med n-te ledd i ligning (C.6), For Iy far vi:

(1 — cos? a)% sin «
Iy = d
cosa — cos

Q

0

™

1— 2
:/( cos” a) da
cosao — cosf

0

™

cos? o
=— | ————dao
cosa — cosf
0

B _1/7r cos(2a) o

2 ] cosa — cosb
0

_ 1 sin(2a)

™
2 sina
= —TCOS

Mens vi for gvrige I,, finner at:

iy
.2
cos(na) sin® a
[, = [csma)sina,
cosa — cosf

0

T
cos(na) sin? o
= [ ——F— da
cosa — cos
0

1 ] (2 cos(na) — cos[(2 — n)a] — cos[(2 + n)a))

do

4

cos o — cosf
0

msin((2 — n)6] + 2sin(nd) —sin[(2 + n)6)]
4 sin 0
sin? 6 sin(nf)

sin 6

Ser vi tilbake til ligning () ender vi n& opp med:

v(6) = 2 <—7rA0 cost +m Z A, sin 0 sin(nf) + C)

msinf
n=1

:2<A0cot0—|—ZAnsin(n0)+ ¢ )

7 sin 6
n=1

(C.8)

(C.10)

(C.11)

(C.12)

—~

C.13)
C.14)

—~

(C.15)

(C.16)

(C.17)

(C.18)

(C.19)

(C.20)

(C.21)



hvor faktoren -1 er trekt inn i Ag
Dersom vi antar at sirkulasjonen rundt plata er null har vi at:

™

/7(0) sinfdf =0
0

<A1 sin 6 + ,Ce> sinfdf =0

sin

St~

1
C=-3A

Vi kan na sla sammen A;- og C-leddet fra (C.21):

A;(sin?6 — 1) Ay cos(20)

sin 6 2 sind

Og dermed skrive:

sin 6

2 [e.9]
v(6) =2 (Ao cost) + Ay cos(26) + E Ay sin(n@))
n=2

Hvor faktoren -3 fra (C.25) er trekt inn i A;.

(C.22)

(C.23)

(C.24)

(C.25)

(C.26)






Appendiks D
I3 og Iy

La oss betegne det komplekse integralet fra () forbundet med k4 og k2 henholdsvis som I4(z)
og I>(z). For generalitetens skyld vil vi her skrive ¢ = a + ib, selv om R; = 0 i den vertikale
platens tilfelle.

1,

Vi studerer fgrst Iy, definert som:

Ii(z) = e~ ke? / eikl du (D.1)
u—c
C

Ved & trekke ¢'¥4¢ ut av integranden kan vi skrive:

. _ 5 ika(u—0)
1—4 _ €—1k4(z—0)/‘€_ik4 du (D2)
iky(u — c)
C
Ved substutisjonen
w = —iky(u — ) (D.3a)
dw = —iksdu (D.3b)
w(z) = wo = —iky(z — €) = ka(y +b) + iks(a — x) (D.3¢)
w(C) = Wy = —iky (00 — €) = bky—ico (D.3d)
far vi:
wo —w
Iy = et / e g (D.4)
w

For & lgse dette integralet defineres forst integranden som f(w) = %w Deretter integrerer vi
f over den lukkede kurven I' = Cy 4+ Cy + C5 + Cy (se figur D.1) og har da fra residueteori
(Henrici (1986)) at:
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Q//// fwpan= [ o0

(a) (a—=) > 0" (b) (a—z) < 0"

Figur D.1: Skisse av I'
De fire integralene over studerer vi na hver for seg, gjenkjent som:

fn:/f(w)dw forn =[1,2,3,4]

Cn
Dersom vi skriver w = rel innser vi at:
il il s
] re ] e e e 0 T
lim — = lim ———— =0 forf€|——, —
9 b
r—oo rel r—00 T 2°2

og dermed at I3 =0 . Videre er:

—bkyg—ioco

j4: / de
J w

Vi benytter oss ni av substutisjonen

u(w) = w + ioco

u(—ioo) =
u(—bk4 — iOO) = —bk4

som gir:

(D.7)



—bky

ef(ufioo)
I, = / - du (D.13)
u — 100
0
7b( i00) e~ (4=io)
U+ ioo)e " \UTIe
_ / o du (D.14)
0
=0 (D.15)

Av de to siste resultatene kan vi skrive:

(D.16)

7 = —2mi— Iy for (x —a) <0~
b —I for (z —a) > 0"

I gjenkjennes som integralet fra ligning (D.1), mens I kan skrives som det komplekse ekspo-
nentsialintegralet F1(z) (Abramowitz. & Stegun (1964)):

I = %dw = By (wo) (D.17)

wo

Endelig resultat er derfor:

Iy = = (D.18)

—e"0 (27 + Ey(2)) for (r —a) <0~
—e“ F1(2) for (x —a) > 0"

I,

For ko blir problemstillingen nesten identisk. Ved & foreta den samme substutisjonen som i
(D.3), bare med C' = —o0 og k4 byttet ut med ko, s& ender vi opp med:

wo

Iy = "o / dw (D.19)
w

Argumentasjonen for & finne I blir sveert lik som for I;. En forskjell er at ' skifter retning
og roteres (se figur 2), noe som forer til at:

or{a—x +
/f(w) duw — {(i% for (a —z) 20 (D.20)
Iy

for (a —z) <0~



iy

Cs

wo

(a) (a—=) > 0" (b) (a—z) < 0"

Figur D.2: Skisse av I’

Analogt til seksjonen over kan vi beskrive integralet over konturen C), som I,,, med samme
definisjon som i (D.6). Resultatet fra (D.7) gjelder ogsé for I , mens et fortegnsskifte for
oco-leddene i (D.8) ikke har noen innvirkning pé utfallet — dermed blir ogsi Iy = 0. Igjen kan
vi skrive Iy = By (wp), mens vi for I far:

. ~I for (z —a) <0~
Lol fr-as (D.21)
—2mi — I for (x —a) > 0"
Edelig resultat blir dermed:
_ —e“’ZE'l(z) for (x —a) <0~ (D.22)
V= (2mi — Eq(2)) for (z —a) > 0*

Pa plata

Vi gnsker spesielt & studere I» og Iy pé plata, altsd hvor x = a. For & studere grensene pa
hver side av plata skriver vi ,z(j)E = a* +iy. Ved & bruke identiteten (Abramowitz. & Stegun
(1964))

E(—z +10) = —Fi(x) Finrfor x > 0 (D.23)

innser vi at I4(zg) = I4(zy ) og I2(2¢) = I2(zy ), og dermed at:

Iy, = ¢ev
Igzew

[Ei(—w) — in]
[ir + Bi(—w?)]

o Ol

} for (z —a) =0 (D.24)

der potens-indeksen angir hvilken k € [ko, k4] som skal brukes i uttrykket for wy.



Appendiks E

Numeriske metoder

Alle lgsninger presentert i kapittel 2-4 er implementert i Python. For regneoperasjoner utenom
elementzer numerikk er funksjonene integrate.qaud og special.expi importert fra scipy-
biblioteket. quad tilbyr numerisk integrasjon med samme teknikker som brukt i Fortran-
biblioteket QUADPAK, mens expi gjengir rekken for Fi(x), presentert av Abramowitz. & Stegun
(1964). PV-integralet i An&Faltinsens ligning (17b) er integrert direkte ved & gi tillegsargu-
mentet wvar=a (hvor a angir det singulaere punktet) i quad-funksjonen.

Det skal videre konsentreres om utregninger for lgsningene fra kapittel 3 og 4. Utfordringen
ligger da i & finne de ukjente koeffisientene til . Ligning (3.53), (3.55), (3.56) og (4.26) lgses
alle for en trunkert v med N ukjente koeffisienter. To forskjellige metoder med hver sine
styrker har blitt brukt i utregningene: en kollokasjonsmetode og en integrasjonsmetode.

Kollokasjonsmetoden

Vi observerer at u pé plata (se 3.41 og 4.22) er en linezerkombinasjon péa formen:

N
u=> un(0)A, (E.1)
n=0

hvor w,, er linesert uavhengige funksjoner av 6. La oss for et diskrét punkt 6,,, definere u,(6,,) =
Umn- Ved & anvende summe-notasjon, kan vi skrive:

w(0m) = UmnAn (E.2)
P4 samme méate introduseres matrisen S, forbundet ved:

Ao (O,

¢é ) = SpnAn (E.3)

Nér vi samler diskrét punkter.,kan vi kan skrive (3.55) som:
SrnAn = —1 (UmnAn — Up) [UmnAn — vp| (E.4)
Eller pa reversert form som:

SmnAn

_ 1+ E.5
(K SmmAal)? " 55

UmnAn =1
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Vi har dermed en matriseligning pa formen:
Mx=Db (E.6)
Nar vi lar m > n far vi en minste kvadrats tilnarming som finnes ved:

MTMx =M"b (E.7)

Styrken til denne metoden er at den er rett frem a implementere, men et problem (diskutert
under) oppstéar nar plata ligger i overflaten.

Integrasjonsmetoden

Nevnte ligninger kan ogsa lgses ved & multiplisere hver av sidene med sin([m + 1)) for
m € [0,1,..., N—1], og deretter integrere med hensyn pé @ fra 0 til 7. Man far dermed et N x N
ligningssett som kan lgses ved lineser algebra. Arsaken til at sinus-funksjoner brukes fremfor
for eksempel cosinus-funksjoner, er at (3.41) og (4.22) inneholder Ei-funskjonen og leddet —1-

y+b’
som begge gar mot uendelige stgrrelser nar b = 0 og y — 0. Men siden liH(l) Ei(z)sinnz = 0
T—

0g linr[lJ % sinnz = n, omgas dette problemet ved et slikt valg av linesert uavhengige funksjoner.
T—

Alle venstresider av ligningene (multiplisert med sin([m + 1]6) ) integreres ved hjelp av quad-
funskjonen. Hgyresidene derimot méa oppdateres for hver Picard-iterasjon, integrasjonen blir
derfor utfgrt med em Simpsons regel algoritme, som er mye mindre CPU-krevende enn quad.
Det er funnet at en inndeling i 250 diskrét punkter er tilstrekkelig for denne algoritmen.
Siden A¢(0,0) = 0 er en evaluering av u for & uttrykke hgyresiden, ikke ngdvendig i punktet
y = bgp = 0. Ulempen med denne metoden er at den i forhold til kollokasjonsmetoden er veldig
tidkrevende.

Picarditerasjon

Nar vi bruker den kvadratiske relasjonen mellom trykket og hastigheten pd veggen, far vi
ligninger som ma lgses med iterative metoder. For alle utregninger er Picard-iterasjon an-
vendt, en metode som best lar seg forklare med et eksempel:

Vi gnsker & finne en lgsning for den ikke-linegere ligningen:
f(z) =xcos(z)+1=0 (E.8)
Vi starter med a gjette en verdi & = ¢ og lineariserer sa (E.9) med denne verdien:
zcos(Z)+1=0 (E.9)

Fra ligningen over finner vi en ny lgsning ;. Ved & summere xy og 1 finner vi en ny verdi til a
bruke i lineariseringen & = (1 —wv)x; +vze. Relaksjonsparameteren v € (0, 1] er introdusert for
4 unnga oskillerende og divergerende lgsninger. Prosedyren gjentas frem til et konvergenskrav
er nadd. Tabell E.1 Viser den tilnzrmede lgsningen av (E.9) etter 20 iterasjoner.



-2 n/a -2.16770632691
-3.03643911463 1.04179877703 0.0196672188214
-3.03248382366 | 0.00535966239931 | 0.0144512628805

N = O3

20 | -3.02174239692 | 1.83048394473e-05 | 6.60814258922e-05

Tabell E.1

Koeffisienter og tester

I kapittel 2 er N = 10 komponenter brukt i utregningene, grafisk samsvar med originalforfat-
terne er her brukt som kriterium. I kapittel 3 er N = 8 komponenter brukt i utregningene, da
An&Faltinsen oppgir tilfredsstillende konvergens for dette antallet.

En konvergenstest er utfgrt for en solid plate skjerende i overflaten for Fr = 0.05. Siden
Ag og As er koeffisientene som bestemmer den linesere kraften, er disse antatt som represen-
tanter for konvergensen. Figur E.1 viser real- og imaginaerdelen til Ag og Az funnet ved N
koeffisienter, delt pa real- og imagineerdelen funnet ved N + 1 koeffisienter N € [3,4, .., 8]. Ko-
effisientene er funnet ved integrasjonsmetoden, som ble viste seg & veere mest stabil nar Fr > 0.

Det er sjekket at lgsningenen fra seksjon 4.1 gir samme svar som lgsningen fra seksjon 3.3 nar
U = 0. Det er ogsa testet for at kollokasjonsmetoden og integrasjonsmetoden gir tilnsermet
samme svar for en ikke-lineger lgsning. Nar U = 0 stemte metodene godt overens, men nar
en strgm ble tilfgrt ble det raskt problemer med konvergens for kollokasjonsmetoden. Dette
kan ha med & gjore at for F'r > 0 mé to forskjellige ligninger pa veggen brukes, avhengige
av om U er storre eller mindre enn v,(y) i et punkt. Denne betingelsen ble inkorporert i
iterasjonsprosessen for begge metodene.
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Figur E.1: Forholdet mellom real- og imaginzerdelen for N og N + 1 koeffisienter for a) Ag og
b) As



Med utgangpunkt i figuren over er N = 8 koeffisienter brukt ogsa i kapittel 4. For sma kL
for F'r > 0.02 oppstod det imidlertid ustabiliteter, og N = 6 ble da brukt for & komplettere
grafene.

For alle utregninger gjort i oppgaven er det krevd at absoluttverdien til differansen mellom en
funnet koeffisient A,, og den forrige tippede A,, skal veere mindre enn 1076
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