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INTRODUCTICN

Dans une suite de traveaux ((3)) , ((4)) , ((5)) Zeeman a démontré des

théoremes intéressants sur les sujets suivants

1. Les relations entre différentes théories d'homologie et de cohomologie.

2. La théorie spectrale des applications simpliciales et continues.

3. La dualité de Poincaré des espaces généraux.

Le but de cet exposé est de montrer comment ces résultats peuvent &tre ob-
tenues par la méthode introduit par 1ltauteur dans ((2)) . Les résultats
qui vont 8tre exposés sont donc pour la plupart dfl originalement 3 Zeeman.
Les points clefs de notre exposé sont les lemmes 1. et 2. qui ensemble
montrent que la théorie singuliére des espaces topologiques entre dans le
context des ensembles ordonnés. Le lemme 2. étant abordée vaguement dans
((2)) , a récémment été démontré par Mr. John Johnsen & qui nous exprimons
notre gratitude de nous l%avoir communiqué.

Une fois les lemmes 1. et 2. démontrées, le reste suit immediatement de
la théorie générale de ((2)) . Ceci explique naturellement la pauvrété des

démonstration ci-dessous.

§ 1.

Nous rapplons ici quelques résultats sur les limites projectives et in-

T
ductives. Pour un exposé détaillé le lecteur pourra consulte. ((2)) .

Soit A\ un ensemble ordonné, et soit /\O un sous-ensemble de
~ ,
/\ . Par /\O nous noterons le sous-ensemble de /\ des &léments

qui sont plus petits qutun élément de /\() .
Par /A\O nous noterons 1fensemble /\ muni de 1lfordre opposé.

On peut considérer tout ensemble ordonné comme une catégorie. Soit donc
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L un anneau et Mod_ la catégorie des L -modules et homomorphismes
de tels, alors on peut considérer la catégorie des foncteurs sur /A 3
valeurs dans Modl' . Nous noterons cette catégorie par , et tout
objet F de ¢ sera appelld un systime projectif sur /4 3 valeurs
dans Mod L

On sait que @ est une catégorie abédlienne possédant suffisemment
d'objets projectifs et injectifs.
Pour tout sous-ensemble /\o de /\ nous avons défini un foncteur

covariant, exact 3 gauche (resp. & droite)

lim : ~———— Mod
< € L

(resp. : 6 ——> Mod, )

et un foncteur resolvant (terminologie de Grothendieck, voir Tohdku)

AJA
W’ (-] o
/A, (resp. || =)

sur la catégorie @ 4 valeurs dans la catégorie des complexes de cochaines
(resp. de chafnes) sur la catégorie Mod; ; c'est £ dire tel que le

foncteur
F MH——> H°( T"T‘F)

AN,
(resp. G M Ho( f1.G6))



stidentifie avec le foncteur

(), ¢
IeL}_m H @ —— Mod"
A/A,
respo. lim : —xM o
(resp L) é OdL,)
AT,
Lemme 1. Soit E= '{En} n » O un ensemble semi-simplicial,
7 ?
et soit E = {E n} ny 0 W sous-ensemble semi-simplicial de E . Sup-

posons que pour tout p et tout e'p- € Ep 1t'ensemble semi-simplicial ép
des faces de ep est ascyclique.

Considérons E comme un ensemble ordonné par la relation "face" et con-
sidérons tout L -module M comme un systéme projectif constant sur E ’

Nous avons alors un isomorphisme de g ~foncteurs (resp. de Ve —foncteui's)

?
%_i_x_n(") M % H°(E,E ; M)
E/E®

q
(resp. _l__‘ndr)n(a) M2~ H.(E,E ; M) )

E/E

§2.

Soit X un espace topologique. Nous désignons par OX 1%ensemble
ordonné, par inclusion, des ouverts non vides de X , par MX 1% ensemble
I
des recouvrements ouverts de X , et si WU € MX , par W 1ltensemble

des O¢ OX petits dfordre W o
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De méme nous désignons par E(X) 1'ensemble semi-simplicial des sim-
plexes singuliers de X . Si QJ_G-MX on désigne par E24(X) le sous-
ensemble de E(X) des simplexes singuliers petits dfordre U .

I1 est facile de voir que E(X) ne satisfait pas & la condition du
Lemme 1. Pour remedier cette situation on considére le sous-ensemble semi-
simplicial B (¥) (resp. E,,(X) ) de E(X) (resp. Eq(X) ) des sim-

plexes singuliers
G:Qp«-—-——}X

tels que ¢ distingue les sommets du simplexe type z}r)a
? '
I1 est facile de voir que E (X) (resp. E 11(X) ) satisfait aux con-

ditions du Lemme 1. De plus on a le:

Lemme 2. (John Johnsen). Pour tout espace topologique T1 s X

1'injection canonique

E (X) —> E(X)

(resp. E;4(X)“‘—‘ﬂ> E1*(X) )

est une equivalence dthomotopie. En particulier elle induit des isomorphisms
en homologie et en cohomologie.
La démonstration étant longue et assez technique ne sera pas donnée ici.
Utilisant ce lemme et le théoréme (8.5.1) de ((1)) nous constat ons
que pour tout w, Ve M, Uu> v , 1?injection canonique
E;f (X) ¢ sz (X) induit des isomorphismes en homologie et en cohomologie.
Etant donné en ensemble S quelconque, notons par P s 1vensemble

ordonné des sous—ensembles de S .



§3.

Pour tout L€ MX considérons alors 1l'application:
A P
X U —>F E(X)

définie par:

'

RO ={6| ¢ EX ,suw(s)c 0}
I1 est clair que si 0 < Ov alors
?
2K (0)c »8 (0)

Donc nous avons un homomorphisme de double complexes:
7;7 — > T TT
B\, (X) 9 s (0)
(1)

U° 2 (0)° E,(X)°
(resp. LI, . — ().

Utilisant le théoréme (3.1) de ((2)) nous savons que cet homomorphisme
induit des isomorphismes en cohomologie (resp. homologie).

Lthomomorphisme (1) induit un homomorphisme:
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Désignons par H°(X,x) (resp. Ha(X,iy ) 1la cohomologie (resp. lthomo-

logie) du complexé¢ double:

M o N u°
L‘_.TIX (resp. -ﬂ; L.y,
u My

par: Hé(X,x) (respo H§(X,x) ) la cohomologie (resp. l'homologie)

singulier, et par:

Hiw  (resp. H2w))

A A
le systéme projectif sur A (resp. U © ), cohomologie (resp. homologie)

du systéme projectif

Nous avons alors:

Théoreme 1. Il existe une suite spectrale donnée par le terme:

E, = B(XRI)
(resp. E = B RO®))V

aboutissant toujours (resp. si X est de dimension fini, et s%il existe un
N tel que € Z(X) =0 pour tout q >N ) & la cohomologie (resp. 1'homo-

logie) singulier de 1l'espace X .

1)

voir p. 1.
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M

Démonstration. Puisque MX est filtrant || . peut

8tre remplacé par l}g qui est exact. Le reste est une exercise facile

My

de suites spectrales (resp. par un argument de cofinalitude on peut supposer

~
que la deuxiéme graduation de T—T 1L, L. est borné inférieurement,
o)

"y

le reste est facile). Q.E.D.

v
On remarquera que le "edge-homomorphism® donﬁé\homomorphisme
gt H(X,%) ——> H(X,%)

(resp. Bo : H?(x,x) —— H.(X,x) )

Corollaire 1. Supposans que X est paracompact et que le
faisceau engendré par le préfaisceau B{lg(M) est null sauf en dimension
O ol on suppose qufil est constant égal & M , alors il existe un iso-

morphisme canonique
@° : H (X,M) —> Hé(X,M)

Corollaire 2. Supposons que X est de dimension fini et

HCL alors il existe un isomorphisme canonique

@ HY(X,M) ——> H.(X,M)

Corollaire 3. Soit Y  un recouvrement de X (pas

necessairement ouvert) tels que les intérieurs des éléments de VU recouvrent

X , alors il existe une suite spectrale donnée par:



50 = 1P w(y, %)
2 <= S
J
2 o aa s
(resp. Ep,q = }%?(p) Hq(V,x) )
vo

—

ol V' est 1l'ensemble ordonné par inclusion des intersections non-vides

d?'éléments de ) , aboutissant & la cohomologie (resp. 1%homologie)

singulier

H;(X,x) (resp. HY(X,%) )

Corollaire L4 o Sur la catégorie des complexes simpliciauk
la cohomologie (resp. 1l'homologie) singulier s®identifie & la cohomologie

(resp. 1thomologie) simplicial.
Zeeman démontre des théoremes plus forts puisqu'il peut affirmer la

fonctoralité des suites spectrales. Pour le moment nous n'insisteront pas

la~dessus, voir & la fin du $4.

§he

Soient maintenant K1 et K2 des complexes simpliciaux et soit

une application simplicial. Considérons lYapplication

21 Ky PE,



définie par:
R(5Y) = (5] 64€ K, Q(60€ G,
Il est clair que si G, > &, ona
2R (6)3 2R (7))

I1 résulte alors trivialement de (3,2) de ((2)) .

Thédoreme 2 . Il existe une suite spectrale donnée par:

B, = H(K,EN0)
(resp. Egsq = HP(KZ’Hq(be))

aboutissant 3 H'(K1) (resp. H.(K1) ). Ici nousdésignons par H°(3¢)

(resp. H.(3) ) le systime projectif sur K, (resp. KZ )

2

s ~——— H(5))
(respo § ~———> H.(32(5)))

Supposons maintenant que

est une application continue dfun espace topologique dans un complexe sim—
plicial. En considérant le recouvrement 1) de K formes des étoiles

des simplexes de K on voit que 4J = U et on peut definir une applica-
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tion

o 1 T —— P E @)

od U est le recouvrement ouvert de X 1ltimage inverse par f de v

Posons, en effet
. _
WX = {gl6exr ), (6)e BN}

il est alors facile de voir que af satisfait aux conditions de (3,2)

de ((2)) . Donc nous avons:

Théoreme: Il existe une suite spectrale donnée par

P,q
E, = %EE(P) Hg(v)
lb!‘
2 .
(resp. EP,q = }ﬁ(P) H:(V) )

aboutissant & H:(X) (resp. H3(X) ).

Corollaire. Supposons que f est un espace fibré localemept

trivial F-—» X — K ; alors la suite spectrale ci-dessus est donnée par
—
E q = HP(K,Hq(F))

Dans le cas général, d%une application continue,

fi@ X—>7¥X

considérons ltapplication
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¥ 1 0p—> PE(X)
défini par:
2 (0 ={c|ewmts)c 0} = E(£(0)

Alors on fabrique une suite spectrale donnée par le terme

E, = H(YHI(R))
(resp. EIZqu = an(Y H:(ae)) )

qui aboutit toujours (resp. si Y est de dimension fini et s?il existe un
N 2 O tel que pour tout O €& Oy ona, H;(f“f(O)) = 0 pour tout
a2 N)..

Remarque. Pour la définition du nH.(X) ot X est de dimension n ,
voir ((2)) °

De méme, définissons

20 0y P oy
par

2 (0 = [v]ve 7]

alors on peut fabriquer une suite spectrale donnée par

E, = H(L,HY(30))
(resp.  EL = H (Y, H (32))
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aboutissant si Y est compact (resp. si Y est compact de dimension finie

et si X est de dimension finie)
Y H*(X) (resp. mH"(X) ) .

Pour terminer ce paragraphe considérons l'application f : X——> Y
comme ci-dessus et supposons que Y est connexe par arcs, On démontre
alors facilement qﬁe pour tout simplex singulier 6'16 E'(X) il existe
un simplex singulier 6'2 ¢ E (Y) tel que supp(f 61) C  supp( 6_2) .

Ltapplication
22 ¢ E () —— PE (X)
sera défini par:
2 (6§,) = {G,] swp(£6,)< suwpp 3, }

'
Nous notons par H;(ae) (resp. H3(32) ) 1le systime projectif sur E (Y)

(vesp. E (¥)° ) défini par:
o ~—>  H((supp 07,)) = HU(R(G))
(resp. G, ~—> K (supp §,)) = H.(€(6,)) )

On peut alors affirmer:

Thédoreme 4 . Il existe une suite spectrale donné par

P,q
E, = HE(L,H3(s0))
2 s s
. E = H(Y,H
(resp 5,4 p( ’ q(&e)) )
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aboutissant & H;(X) (resp. HS(X) ).

Remarque. Clest ici le seul endroit ol nous sommes forcés i utiliéer
le lemme 2, donc il faut supposer que X est T1 . Partout ailleurs nous
avons pu utiliser le complexe singulier C°(X) (resp. C.(X) ) au lieu du

. E'(x)°
complexe 3:2;) (resp. L. ). La raison pour laquelle nous n'avons
pas adopté cette dernidre méthode est quten utilisant le lemme 2 les résul-
tats ci-dessus deviennent des corollaires des résultats géneraux de ((2))

Cependant, parceque E'(X) n'est pas fonctoriel en X ,il faut pour
pouvoir affirmer la fonctoralité des suites spectrales ci-dessus, utiliser

1tautre méthode. La procedure étant assez triviale nous nous limitons &

cette remarque.

§5.

Pour simplifier, et pour assurer la convergence des suites spectrales
gui interviennent, nous allons supposer dans la suite que X est un espace
topologique de dimension fini.

Pour tout 11 € MX nous avons un systéme projectif sur {l (resp.

AO
U~ ) défini par

o U A~ C.(LX - U)
’
(resp. U "2 C¢°(X,Xx-10) )

Nous appellons systime projectif dthomologie locale (resp. de cohomologie
locale) 1l'homologie (resp. la cohomologie) du systéme projectif (1) .

Notons le

30 S(x) (resp. 3¢ (x))
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Puisque X est de dimension finie nous pouvons supposer que tout Ue MX
est de type fini., Il est alors facile de voir que le systime projectif (1)
gst flasque (resp. coflasque) (voir (1.1) de ((2)) chap. II). De plus

on voit que le complexe

lim C.(X,X - U)
<<
u

(resp. Lim C(X,Xx - U) )

W
stidentifie avec le complexe des chafnes singuliers (resp. cochafnes sin-
guliers) infini, mais fini dans chaque V € WL (resp. nulles en dehors
dtun réunion finie d'éléments de M ). Ctest pourquoi nous appellons

complexe de chafnes localement fini (resp. complexe de cochafnes & support

fini) le complexe:

0. = g lin C.(X,X - U)
MX U
(resp. 0O°&) = lim lim C°(X,X - U)

%

Considérons alors le triple-complexe

"
W 7T e(xx-u)

A

b

{}o
(resp. TV {1, c°(xx-10))
"

et calculons les suites spectrales.
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Thédorem 5 . Il existe une suite spectrale donnée par le terme:

p,q

By = BP(AC ()
(resp. Erza,q = Hp(L,3 %) )

aboutissant toujours (resp. si X est localement compact) &

H-.(CL) (resp. H °(Q°) ) .

Corollaire 1. 8i X est compact et de dimension finie le
complex [} . (resp. [[]° ) stidentifie & C.{X) (resp. C°(X) )
donc la suite spectrale ci-dessus aboutit & 1lthomologie (resp. la co-homo- {
logie) singulier. ;

Remarquons aussi qu'on peut démontrer le:

Corollaire 2. Soit P i=1, seor les valeurs de p

pour lesquels on a @
p s
(X3, (LB # 0 |
et supposons que 1l'on a un isomorphisme pour tout i=1, ecarT

Hpi(x,H§+p_ (%,1)) ngi(X,E}e;+p, (L)
1 i

alors sous les conditions du théoréme nous avons une suite exacte:

0— & Hpi(X) ® Hfﬁp. (X,1) — H (O.L)
1 1

P
—> > Tor (H *(X), HE_HP (X,L)) —> O !
i 1

(on doit bien sur supposer que L est de dimension globale plus petit que 4).
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