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Neben dem Picardschen Satz steht in dessen Schatten ein anderer Satz,
ebenfalls von Picard ((2)) , der besagt, dass in der Umgcbung einer wesent-
lich singuldren Stelle zwischen zweli meromorphen Funktionen keine algebrai{
sche Gleichung vom Geschlecht > 1 bestchen kann. Bei nidherer Betrachtung
erweist sich auch dieser zweite Picardsche Satz als eine Folge des zweiten
Hauptsatzes der von R. Nevanlimna ((1)) entwickelten Werteverteilungs-
theorie der meromorphen Funktionen. Um das einzusehen, braucht man nur nach-
zuweisen, dass der erste Hauptsatz noch richtig bleibﬁ, wenn die Funktions-
wérte nicht mehr auf die schlichte Vollebene,‘sondern auf die kompakte Rie-
mannsche Fliche einer algebraischen Funktion bezogen werden ( ((3)) s.
29-34). Ich werde im folgenden zeigen, dass dieser Nachweis v6llig elementar
gebracht werden kann. Der Einfachheit halber schrinke ich mich dabel auf den
Fall ein, dass die zu betrachtende Funktion f(x) fiir |{x|<R,0<R < o0,

meromorph iste.
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Sei W(z) eine algebraische Funktion von z und Z ihre tber der Rie-
mannschen Zahlenkugel ;Af ausgebreitete h-blittrige Riemannsche Fl&che.
Dabei denken wir uns AC als eine Kugelfl4che mit Radius 1 wund dem Mittel-
punkt z = O , auf welche die z-Ebene durch eine stereographische Projektion
abgebildet worden ist. Ich betrachte nun die gusammengesetzte Funktion
F(x) = W(£(x)) ; dieselbe erscheint eindeutig auf einer Hber x| < R
ausgebreiteten k-blittrigen (k £h) Riemannschen Fldche X . Gilt in der
Umgebung eines Punktes X auf X die Entwicklung

F(x) = Wé (£(x))
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WO Wé das Funktionselement von W(z) im Punkte z, auf Z Ybezeichnet,
o

so ist sz der von der Abbildung z = £(z) vermittelte Bildpunkt von X, o
Den Punkt X, menne ich unter Beibehalt der iiblichen Terminologie eine Z,-
Stelle von f(x) . Die Multiplizit4t dieser zo-'-Stelle ist definitions-

gemiss der Exponent ¢  in der Entwicklung

200 = £(x) * g lx= )+ eeee (LA 0)

bzw. fiir f(xo) = 0

f(x) =

3":- T .
Gooxge o §o? 0

Indem ich nun wieder z statt sz schreibe, bezeichne ich mit n(r;z,2)
die Anzahlfunktion ,z: T erstreckt iber simtliche im Kreise |x| € v

gelegene z~-Stellen von f£(x) und mit NG~;z,Z) die Grosse

r

ooy ] ‘n(t;z,Z) - n(03%.2) n(0:2,2)
N(P;z,2) = =— f T dt + = ;\Z

log 1~
o

wobeil ;\z die Anzahl der Bl&tter von Z angibt, die im Punkte 2z im

Zyklus zusammenhingen.

30

Als © -Umgebung £f20(zo) eines Punktes z_ = auf Z Dbezeichnen wir

die zusammenhéngende Teilfléche von Z , die Z enthdlt, und fiir welche

der chordale Abstand d(z,zo)<(; (¢« 2) ist. Dabei nehmen wir f> so klein

N

an, dass i:?e(zo) ausser mbglicherweise z_ keine weiteren Windungspunkte
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von Z enth8lt. Zwei Umgebungen hingen unmittelbar zusammen, wenn sie

_einen gemeinsamen Teil haben.
Wir iiberdecken jetzt Z durch eine endliche Anzahl von Umgebungen
-—(\u - _Q()p(zy)(vz 1,2,050,n) derart, dass jedes _(_lzpu(zy) =.f):
(= 1,2,+00,n) auch als eine Umgebung von z, definiert ist.
Es sei a ein Punkt von 2 , der in der Umgebung @ , enthalten ist.
Dﬁréh eine Drehung L y(z) von ‘7{, verlegen wir den Mittelpunkt z,, von
_f)}) nach dem Punk£ z =0 . Indem 1), die Anzahl der Bl&tter bezeichnet,

welche in 2, zusammenhdngen, bilden wir Qf durch

S
= ¢l = L (@)

auf das schlichte Kreisgebiet
1
- ==

2]
V1—Pu

ab. Den Bildpunkt von a in der C ~Ebene bezeichnen wir mit oL . Wir

setzen jetzt

R,( ¢, (2) —o6)

£ (z,a) = —
> R,vz - Q»(Z)a
. 1 .
g)l(zya) = log i Ey (z,a) l sy 2 & “1'2,)
° ) 2 & 52:
" g (z,a) + 3-] ¢ (z,a) S *
Uy(z’a) = ;g‘ﬂ 2,8 T 2 ,‘.':» z;a t ~-2,2¢& _Cl:
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Die Funktion Uy(z,a) verschwindet zusammen mit ihrer Normalableitung

©U,/®n am Rande von ) LX . In ‘\4> gentigt U (z,a) der Differen-
tialgleichung
@ 5,(3,9) |2
(1) AT (me) = 205
Indem f: die Projektion des Kreises |x{ = v auf X bezeichnet,

Ao eine feste positive Zahl < R ist, filhren wir die Grdsse ein

s,(y7,a) = N(rj a,2) - N(v3 ;a,2) +
[
(2) 2;{ jU (f(,-el‘,) a)dq,- 2k“ jU (£( r. el{) a)df
> .

Mit Hilfe der Transformationsformel von Gauss kann Sv('?"’ ,a) in bekannter

Wzine wazaformt werden. Auf Grund von (1) erhalten wir

s (ra) = 2 | e 5,2) - i) | =
J
7

wo dw  das (ebene) Flichenelement von Z bezeichnet.

Wir setzen jetzt

S(r° ) = sup SF(T“ ,a)
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~
fiir aeuy, = 1,2, ees, n s Da 71, >0 und folglich

2 R
sup 7= \[Uu(f(r?e ‘P),a.)dh‘o
FY'O
fir ae LJ,, ¥ = 1,2, o, n

endlich ist, so folgt aus (2) die

Existenz einer endlichen Konstante c¢ derart; dass flir T > T

N(r ;a,2) - N(1 ;8,2) < S(r) +¢

fiir jedes a & Z gilt.

Wir nehmen nun an, dass fiir ein 7 ( ., < v < R) und ein a, e _";‘2))
die Ungleichung

s, (v,a,) > s(r) - G

erftillt ist; dabei ist G eine endliche, vorl4ufig beliebige, positive

Flir ein beliebiges a

Konstante. S Q} gilt dann infolge von (3)

8, (r,a,) = 8 (r,a)+ G +c-
- \ 2
’ d¢ (z,a,)
1 e . G2 P 27
= J*[Sp(} ,a.1)+ T+ c —(N((‘,Z,Z)—N(T; ,z,Z))‘] } 3 d.ouz
Q7
2 Sv(r,a)+f3’+c-
i d },(z,8,) |
£ Lsy(r,a )+ T+ ¢ =(N(v 52,2)-N(v ;z,z))], ’__EXE__ deo,
L * ‘ l
Q2

wo K die von 8,58, und ¥  unabhlngige Konstante bezeichnet



2
K ;d E))(Zﬁa)
= supi‘a“t‘%y(z’b)s
fir abe () ,ze 2 wd v =12 .., n. Heraus folgh nun
(Z"') SV(TJ,B-Z)>S))(‘Y°,&>— (;.\T+C)(K" 1)
5,

Nach diesen Vorbereitungen bestimmen wir fiir ein gegebenes * ( o< 1< R)

ein v, , und ein a, e .D,),] , so dass

5y,(1*,a,) > 8(1) = 1

=,

Fiir jedes a < L2 gilt dann infolge von (4)

1
8,,(v,a) > S(r) - T

WO

g, = (1+c)(&=-1)

H&ngen nun {2 vo und _Q ¥1 unmittelbar zusammen, so gibt die Ungleich-

2

ung (4) weiter

S0,(1758) > 8(r) - T,

fiir jedes a < ,{23,»2 o Dabel ist 4',7”2 die Konstante

o, = (7

. = 1+c)(K-1)
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So geht es nun weiter. Man erkennt hieraus, dass es eine endliche feste
Konstante  G_ gibt derart, dass

(5) s(r) - T, < 5,(r,a) £ 5(r)

fiir Y, << R wdalle ael) (¥ =12, «o,n) .
Um uns schliesslich von der Uberdeckung gewissermassen unabhingig zu

machen, setzen wir .
5(T,a) = Max 5, (7,a)

wobei YV  s8mtliche Indizes durchlaufen soll; fiir welche a € QV .

Aus (5) folgt dann
(6) s(v) - G, < s(v,a)< s(v)

fiir T'b<‘v”<R und alle ae€ Z .

60

Sei nun a ein beliebiger Wert auf jC und 8y 5 By 5 eoo, & dig
tlber a gelegenen Punkte von Z ; ein Windungspunkt der Ordnung A - 1

igt dabei A -fach zu rechnen. Offenbar ist

h

—_

7) 2. sr,ay) = T(T,£) + 0(1)
v =1

wo T(v,f) , wie {iblich, die charakteristische Funktion von f(x) bedeutet.

Die linke Seite von (7) ist andererseits nach (6) gleich hS(v) + 0(1) .
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Es ist hiernach (¥, < v < R)
S(‘ﬁ,av))) = s(r) +0(1) = %T(}o,f) +0(1),(v= 1,2, oee, h)

Die Giiltigkeit des ersten Hauptsatzes fiir die Riemannsche Fl&che einer alge~

braischen Funktion ist hiermit nachgewiesen.
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