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Abstract
In this note we prove an interpolation inequality in L?-norm between
the Sobolev spaces of order 0 and 2 on the Wiener space.

Résumé

Dans cette note nous démontrons une inégalité d’interpolation pour
les normes L? entre les espaces de Sobolev d’ordre 0 et 2 sur 1’espace
de Wiener.

Préliminaires- Soit (W, H, 1) 'espace de Wiener classique, c’est & dire W =
Co([0,1]), H est sous espace de W qui consiste de fonctions ayant des des
dérivées de carré intégrables sur [0, 1] et 4 la mesure de Wiener sous laquelle
I’application (¢,w) — w(t) de [0,1] x W dans IR, est un mouvement brownien
standard. Omn notera par P; le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck sur W,
défini sur les polyndmes par la formule de Mehler:

Pig(w) = [ gle™w+ VI—eTy)u(dy)
Si on écrit ¢ suivant son développement en chaos de Wiener
6= 16
alors P;¢ s’écrit comme -
P = i) e " In($n)-
On note par —L le générateur inﬁni_tésimal de (P;) et nous avons

(T4 L) = 3 (14 n)*Lo(n).

n=0



Dans la suite nous allons noter par Q; le semigroupe sousmarkovien défini
par

Qub=cPd=3 e+ (4),
n=0

dont le générateur est —(I + L), i.e.,

(1) dQ:¢/dt = —(I + L)Q,
et
(2). 1Q:d]|, < ”QﬁHpe—t

Inégalités d’interpolation : Le résultat essentiel de cette note est le
théoréme ci-dessous, qui réponds a une question de D. Stroock:

Théoréme 1 Pour tout p > 1, il existe une constante C, > 0 telle que
l'inégalité suivante soit verifiée:

V6l < Colllgllo + 181,21 7°¢115%),

pour toute fonctionnelle ¢ sur W.

Remarque 1 L’inégalité ci-dessus signifie qu’elle est vraie pour toutes les
fonctionelles de Wiener réguliéres, par exemples les polynomes ou les fonc-
tions test au sens de Meyer-Watanabe; elle s’étend ensuite par fermeture auz
domaines appropriés.

Un corollaire immédiat est

Corollaire 1 Si (¢n,n € IN) converge vers 0 dans L, et sup, |V2¢||, < oo,
alors (V¢,,n € IN) converge vers 0 dans Ly(u, H).

Le théoréme 1 résulte aussitot des inégalités de Meyer et du théoréme suiv-
ant, pour lequel (P;) pourrait étre n’importe quel semi-groupe sousmarkovien
symétrique (en fait on n’utilise méme pas la symétrie, mais elle permet de
ne pas redéfinir les opérateurs).

Théoreme 2 Soit 1 < p < co. Alors nous avons

NG

IBI1E/211(1 + L)l



Preuve: (a). Posons ¢ = (I + L)¢, comme 'opérateur (I + L)™*, a > 0 est
borné sur les espaces L, p > 1, nous avons ¢ = (I + L) '4. Remplagant ¢
dans la formule (3), nous voyons qu’il suffit de démontrer

NG}
I(1/2)

(4) I(Z+ L), < 13720 + 2) 73

Nous avons

I+ L)\/? 127t papdt
(I+L)""* A0
= _1/2Qt1/)dt-
Alors pour tout € > 0
VY2 — / -1/ dt

+ / t1/2Qt¢dt].

Donc

10+l < gl [+ Qubar

+ [ Qupdt,).
Le premier terme ci-dessus est facile a controler par
| [ Qudtl, < [ 62|Qubpdt
< [
0

= &2|[y],.
Pour controler le deuxiéme terme on utilise
dQ:
(8) I =1+ L)Q:= QI+ L).



Pour simplifier la notation, notons f = (I + L)™'¢. Alors
(9) / T 12Qupdt = / T 2Qu(I 4 L) + L) Mt
_ /°° £712Q,(1 + L) fdt
- / g2t th

Remarquons d’abord que ||Q:f]|, < e_tHpr — 0. En appliquant la formule

d’intégration par partries (ordinaire) a (9), on obtient
(10) / ¢t 1/2dQ fdt —e2Q. f + %/w t732Q, fdt.
Comme || Q. f]], < llfllp, HQtfllp < [|f]lp on a

| [T Quddl, < < 1Quflp+ 5 [ I Qu e

_ 1 ofoo
NSl 5 [t

= e_l/z“f”p + 5_1/2”f||p
= 27||f|l,
= 2721+ L) 9|y

IN

Finalement nous avons

(12) [T+ L)), < ﬁ

L’inégalité ci-dessus est vraie pour toute € > 0 et le minimum est atteint en
prenant

(11l + 27 2I(T + L) 79l

2+ L),
4

et nous obtenons finalement

N
L(1/2)

Ce qui acheve la démonstration. |

(I+L) RIS

(13) 17+ )72, <
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