VIDUNDERLIGE NYE RINGER

JOHN ROGNES

INNLEDNING

Denne artikkelen er basert pa forfatterens foredrag ved Norsk Matematisk Foren-
ings arsmgte 2002, holdt den 20. mars i Oslo.

I kapittel 1 skal vi gi en elementeer definisjon av en “vidunderlig ny ring”, basert
pa ideer av Graeme Segal [Se74], Brian Day [Da70], Marcel Bokstedt (ca. 1985)
og Manos Lydakis [Ly99]. Andre likeverdige (men mindre elementaere) definisjoner
ble gitt av Tony Elmendorf, Igor Kriz, Mike Mandell og Peter May i [EKMMO97],
samt av Mark Hovey, Brooke Shipley og Jeff Smith [HSS00]. Alle disse alternative
definisjonene nadde en endelig form kort etter 1995.

Uttrykket “vidunderlig ny ring” (“brave new ring”) ble myntet av Friedhelm
Waldhausen til et foredrag ved Northwestern University i Evanston i 1988, med
referanse til Aldous Huxleys bok “Vidunderlige Nye Verden” (“Brave New World”,
1932), som igjen henspeiler pa Mirandas utrop: “O, wonder ! How many goodly
creatures are there here ! How beauteous mankind is ! O brave new world, that has
such people in’t I” 1 William Shakespeares skuespill “Stormen” (“The Tempest”,
1611).

I kapittel 2 vil vi redegjgre for noen anvendelser av disse “vidunderlige nye rin-
gene”, til sa tilsynelatende sveert ulike emner som:

e rom av differensiable og kontinuerlige symmetrier av mangfoldigheter av
hgy dimensjon (i geometrisk topologi),

e strukturer som gir opphav til konforme- eller topologiske felt-teorier for
streng-teori (i matematisk fysikk), og

e kongruenser for theta-funksjoner av jevne unimoduleere gittere i den arit-
metiske teorien for modulaere former (i tallteori).

I kapittel 3 vil vi sa rekapitulere deler av den klassiske teorien for elliptiske kurver,
modulaere former og jevne unimodulszere gittere, for bl.a. a kunne sammenlikne
komplekse (analytiske) modulaere former med heltallige (aritmetiske) modulsere
former, og videre a kunne vise hvordan topologiske modulsere former passer inn i
denne sammenhengen.

1. VIDUNDERLIGE NYE RINGER

1.1. Algebra og topologi. En ring er en abelsk gruppe utstyrt med en passende
multiplikasjon og enhet. En abelsk gruppe kan oppfattes som en Z-modul, der
Z er ringen av hele tall. Likeledes kan en ring oppfattes som en Z-algebra. Vi
skal introdusere en generalisering av begrepet “abelsk gruppe”, som ofte kalles et
spektrum (i algebraisk topologisk forstand), men som her vil kalles en S-modul.
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En vidunderlig ny ring er da en S-modul med en passende multiplikasjon og enhet,
dvs. en S-algebra. Her er S selv en spesielt vidunderlig ny ring, som gjerne kalles
sfeerespekteret. Vi far fglgende ordliste:

Algebra Topologi
Abelsk gruppe = Z-modul Spektrum = S-modul
Ring = Z-algebra Vidunderlig ny ring = S-algebra
Heltallene = Z Sfaerespekteret = S

1.2. Abelske grupper. Vi begynner med a gi en omstendelig beskrivelse av en
abelsk gruppe, valgt slik at den lett lar seg generalisere til a definere en S-modul (i
avsnitt 1.4). La A veaere en abelsk gruppe. Til A vil vi assosiere en regel HA (H
for homologi) som:

(1) til hvert heltall n > 0 tilordner mengden HA(n4) = A™ som bestar av alle
n-tupler (aq,...,a,) fra A, og

(2) til hver funksjon f: {0,1,...,m} — {0,1,...,n} med m,n >0 og f(0) =0
tilordner funksjonen HA(f): A™ — A" som tar (a1, ...,ay) til (b1,...,by,)

der
bj = Z Q; .
fi)=3
Summen lgper over de ¢ = 1,..., m som oppfyller f(i) = j, og dannes i den

abelske gruppen A.

Vi kan nesten rekonstruere den abelske gruppen A fra regelen HA. Som mengde
er A = A! tilordnet heltallet n = 1. Gruppeoperasjonen A2 = A x A — A er
tilordnet funksjonen f: {0,1,2} — {0,1} med f(0) = 0 og f(1) = f(2) = 1. Det
eneste som mangler er gruppe-inversen.

Vi kan tenke pa H A som diagrammet av alle mengdene HA(n) = A" forn > 0,
knyttet sammen med alle funksjonene HA(f): A™ — A" for f: {0,1,...m} —
{0,1,...,n}. Dette uendelige diagrammet er mye stgrre enn det som strengt tatt
trengs for a bestemme gruppe-strukturen pa A, og inneholder i dette tilfellet heller
ikke noen ytterligere informasjon. Diagrammet er ogsa spesielt i den forstand at
HA(ny) = A™ er det kartesiske produktet av n kopier av HA(1,) = A, for hver
n > 0.

1.3. Ringer. La na R veere en ring. Addisjonen i R definerer en underliggende
abelsk gruppe, sa vi kan danne en regel H R som ovenfor, som bl.a. tar {0,1,...,n}
til HR(ny) = R"™.

Multiplikasjonen og enheten i R lar oss na definere enda to tilordninger som:

(3) til hvert par av heltall m,n > 0 tilordner funksjonen
uimy,ny): R™ x R — R™"

(p for multiplikasjon) som tar m-tuplet (ai,...,a,) € HR(my) = R™ og
n-tuplet (by,...,b,) € HR(ny) = R" til mn-tuplet

(aibj |i=1,...,m,j=1...,n)
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i HR(mny) = R™", leksikografisk ordnet, og
(4) til hvert heltall n > 0 tilordner funksjonen

n(ny): {0,1,...,n} — R"

(n for enhet) som tar i = 1,...,n til n-tuplet (0,...,1,...,0) med 1 i i-te
posisjon, og som tar 0 til (0,...,0).

Ring-multiplikasjonen kan rekonstrueres fra tilfellet m = n = 1, hvor avbild-
ningen p(l4,14): R x R — R tar a1 € R og by € R til a;b; € R. Enheten
i ringen er bildet av 1 under n(14): {0,1} — R. Igjen er samlingen av alle
funksjonene p(m4, ny) mye mer omfattende enn det som strengt tatt er ngdvendig
for a bestemme ring-strukturen pa R.

1.4. S-moduler. En fruktbar topologisk generalisering oppstar ved a erstatte
mengdene A™, R", etc. ovenfor med vilkarlige topologiske rom. La kort

n+:{0,1,...,n}

for n > 0, med 0 € ny som basis-punkt.

¢

Definisjon. En “vidunderlig ny abelsk gruppe”, eller en S-modul, er en regel E

Soml:

(1) til hvert heltall n > 0 tilordner et topologisk rom E(ny), med et valgt
basis-punkt *, og
(2) til hver funksjon f: my — ny med f(0) = 0 tilordner en kontinuerlig
avbildning E(f): E(my) — E(ny), med E(f)(x) = *.
Vi forutsetter at E(0,) =%, E(go f) = E(g) o E(f) og E(id) = id.
Vi kan tenke pa en slik regel som diagrammet av alle rommene E(n.) for n > 0,

knyttet sammen med alle avbildningene E(f) for f: my — n,. Na er det typisk
ikke slik at dette diagrammet er bestemt av noe endelig del-diagram.

1.5. S-algebraer. En S-algebra er en S-modul med en passende multiplikasjon og
enhet.

Definisjon. En “vidunderlig ny ring”, eller en S-algebra, er en S-modul E utstyrt
med:

(3) en kontinuerlig avbildning
plmy,ny): E(my) x E(ny) — E(mny)

som tar punkter pa formen (e,x) eller (x,e) til %, for hvert par av heltall
m,n > 0, og
(4) en kontinuerlig avbildning

n(ny): ny — E(ny)

som tar 0 € ny til *, for hvert heltall n > 0.
Vi forutsetter at po(E(f)x E(g)) = E(f xg)ou (distributivitet, passende fortolket),

at pu(ly, p(me, ny)) = p(p(ly, my),ny ) (assosiativitet), og at p(14,n)o (n(14) x
id) = id = p(n4,14) o (id x n(14)) (unitalitet).
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1.6. Noen eksempler.

Eilenberg—Mac Lane spektra. Gitt en ring R kan vi oppfatte hver mengde R"
som et topologisk rom med den diskrete topologien, med basispunkt x = (0,...,0).
Da er regelen H R et eksempel pa en S-algebra, som kalles Filenberg—Mac Lane spek-
teret til R. Ringer i algebraisk forstand innlemmes derfor i klassen av vidunderlige
nye ringer ved a ta R til HR.

{Ringer} s {S-algebraer}

Sfxerespekteret. Det mest fundamentale eksempelet pa en S-algebra er sfzere-
spekteret S. Det er regelen som:

(1) til hvert heltall n > 0 tilordner mengden S(ny) = n4 med den diskrete
topologien og 0 som basispunkt, og
(2) tar en funksjon f: m4 — n4 med f(0) = 0 til samme funksjon S(f): my —
ny oppfattet som en kontinuerlig avbildning.
Dette er en S-modul, som videre er utstyrt med

(3) multiplikasjonen
p(my,ny): my X ng — mny

som identifiserer {1,...,m} x {1,...n} med {1,...,mn} via den leksiko-
grafiske ordningen, og tar par pa formen (7,0) eller (0, 7) til 0, og
(4) enheten
n(ng): ny — ny

som er lik identitetsavbildningen.

Topologisk K-teori. Et tredje eksempel pa en S-algebra heter ku, og represen-
terer (konnektiv, kompleks) topologisk K-teori. Det har

ku(ly) = [ Gra(C™)

d>0

der Gry(C*) er Grassmann-rommet av alle d-dimensjonale komplekse underrom i
C®°. Definisjonen av rommene ku(n,) for n > 2 er litt mer komplisert, men kan
gjores som i [SeT4].

Det gir mening a snakke om avbildninger mellom S-moduler (eller S-algebraer),
som generaliserer homomorfier mellom abelske grupper (eller ringer). Spesielt er
det interessante avbildninger

S —ku— HZ.

1.7. Stabile ekvivalenser. Definisjonen ovenfor av en S-modul (eller S-algebra)
er sapass fleksibel at det er naturlig a oppfatte visse par av S-moduler (eller S-
algebraer) som ekvivalente. Det er litt teknisk a presisere dette, men vi haper
folgende skisse er noenlunde forstaelig.

En S-modul F kan pa en veldefinert mate utvides til en regel som:

(1) til hvert topologisk rom X med basispunkt O tilordner et topologisk rom
E(X) med basispunkt *, og

(2) til hver kontinuerlig avbildning f: X — Y med f(0) = 0 tilordner en kon-
tinuerlig avbildning E(f): E(X) — E(Y) med E(f)(x) = *, slik at E(f)
avhenger kontinuerlig av f.
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For eksempel er utvidelsen av sfeerespekteret S gitt ved S(X) = X for alle rom
X. Vi vil na evaluere den utvidede regelen E pa de k-dimensjonale sfzerene S* (=
enhetssfaeren i R¥+1) for k£ > 0, og far dermed frem en sekvens av topologiske rom
E(S*) for k > 0.

Den i-te homotopi-gruppen til E(S*) er definert som mengden av homotopi-
klasser av baserte avbildninger S — E(S*), og skrives m;(E(S¥)). For et fast
heltall n kan vi se pa den (n + k)-te homotopi-gruppen til E(S¥), for hver k > 0,
og la k — oco. Den direkte grensen av disse gruppene er en abelsk gruppe:

7o (E) = colim 7,4 1 (E(S*)) .
k— o0

Dette er den n-te (stabile) homotopigruppen til E. Samlingen av grupper 7, (E) for
n € Z skrives kort 7, (FE), og oppfattes som en gradert abelsk gruppe, med m,(F)
i grad n. For eksempel er 7, (HR) lik R for n = 0, og lik 0 for n # 0. Gruppene
mn(S) kalles de stabile homotopi-gruppene av sfaerer. De er endelige for n > 0, og
0 (S) = 7.

Definisjon. En avbildning ¢: D — E av S-moduler (eller S-algebraer) kalles en
stabil ekvivalens dersom den induserte homomorfien 7, (¢): m,(D) — m,(F) er en
isomorfi for alle heltall n. Da sier vi at D og E er stabilt ekvivalente, og skjelner
som oftest ikke mellom D og F.

Stabilt ekvivalente S-moduler D og FE vil ha isomorfe homotopi-grupper 7, (D)
og 7« (F), men omvendingen av dette gjelder generelt ikke, fordi det ikke behgver
finnes noen avbildning ¢: D — E som induserer isomorfien 7, (D) = 7, (E).

Dersom FE er en S-algebra gir multiplikasjonen p og enheten 7 opphav til et
produkt p: 7, (E) X 7 (E) = Tman(E) og en enhet n: m,(S) — 7,(E), som gjor
m«(F) til en gradert 7. (S)-algebra, og spesielt til en gradert ring. Vi kan derfor
reflektere S-algebraer tilbake til (graderte) ringer.

{S-algebraer} —— {Graderte ringer}

Sammensetningen 7, o H tar en ring til samme ring konsentrert i grad 0. I alge-

braiske anvendelser vil en S-algebra E gjerne opptre i form av sine homotopigrupper
T (F).

2. GEOMETRISKE, FYSISKE OG ARITMETISKE ANVENDELSER

2.1. Algebraisk K-teori. La R veare en ring, f.eks. ringen av algebraiske heltall i
en tallkropp. Med “aritmetiske egenskaper” over R kan vi bl.a. tenke pa informasjon
om eksistens eller entydighet av primfaktoriseringer for tall i R. Dersom vi lar “tall i
R” ogsa omfatte “ideelle tall”, dvs. idealer I C R, sa eksisterer primfaktoriseringer i
alle Noetherske ringer. Idealer er eksempler pa moduler, og mange av de aritmetiske
egenskapene til R er gjenspeilet i kategorien av alle endelig-genererte projektive R-
moduler. Algebraisk K-teori knytter en S-modul K (R) til denne kategorien (som
i [Se74]), og fanger opp mange av de aritmetiske egenskapene til R. For eksempel
inneholder den projektive klasse-gruppen mo(K(R)) obstruksjonene mot entydig
primfaktorisering.

Mer generelt, la E vaere en S-algebra. Algebraisk K-teori knytter fortsatt en S-
modul K(FE) til E. (Dersom E er kommutativ er K(FE) igjen en S-algebra.) Ledet
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av det klassiske algebraiske tilfellet vil vi tenke pa K (F) som en baerer av aritmetisk
informasjon om FE. Det er interessant at slik “aritmetisk informasjon” kan ha helt
andre inkarnasjoner i andre tilsynelatende uavhengige deler av matematikken !

Som nevnt i innledningen skal vi na se pa tre slike anvendelser, til henholdsvis
geometrisk topologi, matematisk fysikk og tallteori.

2.2. Symmetrier av mangfoldigheter. Gitt en kompakt Riemannsk mang-
foldighet M danner mengden av isometrier M — M en Lie-gruppe. Mer generelt
kan man studere mengden av diffeomorfier M — M, eller av homeomorfier M — M.
Disse danner (uendelig-dimensjonale) topologiske grupper Diff (M) og Homeo(M),
som vi oppfatter som de differensiable og topologiske symmetrigruppene til M.
Mye mindre er kjent om disse uendelig-dimensjonale symmetrigruppene enn om de
klassiske endelig-dimensjonale Lie-gruppene.

Velg et basispunkt p i M. Det baserte lokkerommet QM er rommet av kontin-
uerlig parametriserte veier i M som begynner og slutter i p. Dette er en topologisk
(semi-)gruppe under sammenfgyning av veier. Da finnes det en S-algebra S[Q2M]
som til hvert heltall n tilordner det topologiske rommet

S[QM]|(ny) = (QM x {1,...,n})4 .

Multiplikasjonen p pa S[Q2M] er avledet fra gruppeoperasjonen. Vi tenker pa S[QQM]
som gruppe-ringen til QM over S, eventuelt som gruppe-S-algebraen til QM .

Aritmetikken til S[QM] gjenspeiles i dens algebraiske K-teori K (S[Q2M]), som
Waldhausen kaller A(M). Waldhausen’s “stabile parametriserte h-kobordisme-
teorem” (ca. 1982) sier at man fra A(M) = K (S[Q2M]) kan lese av homotopi-typen
til Diff (M) og Homeo(M), med voksende ngyaktighet ettersom dimensjonen til M
vokser. Teoremet knytter altsa en tett forbindelse mellom

e aritmetikk i gruppe-ringer over S for lgkkeroms-grupper, og
e rom av differensiable og topologiske symmetrier av hgy-dimensjonale mang-
foldigheter.

2.3. Strenger og felt-teorier. I fysisk streng-teori modelleres partikler med
lukkede kurver i et gitt rom M. Det fri lokkerommet AM er rommet av slike lukkede
kurver. Tidsutviklingen til en enkelt slik partikkel er gitt ved en sylinderflate i M,
eller en kurve i AM. Nar partikler vekselvirker vil de tilhgrende flatene forgrene
seg, og er ikke lenger fullstendig representert ved kurver i AM. For a kvantisere
dette bildet trengs et tilstandsrom for hver partikkel, som er et vektorrom for
hver lgkke i M, dvs. en vektorbunt over AM. Videre trengs en operator som viser
tidsutviklingen av tilstanden, som er en linezer avbildning for hver flate i M, mellom
passende tensorprodukter av vektorrommene assosiert til flatens randsirkler. Det
er ikke sa klart hvordan denne siste strukturen kan uttrykkes over AM, dels fordi
det er relativistisk pakrevet at disse strukturene skal veere lokalt definert over M.

Michael Atiyah [At88] og Segal [Se88a| har aksiomatisert ulike varianter av den
gnskede strukturen, henholdsvis som topologiske- og konforme felt-teorier. Segal
[Se88b| har videre etterlyst en teori for sakalte “elliptiske objekter” over M, som
skal gi opphav til slike strukturer, dvs. slike felt-teorier.

En beregning av Christian Ausoni og Rognes [AR02] har ledet Nils Baas, Bjgrn
Dundas og Rognes til a studere aritmetikk i S-algebraen ku som representerer topo-
logisk K-teori. De aritmetiske egenskapene til ku baeres av K (ku), dvs. algebraisk
K-teori av topologisk K-teori, og det virker na som at Segals elliptiske objekter er
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representert av K (ku). Sa en avbildning M — K (ku) gir et elliptisk objekt og en
felt-teori over M.
Dersom dette forer frem er det altsa en tett forbindelse mellom

e aritmetikk i topologisk K-teori ku, og
e clliptiske objekter og felt-teorier.

2.4. Modulare former og gittere. En mer direkte anvendelse av S-algebraer
(som ikke involverer modul-kategorier eller algebraisk K-teori) handler om en forfin-
ing av teorien for (elliptiske) modulaere former, som skyldes Mike Hopkins og medar-
beidere fra ca. 1995. Her gir vi et kort sammendrag, mens vi i kapittel 3 definerer
de fleste begrepene og forklarer denne anvendelsen i mer detalj.

En moduleer form forsgker a veere en reguleer funksjon pa moduli-rommet av
isomorfi-klasser av elliptiske kurver. For komplekse elliptiske kurver er de komplekse
moduleere formene M, (C) serdeles symmetriske kompleks analytiske funksjoner
definert pa det gvre komplekse halvplanet, som studeres med analytiske metoder.
For heltallige elliptiske kurver er de heltallige modulaere formene M, (Z) seerdeles
symmetriske polynomer, som studeres med aritmetiske- og algebro-geometriske
metoder. Hopkins og Haynes Miller (ca. 1995) ga mening til elliptiske S-algebraer,
med en assosiert S-algebra tmf av topologiske modulzre former. Denne teorien
bruker topologiske konstruksjoner med S-algebraer pa en helt essensiell mate.

Homotopigruppene 7, (tmf) = M.(S) ble beregnet av Hopkins og Mark Ma-
howald (ca. 1994). Det er en ring-homomorfi fra topologiske modulaere former til
heltallige moduleere former:

Z[C47C67A]

mtmf) = M. (8) > Mo(Z) = e i

Den homotopiske graden (til venstre) er halvparten av den modulsere vekten (til
hgyre). Multiplikasjon med 24 annihilerer bade kjernen og kokjernen til denne
avbildningen. Videre er kan ringen av heltallige modulaere former inkluderes inn i
ringen av komplekse modulaere former:

Den modulaere vekten er den samme pa begge sider.

Moduleaere former opptrer kanskje mest naturlig som theta-funksjoner til jevne
unimodulaere gittere. Richard E. Borcherds, som mottok Fields-medaljen i 1998
for sitt arbeid om “moonshine” formodningene (som knytter modulaere former til
endelige simple grupper, sa som Fischer—Griess Monster-gruppen), viste i [Bo95]
at ikke alle heltallige modulaere former oppstar pa denne maten, men at theta-
funksjonene (og dermed deres heltallige linezer-kombinasjoner) oppfyller visse kon-
gruenser. Hopkins innsa at disse kongruensene nettopp beskriver bildet av M., (S)

i M.(Z).

Teorem (Borcherds, Hopkins). La L vere et jevnt unimodulert gitter. Da er
dets theta-funksjon 0, € M. (Z) topologisk, dvs. med i bildet av M, (S) — M, (Z).

Dette antyder at theta-funksjonen til et jevnt unimodulaert gitter kan defineres
som en topologisk modulser form, dvs. som et element i 7w, (¢tmf). (Forfatteren
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kjenner ingen slik direkte konstruksjon.)

Jevne
unimodulaere
gittere

Ve
? o
e
7
V2

Topologiske Heltallige Komplekse
modulsere ~ moduleere ~ modulsere
former former former

2.5. Streng-mangfoldigheter og Witten-genus. Ed Witten, som mottok
Fields-medaljen i 1990 for sine arbeider i matematisk fysikk, konstruerte i [Wi88] et
“genus” som til en streng-mangfoldighet M (der strukturgruppen til normalbunten
er lgftet til den 3-sammenhengende overdekningen O(8) av O) assosierer en heltallig
modulaer form ®(M) € M, (Z). Definisjonen er motivert av en tenkt Dirac-operator
mellom spinor-bunter over det fri lgkkerommet AM til en slik mangfoldighet, selv
om dette ikke uten videre gir mening matematisk. Matthew Ando, Hopkins og
Neil Strickland [AHS01] viser at dette Witten-genuset best kan realiseres som en
avbildning av S-algebraer
O: MO(8) — tmf.

Den induserte homomorfien
T (®): Q8 — 1 (MO(8)) — T (tmf) = M.(S)

tar bordismeklassen til M til en topologisk modulaer form, som har bilde ®(M) i
M.(Z) € M,(C).

Konstruksjonen av denne avbildningen ® (i et parallelt komplekst tilfelle) in-
volverer “kubiske strukturer” over elliptiske kurver, som eksisterer entydig ved Niels
Henrik Abels teorem om divisorer pa algebraiske kurver.

Ved Hopkins og Mahowalds beregninger er 7, (®) surjektiv. Det folger at theta-
funksjonen til ethvert jevnt unimodulaert gitter kan realiseres som Witten-genuset
til en streng-mangfoldighet. Spesielt gjelder dette theta-funksjonen til Leech-gitteret
Aoy, og disse resultatene besvarer positivt Hirzebruchs “Prize Question” fra [HBJ92,
s. 86].

3. TOPOLOGISKE MODULZEARE FORMER
En referanse for avsnittene 3.1-3.3 er [Si94, Ch. IJ.

3.1. Komplekse elliptiske kurver. Et elliptisk integral (f.eks. av forste type)
er en kompleks funksjon gitt pa formen

w dt
P :/o JA-e)i-7)

der w € C, og er knyttet til buelengde pa ellipser. Abel innsa at det i stedet
er bedre a studere den omvendte funksjonen w = w(z), for z € C, som kalles
en elliptisk funksjon. Denne er dobbelt-periodisk i z € C, sa det finnes en fri
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abelsk gruppe (et gitter) Z{wi,w2} C C slik at w(z) = w(z + mw; + nws) for alle
mwy + nws € Z{wi,ws}. Dermed er kvotientgruppen

(C/Z{wl,wg}

det naturlige definisjonsrommet for den elliptiske funksjonen w(z). En slik kompleks
kurve av genus 1 (en torus) kalles derfor en elliptisk kurve.

Vi kan anta at (wj,ws) er positivt orientert, sa 7 = wy/w; har positiv ima-
gingerdel. Multiplikasjon med wy er en isomorfi fra C/Z{1, 7} til C/Z{w;,w2}. La
H={r€C|im7 > 0} vaere det gvre komplekse halvplan. Enhver elliptisk kurve
er altsa isomorf med en pa formen C/Z{1,7}, sa funksjonen som tar 7 € H til
den elliptiske kurven C/Z{1,7} parametriserer hele rommet av isomorfiklasser av
elliptiske kurver; det sakalte (elliptiske) moduli-rommet. To parametere 7 og 7’ i
‘H definerer isomorfe elliptiske kurver hvis og bare hvis 7/ kan skrives som

, a b 'T_aTer
d et +d

for en matrise [a b} i den modulsre gruppen SLs(Z), der a, b, ¢, d er heltall slik at

cd
ad—bc = 1. Dermed kan moduli-rommet identifiseres med orbit-rommet H /S Lo (Z)

for denne gruppevirkningen av SLy(Z) pa H.

3.2. Komplekse modulaere former. Weierstral p-funksjonen

1 1 1
(z:7) = =5 + -
v 22 m%Z ((m +nr—2)2 (m+ n7-)2)

(der (m,n) = (0,0) utelates fra summen) er en elliptisk funksjon av z, med perioder
1 og 7, og er derfor naturlig definert som en funksjon av restklassen [z] € C/Z{1,7}
til z € C. Den oppfyller differensiallikningen

3 (27)4
12

7'('6
Eu(r)p(z) — o ()

(derivasjon m.h.p. z), for visse kompleks analytiske funksjoner E4(7) og Eg(7) som
kalles normaliserte Eisenstein-rekker. Dermed definerer formelen

[2] — (z.y) = ((2m)?p(2; 7). (27) ¢ (25 7))

en isomorfi fra C/Z{1,7} til den komplekse projektive kurven C, gitt ved den
polynomielle likningen

_Eir) Eslr)
12 216 '

C,:y? =423

dvs. tillukningen i CP? = P?(C) av lgsningene (z,y) € C? til denne likningen. (Vi
har introdusert faktorene (27)% og (27)3 i denne isomorfien for & eliminere noen
tilsvarende transcendente skaleringsfaktorer i sammenlikningen mellom heltallige
og komplekse modulaere former i avsnitt 3.5 nedenfor.)
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Merk at E4(7) og Eg(7) er funksjoner fra rommet H som parametriserer ellip-
tiske kurver. Hvis 7,7’ € H parametriserer isomorfe elliptiske kurver C/Z{1,7} og
C/Z{1,7'}, dvs. representerer samme punkt i moduli-rommet, sa er de komplekse
kurvene C; og
Eqy(r")  Eg(r)

12 ° 216

isomorfe, som nesten er nok til a slutte at Ey(7) = E4(7") og Eg(1) = Eg(7'). Sa
E,(T) og Eg(7) er nesten definert som funksjoner fra moduli-rommet. Det som er
helt korrekt er at E4 og Fg er komplekse moduleere former av vekt henholdsvis 4
og 6:

Crr:y? =423 —

Definisjon. En kompleks moduleer form f av vekt k er en kompleks analytisk
funksjon definert pa H C C, som er begrenset naer ooi, slik at

fr)=fr+1)  og  f(=1/1)=1Ff(1).
Dette er ekvivalent med a kreve at

ar +b

) = e+ M ()

A

for alle [(CL Z] i SLs(Z), for de to matrisene [(1] ” og [2 Bl} genererer hele SLy(Z).

Teorem. La My (C) vere vektorrommet av komplekse modulere former av vekt k,
for alle heltall k. Da er M, (C) en gradert C-algebra, og

M. (C) = C[E4, E¢|

med Fy4 1 vekt 4 og Eg i vekt 6.

3.3. Rekkeutviklinger. Det er en avbildning H — D = {q € C | |q| < 1} til den
apne enhets-disken i C, gitt ved

21T

TH—>qg=c¢€

En kompleks moduleer form f oppfyller f(7) = f(7 + 1) og er begrenset naer ocoi,
og kan derfor oppfattes som en kompleks analytisk funksjon f(q) av ¢ € D. Vi kan
rekkeutvikle denne som

fl@) = caqg”  €Clq]]

n>0

for passende komplekse koeffisienter ¢,,. Her er C[[¢]] ringen av formelle potens-
rekker i ¢ med komplekse koeffisienter.
Disse g-utviklingene for E4 og Eg har faktisk heltallige koeffisienter:

E(q) = 14240 ) os(n)q" € Z[[q]]

n>1

Eg(q) =1—-504) o5(n)g" € Z[[q]]
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der divisorpotenssummen oy(n) = >, d* er et naturlig tall. Diskriminanten til
C, er

1728
og har ogsa heltallig g-utvikling (Jacobi):

A=qJJa-g"*=q-24+... €Z[q]].

n>1

Vi kan derfor oppfatte M,(C) som den komplekse underalgebraen av C[[q]]
generert av Ey, Fg € Z[[q]] C C[[¢]]. Den inneholder ogsa A € Z[[q]], med 1728A =
E} — E2.

3.4. Theta-funksjoner. Et gitter L i R™ er en diskret undergruppe L C R™

slik at kvotientgruppen R™ /L er kompakt. Da er L = Z™, og vi kan velge m

generatorer 51, . ,l;m for L som danner en reell basis i R™. En vektor £ € L kan
entydig skrives pa formen

:E’:vlgl—l—--‘—l—vmgm

med v1,..., v, hele tall, slik at v = (v1,...,v,,) € Z™ er koordinatene til Z med
hensyn pa basisen (by,...,b,,). Den Euklidiske kvadratnormen

2

12 = 22 + ... 22,

for ¥ = (x1,...,2m,) € R™ restrikterer seg til en positivt definitt kvadratisk form
pa L, og dermed pa Z™. Den siste kan skrives

1, 1 &
Q) = 3V Av = 5 Z iV V;

4,j=1

for v = (vy,...,vy) € Z™, der A = (a;;) er en symmetrisk, positivt definitt m x m
matrise. (Legg merke til faktoren 1/2!)

Dersom A er heltallig (alle a;; € Z) og jevn (diagonalelementene a;; er partall), sa
er kvadratnormen til hvert element i L et heltall, dvs. den kvadratiske formen Q(v)
tar bare heltallige verdier. Dersom det(A) = 1 sier vi videre at A er unimodulzer.

Definisjon. Et jevnt unimodulaert gitter av rang m er et gitter L i R™ slik at
den tilhgrende positivt definitte symmetriske matrisen A er heltallig, jevn og uni-
modulaer.

Rangen m til et jevnt unimoduleert gitter er alltid delelig med 8. Opp til isomorfi
er det eneste eksempelet av rang 8 gitt ved matrisen

21010 0 0 07
12100000
01210000

B [1 0121000
10001210 0
00001210
00000T1 21
000000 1 2]
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som ble konstruert av A. Korkine og G. Zolotareff i [KZ73]. Ernst Witt viste i
[Wid1] at det er ngyaktig to eksempler av rang 16, som kalles 2Fg og Dj;. Hans-
Volker Niemeier viste sa i [Ni73] at det er ngyaktig 24 forskjellige jevne unimodulzere
gittere av rang 24, deriblant det saregne Leech-gitteret As4 som ble funnet av John
Leech i [Le67]. Klassifikasjonen av jevne unimoduleere gittere av hgy rang regnes
som utilgjengelig.

Definisjon. Theta-funksjonen 0r,(q) € Z[[g]] til et jevnt gitter L er definert ved

g-rekken
Or(e) = > ¢ => cuq”,

vEL™ n>0
der ¢,, er antallet vektorer i L med kvadratnorm lik n.

Theta-funksjonen husker altsa kvadratnormen til alle vektorene i gitteret. Et
enkelt eksempel er gitteret L = Z i R, med m = 1 og Q(v) = v? for v € Z, som
er representert av den jevne matrisen A = [2] (som ikke er unimoduleer). Dets
theta-funksjon er

Oz(a) =D ¢ =1+2¢+2¢* +2¢° + ...
VEZ

Vi oppfatter 1, som en kompleks analytisk funksjon av 7 € H ved substitusjonen
g = €27, Tilordningen L — 6; avbilder mengden av jevne unimodulsere gittere

til mengden av modulaere former, ved fglgende klassiske resultat.

Teorem (Jacobi). La L vere et jevnt unimodulert gitter av rang m. Da er theta-
funksjonen 01, en kompleks moduler form av vekt m/2.

For eksempel er 0, = E4 1 M4(C), for dette er den eneste modulaere formen av
vekt 4 med konstantledd cyp = 1 i g-utviklingen. Tilsvarende er 025, = 0 Dl = E?i
Mg (C).

Nar L gjennomlgper de 24 jevne unimodulzere Niemeier-gitterene av rank 24
(A24, ..., D), sd har den tilhgrende theta-funksjonen 6y formen 1+ ciq + ...,
der ¢; (antallet vektorer av kvadratnorm lik 1) tar fplgende verdier:

0,48, 72,96, 120, 144, 144, 168,192, 216, 240, 240,
288,288, 312, 336, 384, 432, 432, 528, 600, 720, 720, 1104 .

Se Conway og Sloane [CS, s. 407]. Merk at alle disse tallene er delelige med 24.
Undergruppen av Mj3(C) generert av theta-funksjonene 6y, er derfor lik den fri
abelske gruppen Z{E3; 24A}. Spesielt er diskriminanten A ikke selv en heltallig
lineser-kombinasjon av slike theta-funksjoner.

Sparsmal. Hvilke modulere former opptrer som theta-funksjoner av jevne uni-
modulere gittere ¢

Borcherds viste i [Bo95] at theta-funksjoner av jevne unimoduleere gittere alltid
oppfyller visse kongruenser, ogsa i hgyere rang.



VIDUNDERLIGE NYE RINGER 13

Teorem (Borcherds). La L vere et jevnt unimodulert gitter av rang m = 24k.
Da er konstantleddet cqy i kvotienten

HL((I) —k
N

+ i deogteqt...  €Z]q]

alltid delelig med 24.

Dette resultatet kan i en viss forstand forklares av de topologiske modulaere
formene M., (S). For a motivere definisjonen av disse ma vi forst se litt pa de
heltallige moduleere formene M., (Z).

3.5. Algebraiske elliptiske kurver. La R veare en kommutativ ring. En gener-
alisert elliptisk kurve definert over R er (“lokalt over Spec(R)”) gitt ved en likning

C:y? + arzy + asy = 23 + axx® + asx + ag
der aq,...,a4,a6 € R. (Se f.eks. [AHS, §1].) Vi definerer heltallige polynomer

cy = (a? + 4a2)? — 24(2a4 + a1a3)
ce = —(a +4as)® + 36(aF + 4az)(2a4 + ajaz) — 216(a3 + 4ag)

iringen A =Z[aq,...,a4,a¢], og finner at diskriminanten
&2
1728
ogsa er et heltallig polynom i aq, ..., a4, as. Ringen A er gradert ved at hver a; har

vekt 4, slik at hver ¢; har vekt i og A har vekt 12. Hvis = gis vekt 2 og y gis vekt 3
er likningen som definerer C' homogen av vekt 6. (Se Silverman [Si86, Ch. III].)

Gitt verdier for aq, ..., a4, ag i R tar ogsa hver ¢; og A verdier i R. Den projektive
algebraiske kurven C' definert over R er en elliptisk kurve (glatt av genus 1) nar
diskriminanten A er invertibel i R.

To generaliserte elliptiske kurver C' og C’ definert over R er strikt isomorfe over
R dersom C’ fremkommer fra C ved et strikt affint koordinatskifte i (x,y)-planet
pa formen:

=x+r
{ Yy =sr+y+t

med r,s,t i R. De to projektive kurvene C' og C’ er da abstrakt isomorfe.

3.6. Heltallige moduleere former. Regulere funksjoner fra moduli-rommet av
strikte isomorfi-klasser av elliptiske kurver tar na fglgende form.

Definisjon. Betrakt par (R,C) der R er en kommutativ ring og C' er en generalis-
ert elliptisk kurve definert over R. En heltallig moduler form f er en regel som til
hvert par (R, C) tilordner et element f(R,C) € R, slik at

(1) f(R,C) = f(R,C") dersom C og C" er strikt isomorfe over R, og
(2) ¢(f(R,C)) = f(R',C") dersom ¢: R — R’ er en ring-homomorfi og C" =
¢+(C) er kurven med koeffisienter a;, = ¢(a;) € R'.
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La M, (Z) veere mengden av heltallige moduleere former.

La den generaliserte elliptiske kurven C' veere definert over polynomringen A =
Zlay,...,aq4,ag], som gitt i avsnitt 3.5. Funksjonen M, (Z) — A som tar f € M, (Z)
til verdien f(A,C) € A er injektiv, og identifiserer M, (Z) med en under-ring av A.
Et polynom i A tilhgrer M, (Z) hvis og bare hvis det er invariant under alle strikt
affine koordinatskifter.

Fglgende beregning skyldes John Tate og Pierre Deligne.

Teorem ([De75]). Ringen av heltallige modulere former er den graderte ringen

Z[C4,CG,A]

M.(2) = (1728A = ¢3 — 2)

med cq 1 vekt 4, cg i vekt 6 og A i vekt 12.

En ekvivalent kategorisk definisjon er som fglger: Dann kategorien med objekter
alle par (R,C) med R en kommutativ ring og C en generalisert elliptisk kurve
over R, og morfismer (R,C) — (R',C") gitt ved en ring-homomorfi ¢: R — R’ og
en strikt isomorfi ¢, (C) = C’. Tilordningen (R,C) — R definerer en funktor til
kategorien av kommutative ringer. La ringen M, (Z) veere den inverse grensen av
denne funktoren:

M. (Z)= lim R.
(R,C)

Denne funktoren har ogsa hgy(e)re deriverte funktorer, som ikke tidligere synes
a ha blitt studert algebraisk, men som ble beregnet av Hopkins og Mahowald
(ca. 1994). De danner Es-leddet i en spektralsekvens som konvergerer til de topo-
logiske moduleere formene 7. (tmf). Differensialene i denne spektralsekvensen er
bestemt av topologien i konstruksjonen, og kan ikke uttrykkes rent algebraisk.

I det komplekse tilfellet (R = C) svarer den analytiske elliptiske kurven C/Z{1, 7}
til den algebraiske elliptiske kurven C'.. Denne kan skrives som kurven C ovenfor
med a; = ay = ag =0, ay = —FE4(7)/48 og ag = —Fg(7)/864. Det folger at c4, cg
og A presis svarer til henholdsvis E4(q), Eg(q) og A.

Altsa kan de algebraiske moduleere formene i M, (Z) oppfattes som analytiske
modulaere former i M, (C), via avbildningen som tar c4, cg og A til henholdsvis
E4, Es og A:

M.(2) —= M.(C)

L

Zllg]] — C[[4]]
Spesielt har de heltallige modulaere formene heltallige g-utviklinger.

3.7. Topologiske modulsere former. En kommutativ S-algebra E kalles jevn
dersom den graderte ringen 7, (E) inneholder en enhet u € my(E), og m1(F) = 0.
Da er 7, (E) = mo(E)[u, u™!] konsentrert i jevne grader, og er 2-periodisk.

En jevn kommutativ S-algebra E har en assosiert (1-dimensjonal kommutativ)
formell gruppe Py definert over mo(E). (Se Adams [Ad74, Part II].) En generalisert
elliptisk kurve C' over my(E) er spesielt en algebraisk gruppe, og har en formell kom-
plettering C som igjen er en (1-dimensjonal kommutativ) formell gruppe definert
over mo(E). (Se Silverman [Si86, Ch. IV].)

Fglgende definisjon skyldes Hopkins og Miller, og finnes i [AHS, §1].
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Definisjon. En elliptisk S-algebra er et trippel (F,C,t), der

(1) E er en jevn kommutativ S-algebra,

(2) C er en generalisert elliptisk kurve over my(E), og

(3) t: Pp — C er en isomorfi av formelle grupper.
En avbildning f: (E,C,t) — (E',C’,t') av elliptiske S-algebraer er en S-algebra ho-
momorfi f: E — E’ sammen med en isomorfi av elliptiske kurver C" — mo(f).(C),
som utvider den induserte avbildningen mo(f).(t) o (#')"1: €’ — mo(f)«(C).

Tilordningen (E, C,t) — E definerer en funktor fra kategorien av elliptiske spek-

tra til kategorien av kommutative S-algebraer. La S-algebraen tmf av topologiske
modulzre former veere den inverse homotopi-grensen av denne funktoren:

tmjf = holim E.
(E,C\t)

Avbildningen fra M. (S) = m.(tmf) til M, (C) kan sees som folger (JAHS, §1]).
Til hver kompleks elliptisk kurve C/Z{1,7} la R, = Clu,,u; '] veere en gradert
ring med u, i grad 2, og la ., = HR, vere Eilenberg-Mac Lane S-algebraen
med 7.(E;) = R;. Den formelle gruppen Pg_ er i dette tilfellet den additive
formelle gruppen over C, og projeksjonen C — C/Z{1,7} induserer en isomorfi
t.: Pp, — C’T. Tilordningen

(C,C/Z{1,7}) — (E7,C/Z{1, 7}, t7)

embedder kategorien av komplekse elliptiske kurver fra avsnitt 3.6 inn som en un-
derkategori av kategorien av elliptiske S-algebraer.

Definisjonen av en “invers homotopi-grense” sikrer at det er en kanonisk ring-
homomorfi

M, (S) = mi(holim E) — lim . (F).
(E,C,t) (E,C,t)
Restriksjon til underkategorien av komplekse elliptiske kurver gir en videre homo-
morfi
lim 7,(F) — lim Clus,u '] 2= M,(C).
(E,C\t) (c,c/{1,7})

Den siste isomorfien identifiserer en kompleks moduleer form f(7) € M. (C) av
vekt k med elementet i den inverse grensen som tar verdien f(7)-u* € Clu,,u; "]
ved objektet (C,C/{1,7}).

Sammensetningen av disse avbildningene er ring-homomorfien M, (S) — M., (C),
som faktoriserer gjennom M, (Z). Borcherds og Hopkins’ teorem i avsnitt 2.4 fplger
na ved a sammenlikne Hopkins og Mahowalds beregning av M, (S) med Borcherds’
teorem i avsnitt 3.4.
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