Deformasjon av Stanley-Reisner skjemaer
til A 3-flater i rasjonale normale skruer
av

CHRISTINE FURUSETH TAPPEL

MASTEROPPGAVE
for graden

Master i Matematikk

(Master of Science)

Det matematisk- naturvitenskapelige fakultet
Universitetet i Oslo

November 2012

Faculty of Mathematics and Natural Sciences
University of Oslo






Takk til

Jeg gnsker forst og fremst & takke min veileder Jan Christophersen, som har
gitt meg et spennende tema & jobbe med, inspirerende veiledningstimer, tett
oppfolging, talmodighet og god hjelp hver gang jeg har trengt det.

Videre vil jeg yte en stor takk til Sigurd Segtnan, Fredrik Meyer og Robin
Bjgrnetun Jabocsen som alle har lest korrektur pa oppgaven og kommet med
konstruktive tilbakemeldinger.

En stor takk gar ogsa til Karoline Moe som har vaert min matematikkmentor
og gode venninne gjennom hele min mastergrad. Hennes uforbeholdne stgtte
har hjulpet meg til & komme rakrygget gjennom denne prosessen.

Jeg gnsker ogsa a takke Hakon Gylterud som jobbet tett med meg hele
bachelor-graden og som gjennom sin store matematikkentusiasme inspirerte
meg til & ta en mastergrad i matematikk.

Til slutt vil jeg takke min familie, og mest av alt min kjsere mann Espen
som har sittet talmodig pa sidelinjen hele veien.



ii



Innledning

I artikkelen til Bowen og Fisk [3] gis en algoritme for hvordan trianguleringer
av 2-sfeeren kan genereres og en tilhgrende liste over antall trianguleringer
med n hjgrner opp til isomorfi. Vi kan gi disse trianguleringene en skje-
mastruktur ved hjelp av Stanley-Reisner konstruksjonen. Malet med denne
oppgaven er a se hva som skal til for at Stanley-Reisner skjemaene av denne
typen kan glattes til K 3-flater i rasjonale normale skruer. Med en glatting
mener vi en flat familie X slik at den generelle fiberen A} er glatt.

I Kapittel 1 gir vi en introduksjon til teorien som ligger til grunn for resten
av oppgaven. Vi gir en kort forklaring av hvordan Knutsen og Johnssen
[9] beskriver projektive modeller av K3-flater i rasjonale normale skruer.
Deretter forklarer vi konseptet rullende faktorer introdusert i artikkelen til
Stevens [14]. Dette gir oss et verktgy til a kunne gi en eksplisitt beskrivelse
av idealene til K 3-flaten som er skaret ut av divisorer pa skruen. Vi intro-
duserer de grunnleggende prisippene i deformasjonsteori fra Hartshorne [8],
og til slutt en beskrivelse av fgrsteordensdeformasjonene til Stanley-Reisner
skjemaer basert pa resultater fra artikkelen til Altmann og Christophersen

[1].

I Kapittel 2 gir vi en beskrivelse av en bestemt degenerasjon av rasjonale
normale skruer gitt ved det sakalte Riemenschneider-symbolet [10]. Disse
degenerasjonene er Stanley-Reisner skjemaer assosisert til trianguleringer
av n-ballen. Vi viser at bestemte typer kantflipper av disse trianguleringene
ogsa vil deformere til rasjonale normale skruer, og hvorledes kantflippene er
ekvivalent med sgylepermutasjoner av matrisen hvis 2 x 2-minorer gir idealet
til skruen.

I Kapittel 3 ser vi pa triangulerte sfeerer som delmengder av triangulerte
n-baller. For a fa en flat deformasjon av Stanley-Reisner skjemaet til sfaeren
ma vi lage en deformasjon der sfeeren og n-ballen deformeres samtidig pa en
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kompatibel mate. Vi introduserer i dette kapittelet en delvis deformasjon
der kun monomene i Stanley-Reisner idealet til den degenererte skruen per-
turberes. Gitt visse forutsetninger fremkommer det flere kriterier pa den
triangulerte sfeeren for at denne deformasjonen skal veere flat.

I Kapittel 4 gir vi en eksplisitt beskrivelse av hvordan de triangulerte sfeerene
beskrevet i Kapittel 3 kan glattes til K 3-flater. Her bruker vi en sakalt ren
rullende faktor deformasjon introdusert av Stevens i [14]. Dette gir oss
mulighet til & gi klare kriterier for nar sfeerene pa denne formen kan glattes
til K3-flater i rasjonale normale skruer i tilfellene der skruen har dimensjon
3 og 4.

Vi avslutter oppgaven med en klassifisering av de glattbare sfeerene pa denne
formen for trianguleringer med 6, 7 og 8 hjgrner. Deretter gir vi et glattbart
eksempel der sfaeren er delmengde av en degenerert skrue assosiert til en
triangulering av 5-ballen.
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Kapittel 1

Bakgrunn

1.1 K3-flater i rasjonale normale skruer

I [11] gir Schreyer en beskrivelse av hvordan visse typer varieteter skjaeres ut
av divisorer pa rasjonale normale skruer, og i [9] gjor Johnsen og Knutsen
dette mer spesifikt nar varietetene er K3-flater. I sistnevnte konstrueres en
projektiv modell av K 3-flatene i skruer som vi ogsa skal gjengi slik at vi kan
forsta resolusjonene. Fra na av lar vi X veere en K3-flate og Y en rasjonal
normal skrue som beskrevet i Definisjon 1.1.1 og Definisjon 1.1.2.

1.1.1 Rasjonale normale skruer

Definisjon 1.1.1. [11, s. 109] La &€ = O(dy) @ --- @ O(d,) vaere et lokalt
fritt knippe av rang r pa P! med d; > --- > d, > 0der d; € Z og f =
di +---+d,. Vihar da et linezert system £ = Opg)(1) pa P"~L_bunten
P(€) over P! og kan avbilde P(€) til PY via det komplette linesere systemet
HO(L), der g = f +r — 1. Bildet Y vil veere en rasjonal normal skrue av
typen S(dy,--- ,dy).

Hvis d, > 1 vil Y vaere glatt og isomorf med P(E).

1



2 KAPITTEL 1. BAKGRUNN

For praktiske formal er det verdt & merke seg at den rasjonale normale skruen
Y er en determinentell varietet, som forklart i Harris [7, s. 106]. Hvis Y er

av skruetype S(dy,--- ,d,), vil ligningene veere gitt ved 2 x 2-minorene til
matrisen

:L']-’O e xl,dl—l x270 e P xT,O P xT,dr—l

r1,1 L1,dy €21 M Ty d,

1.1.2 Projektive modeller av K3-flater i skruer

Definisjon 1.1.2. [2, s. 245] En K3-flate X er en glatt kompakt flate med
triviell kanonisk divisor Kx = Ox og H'(X,Ox) = 0.

For a gi en projektiv modell av X CY C P9 ser vi pa morfien
or X — PO~ = py

definert av det komplette linezere systemet |L|, der L er en basepunktfri
og stor linjebunt pa X. Vi sier at L er stor hvis L? > 0. Videre antar vi
at L ~ D+ F der h°(D) > 2 og h°(F) > 2, og velger et 2-dimensjonalt
underrom W C H°(X, D). Dette gir oss en pensel

{Dyepr } € |D|.

Hver ¢, (D) utspenner et (h°(L) — h°(L — D) — 1)-dimensjonalt underrom
av P9 som vi kaller det linesere spennet til ¢ (D)) =: Dy. Da har vi

Y = U D, C P9
AEPL

som vil veere en skrue.

Nar vi senere skal se resolusjonen av X 1Y, inngar den sakalte Clifford-
indeksen til linjebunten L pa X nevnt ovenfor, og vi tar derfor med defin-
isjonen av denne.

Definisjon 1.1.3. Clifford-indeksen ¢ = Cliff(L) er definert som Clifford-
indeksen til alle de glatte kurvene i |L|. Hvis C er en kurve har vi Cliff(C) =
min{ClLiffA | h°(A) > 2,h'(A) > 2} der A er en linjebunt pa C med
Cliff(A) = deg A — 2(h°(A) — 1).



1.2. RULLENDE FAKTORER 3

I tilfellene vi skal jobbe med er K3-flatene underskjemaer av glatte skruer,
og vi har da

dimY =c+2
degY =g—c—1.

1.1.3 Resolusjon av Ox som Oy-modul

Vi skal betrakte glatte skruer og har derfor Y = P(£). La H = [i*Opr(1)]
vaere hyperplanklassen til P(€) og R = [p*Op:1(1)] fibreringen, der p og i er
definert ovenfor. Picard-gruppen til P(€) er da gitt ved

Pic P(€) = ZH ® ZR

I[9, s. 60] finner vi resolusjonen av Ox som Oy-modul. Vi far forskjellige
resolusjoner avhengig av dimensjonen til Y og disse er gitt som folger.

(i) Hvis dimY = 3 har vi

0——=0Oy(-3H+ (g —4)R) Oy Ox 0

Dette betyr at en K3-flate X i en skrue av dimensjon 3 vil ligge som
en divisor i det linesere systemet [3H — (g — 4)R|.

(ii) Hvis dimY > 4 har vi

0 — Oy(—(c+2)H + (g — ¢ — 3)R) — &' Oy (—cH + bF_|R)

— s — EBQLIOy(—QH—i—b’fR) — Oy — O0x — 0

der B =i(§1]) = (,¢,). Hvis dimY =4 har vi 81 = (3) — () = 2, slik
at K3-flaten X vil ligge som et komplett snitt av divisorer i klassen
12H — b¥R|. 1 tilfellene der dimY > 4 har vi 81 = (“}') — 1 med ¢ > 3,
og det fglger at f; > dimY — dim X = c slik at X ikke er et komplett

snitt i Y.

1.2 Rullende faktorer

For a fa en mer eksplisitt beskrivelse av hvordan divisorene skjseres ut i
skruen bruker vi konseptet rullende faktorer som beskrevet i artikkelen til
Stevens [14].
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La Y C P9 veere en skrue av typen S(dy,--- ,d,) slik at dimY = r. Videre
lar vi (s : t) vaere homogene koordinater pa P! og (wy : --- : w,) homogene
koordinater pa fibrene til Y. Da vil koordinatene pa PY veere gitt ved

xm = Sdi_at]’wi

der 1 <i<rog0<j<d;. Gitt denne koordinattransformasjonen vil
idealet til Y na veere generert av 2 X 2-minorene til matrisen

< Sdlwl A Stdlflwl sdrwr - Stdrflwr )

sdl_ltwl s tdlwl sd*_lwr e tdrwr

ST°W2
sd2—1 tws

d2

Videre lar vi hver w; ha vektet grad —d;.

Lemma 1.2.1. [14, s. 188] En divisor pa'Y i det lineere systemet |aH —bF|
er gitt ved en bihomogen ligning P(s,t,w;) av grad a i w;’ene og total grad
—b. Multipliserer vi P(s,t,w;) med s*™™™ far vi b+ 1 ligninger Py, som
nd kan uttrykkes i koordinatene x; ;j til P9. Vi kan ga fra Py, til P11 ved d
rulle faktorer, det vil si at en x;; byttes ut med x; j41 @ hvert ledd i Pp,.

1.3 Deformasjonsteori

I denne seksjonen skal vi gi en introduksjon til deformasjonsteorien. Vi
definerer deformasjon av skjemaer, T’-funktorene, og spesielt deformasjon
av ringer. Resultatene fra denne seksjonen kommer fra Hartshorne [8] og
Sernesi [12].

1.3.1 Deformasjon av skjemaer

Definisjon 1.3.1. [8, s. 78] La X vere et skjema over k. En deformasjon
av X over en Artinsk ring C er et skjema X, flat over C, sammen med en
lukket immersjon i : X — X som induserer en isomorfi X — X x¢ k.

X x

-

k——C

Lar vi C veere kategorien av Artinske ringer, har vi en funktor

Defx : C — (sets),
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som til enhver Artinsk ring C € C gir mengden av deformasjoner av X over
denne.

1.3.2 Ti-funktorene

La A — B veere en ringhomomorfi og M en B-modul. Vi skal definere
THB/A, M) for i = 0,1,2, og gjor dette som beskrevet i Hartshorne [8,
Kap. 3].

La R = Alz], x = {x;} og B = R/I. Velg en fri R-modul F og en surjeksjon
j + F — I med kjerne ). Videre lar vi Fy C F veere undermodulen av F
generert av Koszul-relasjonene j(a)b — j(b)a for a,b € F. Siden j(Fp) = 0
folger det at Fy C Q.

Vi kan na definere kotangentkomplekset av B-moduler:
dg dl
L, : Q/Fo —F ®r B——Qp/a ®r B

der F ®r B~ F/IF. Avbildningen dy er indusert av avbildningen @Q — F,
og avbildningen d; fremkommer ved & sende F/IF — I/I?, og deretter vil
I/1? — Qp/a ®p B veere indusert av d : R — Qg 4. Vi er na i stand til a
definere T"(B/A, M).

Definisjon 1.3.2. For enhver B-modul M har vi
TY(B/A, M) := h'(Homp(Le, M)).

Hvis X er et skjema, F et knippe av Ox-moduler og vi har en morfi X — k,
kan vi definere knippet 7¢(X,F), siden T*-funktorene er kompatible med
lokalisering. Modulene T}( er da definert som hyperkohomologien til kotan-
gentkomplekset pa X.

1.3.3 Fogrsteordens deformasjoner av affine skjemaer

Vi skal na se pa situasjonen der X = Spec A er et affint skjema.

Definisjon 1.3.3. En forsteordens deformasjon av X er en deformasjon
over de duale tallene C' = k[t]/t>.

Proposisjon 1.3.1. [8, s. 38] La X = Spec A vere et affint skjema og A
en k-algebra. Da er mengden av deformasjoner av X over k[t]/t? i en-til-
en-korrespondanse med gruppen T (A/k, A).
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Vi ser altsa at forsteordens deformasjoner av affine skjemaer er gitt ved T)l<7
og vi skal na gi noen resultater som gjor dette enklere a regne pa.

Lemma 1.3.2. For enhver A — B og alle M har vi
T°(B/A, M) = Homp(Qp/a, M) = Dera(B, M).

Proposisjon 1.3.3. La P = k[z1, -+ ,z,] o9 A = P/I. Da har vi for
enhver M en eksakt sekvens

0— T°(A/k, M) — Dery(P,M) — Hom(I/I*, M) — T (A/k, M) — 0.

0g en isomorfi
T2(A/)P,M) —">T?(A/k,M).

Anta na at I er et endeliggenerert ideal med I = (f1,---,f,) C P =
klxi,--- ,xn]. Vi onsker en beskrivelse av de fgrsteordens deformasjonene
til skjemaet Spec A. Fra den eksakte sekvensen 1.3.3 ser vi at et element
[¢] € T} er representert ved ¢ € Homp(I, A). Vi gnsker derfor & fa en
beskrivelse av Homp(Z, A) og betrakter fglgende eksakte sekvens.

0 I P A 0.

Dualiserer vi denne far vi
0 ——Hom([,A) —= A" —— A%,

der Hom(I, A) = {(1, -+ ,or) | D ripi =01 Anar Xr;f; =01 P}.

For at deformasjonen skal veere flat, har vi et lokalt kriterium for lgfting
av relasjoner.

Lemma 1.3.4. [12, s. 276] Anta at I = (f1,--- , fr) C P =kl[z1, -+ ,xy)].
Da er X en flat deformasjon over C' hvis og bare hvis relasjonene mellom
fi,--+, fr lofter til relasjoner mellom Fy,--- | F.

1.3.4 Obstruksjoner til lgfting av deformasjoner

Vi lar fortsatt X = Spec A og X — k[t]/t? en forsteordens deformasjon. Da
vil obstruksjonsrommet T3 fortelle oss nar forsteordens deformasjoner av
X kan lgftes til hgyereordens deformasjoner. Hvis T’ ,?1 = 0 finnes det ingen
obstruksjoner, og vi kan lgfte fritt.
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1.4 Deformasjon av Stanley-Reisner skjemaer

Definisjon 1.4.1. [13] Et simplisialkompleks I pa en mengde av hjgrner
V er en samling av delmengder F' av V som tilfredsstiller

(i) Hvisz € V,saer {z} € K
(ii) Hvis Fe K og G C F,saer Ge K
Gitt en fasett f € K kan vi definere linken til f ved
k(f,K)={gel|gnf=0oggUfek}

Til ethvert simplisialkompleks K kan vi definere Stanley-Reisner skjemaet

assosiert til dette. La [n] = {0,--- ,n}, og A, mengden av alle delmengder
av [n]. Vi kan da se pa et simplisialkompleks K som en delmengde av A,,.
Lar vi P = k[xo, -+ ,x,] der n + 1 er antall hjgrner i K, kan vi definere

Stanley-Reisner idealet til IC ved
Ik =(zpe P|pe A\ K).

Dette vil si at Ixc er gitt ved alle ikke-fasettene i komplekset. Stanley-Reisner
ringen er da gitt ved Ax = P/Ix, og vi kan til denne assosiere det vi kaller
det projektive Stanley-Reisner skjemaet til IC,

P(K) = Proj Ak.

Vi gnsker na & gi en beskrivelse av T}‘}C nar K er en triangulert sfzere, og
bruker resultater fra artikkelen til Altmann og Christophersen [1] for a gjere
dette.

I vare tilfeller skal vi forsgke & glatte K = S? til projektive K3-flater. Det
finnes en 20-dimensjonal familie av analytiske isomorfiklasser av K3-flater,
der ikke alle er algebraiske. Dermed er det naturlig & forvente at dette er
tilfelle ogsa for degenererte K3-flater. Men siden vi skal se pa projektive K 3-
flater kan vi restriktere oss til funktoren Def% av algebraiske deformasjoner
definert i [1], som ved resultatet nedenfor er betraktelig enklere & handtere.

Teorem 1.4.1. [1, Teorem 6.1] Hvis K er en mangfoldighet har vi

Def% (k[t]/£%) 2= Thy. o
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Dette betyr at det er tilstrekkelig & finne de forsteordens deformasjonene til
Ax 1 grad 0. For a beskrive T}l;c viser det seg at det er hensiktsmessig a
innfgere en multigradering av denne. Hvis K er en triangulert sfeere med n+1
hjgrner dekomponerer vi le,g i komponenter T}lmc der ¢ € Z"*!. Videre
dekomponerer vi c =a — b der a,b € N**+1,

Definisjon 1.4.2. Stgtten til en vektor a € Z" ™! er definert ved a := {i €
[n] | a; # 0}, der [n] = {0,--- ,n}.

Det viser seg at T}hoc kun avhenger av stgtten til a og b, slik at vi far
T }l,c,c =T }bc, a—p- L artikkelen gis en beskrivelse av T}‘,QC nar K er en mang-
foldighet, og fra [1, Teorem 4.6] og tilhgrende tabell far vi at de fgrsteordens
deformasjonene til Stanley-Reisner skjemaet til en triangulert sfeere vil vaere
generert av deformasjonene gitt nedenfor. Siden vi ser pa det projektive
Stanley-Reisner skjemaet ma elementene i T}lmc ha grad 0.

En basis for T' }1}6 er ved [1, Teorem 4.6] beskrevet som folger. Hvis ¢ €
T}"Oc # 0 og x;, € Ix, sa har vi

b]
Tyt hvis b C p,
p(x = Ty
() {0 ellers.

Vi skal na se naermere pa de ulike mulighetene dette gir.

e x, et hjorne, slik at |a| = 1. Dette gir to alternativer

(i): (i): xl ¢ xk

Alternativ (i) gir oss deformasjonene @(z;x;x5) = 23, p(zz;) = 22,
p(zizy) = 23 og p(xjar) = 7.

Alternativ (ii) gir oss deformasjonene ¢(x;xx) = 22 og ¢(z;x;) = z2.

e 1, = x;z; er en kant, slik at |a] = 2. Dette gir ett alternativ

Tk Ty

T x
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der {zx;} = Ik[{z;z;},C}]. Dette gir oss deformasjonene p(z;z;) =
xpxy, det vil si at hver kant bidrar en gang til Tlé,c‘
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Kapittel 2

Degenererte skruer

Vi skal i dette kapittelet beskrive en bestemt degenerasjon av en glatt
rasjonal normal skrue ¥ C P9. Hvis dimY = n vil denne degenerasjo-
nen gi et Stanley-Reisner skjema Yy = P(T'), der T er en triangulering av
B™. Videre skal vi vise at en bestemt type flipping av kantene i T' ogsa vil
gi et Stanley-Reisner skjema som er en degenerasjon av den samme skruen Y .

Degenerasjonen vi skal se pa er beskrevet i artikkelen til Riemenschneider
[10]. Gitt en determinentell varietet med ideal I gitt ved 2 x 2-minorene til

matrisen
xl o« o o xn
yioc Yn )7

ser vi pa det formelle symbolet

xl e xn

yl [ yn
ai e Ap—1

Perturbasjonene til elementene i I vil da veere gitt ved

j—1

TilYj — Yilj H ak-
k=i

11
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Vi skal bruke dette til & beskrive perturbasjoner av idealet til en skrue og

setter a; =t for alle . Hvis Y er en skrue av typen S(dy,--- ,d,), far vi
1,0 T1,di—1 Z2,0 te Tn,0 T Tn,dp—1
T1,1 s T1,dy T2.1 s Tn,1 T Tn,d,

t oot " b ot t oot

Perturbasjonene blir da

2
Z1,0T12 — 127 1,

2
1,071,3 — t°21,171,2,

2
xnadn_Q‘r”ydn - t'rn,dn—l'

Setter vi ¢ = 1 far vi de genererende polynomene til idealet til skruen Y,
og setter vi t = 0 far vi kvadratfrie monomer som genererer idealet til
degenerasjonen Yy. Dette vil derfor vaere et Stanley-Reisner skjema med
h = >",d; +n hjorner. Merk at g = > " ;d; +n—1 = h —1. Vi skal
senere vise at Riemenschneider-symbolet gir en flat deformasjon av Yy, men
i dette kapittelet ser vi bare pa egenskaper ved degenerasjonen.

I forste omgang skal vi studere trianguleringer av disken og definere lovlige
flippinger for denne. Deretter skal vi generalisere dette til trianguleringer
av B™.

2.1 Trianguleringer av disken

Definisjon 2.1.1. En matrise som er slik at 2 x 2-minorene gir idealet til
en skrue kaller vi en skruematrise.

Gitt en rasjonal normal skrue med dimY = 2 av typen S(d,,d,) er idealet
til denne gitt ved 2 x 2-minorene til skruematrisen

(mo o Tdp—1 Yoo o ydy1>
Riemenschneider-symbolet vil derfor gi oss degenerasjonen Yy som vil vaere
bestemt av idealet

Iy, = (zow2, 03, " , T0Td,, TOY1, - T0Ydys T1Y3s "t 5 X1Tdy, L1YL, ** * T1Yd,,

,Z/erydy)~
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Siden Yj er et Stanley-Reisner skjema har vi Yy = P(7T") der T er en trian-
gulering av disken:

) X Ld,—1 Ld,

Yo n Yd,—1 Yd,

Definisjon 2.1.2. Vi kaller trianguleringen beskrevet ovenfor standardtri-
anguleringen av disken.

Definisjon 2.1.3. En bipartitt triangulering er en triangulering av disken
der randen er bestemt av to strenger xo,- -+ ,Tq, 09 Yo, ,Yd, Slik at T;xi1
09 yjyj+1 er kanter fori=0,--- ;dy, j =0, ,dy og slik at xoyo 09 ¥q,Ya,
er kanter. Diagonalene vil dermed veere pa formen x;y;.

Vi ser altsa at standardtrianguleringen av disken 7' er et eksempel pa en
bipartitt triangulering av disken og skal bruke dette til & definere de lovlige
flippene som ogsa skal gi bipartitte trianguleringer. Vi beskriver fgrst be-
grepene venstreflipp og heyreflipp.

Definisjon 2.1.4. La T vere en bipartitt triangulering av disken og x;y; en
gitt diagonal. En flipp T,y »(T) som bytter diagonalene x;y; — x;-1y;j41 er
en venstreflipp og Txiyjﬁ(T) som bytter diagonalene x;y; — xiy1y;—1 er en
hoyreflipp.

Ti—1 Z; Ti—1 Ty

Tmiyj 7U(T) : I

Yj Yj+1 Yj Yj+1

Z; Ti+1 x; Ti+1

Txiyj,h(T) : —

Yj-1 Yj Yj—1 Yj

Vi kaller flippinger pa denne formen lovlige venstreflipper og
lovlige hoyreflipper.

Hvis z;y; er en kant som ikke er i flippbar posisjon, kan denne hgyre- og ven-
streflippes ved en endelig komposisjon av lovlige hgyre- og venstreflippinger.
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Vi kaller dette henholdsvis Oy O8 Oxyy; h- Venstreflippene er definert for
alle kanter unntatt zoyg, og vil veere gitt ved

Oziy;v = Tozyj © Toipay;w © 00 © Togy, v

der ¢ < k < d, er det minste tallet slik at x,41y; ikke er kant i T". Hvis x4, y;
er kant i T far vi k = d,. Hgyreflippene er definert for alle kanter unntatt
Zq,Yo og gitt ved

Oziy;h = Taiyjh © Tagyjpr,h © 000 O Tayyp,h

der j < k < dy er det minste tallet slik at x;yi41 ikke er kant i T". Hvis
Tiyq, er kant i T far vi k = d,,.

Eksempel 2.1.1. La T veere en triangulering av disken.

] x1 Z2 T3 T4

Yo n Y2 Y3

Da er
Ozoy1,v (T) = Tzayi,v © Taz,y1,v © Tz4y1,v(T)7

som gir trianguleringen

ity Tl ) X3 T4

szyhv(T):

Yo n Y2 Y3

Vi skal se at disse flippene svarer til & permutere sgylene til skruematrisen
som definerer idealet til Y.

Definisjon 2.1.5. La A veere en skruematrise. Da definerer vi en lovlig
venstre matrisetransposisjon ved

. .. xzfl yj o oee . e yj ;Ul—l e
Tasy; 0 (A) = Tagy; 0 < cm g - ) = ( Gy @ e )

og en lovlig hgyre matrisetransposisjon ved

. yjfl X . X; yjfl
T W(A) = Ty = .
Izijh< ) xzyjrh ( .. y] xl+1 . ) < . xz+1 y] .. >



2.1. TRIANGULERINGER AV DISKEN 15

La na (:c;_1> og <yyj ) veere to sgyler i A som ikke er i posisjonen gitt i
i j+1

Definisjon 2.1.5. Da definerer vi en lovlig venstrepermutasjon oy, »(A) for

matriser pa formen

yj—l Ti—1 €; e Te_1 y]
y] X; Tit1 Tp y]+1 ’

O-'Iiijv(A) = Tl‘iyj,’l] o Txi+1ijv 00 Txkyj7v(A)'

ved

Tilsvarende definerer vi lovlige hgyrepermutasjoner o, n(A) for matriser
pa formen

e mp Y Yl o Yk Tigr o))

ved
Ufﬂiijh(A) = Tziyj,h © Tazyjp1,h © 00 0 Txiyk,h(A)‘

Eksempel 2.1.2. La A veere skruematrisen

A:<1’0 Yo T1 T2 T3 Y1 3/2)
1 Yir X2 T3 T4 Y2 Y3 )

Da er

Ux2y1,v(A) = Tzoy1,v © Tzg,y1,v © Tx4y1,v(A)a

som gir

Urzyl,v(A)

(370 Yo Y1 X1 T2 X3 yQ)
T Y1 Y2 T2 T3 x4 Y3)

Lemma 2.1.1. Huis <xz

A1> star rett til venstre for < yj >, vil x;y; veere
7
kant ¢ T'.

Yj+1

Bevis. Gitt denne situasjonen vil skruematrisen vasere pa fglgende form:

A: (... yjfl e xl*l y] N zl ...>
.« e y] . e xl y]+1 . e $Z+1 o« o

Det folger dermed at x;y; ¢ Iy, slik at denne ma veere kant i T'. O
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Lemma 2.1.2. Gitt en rasjonal normal skrue'Y av dimensjon 2 med matrise
A som degenerer til et Stanley-Reisner skjema Yy assosiert til en bipartitt
triangulering T far vi oxiyjﬂ,(A) = Oy, 0(T) og aziyﬁh(A) = aziyﬁh(T).

Bevis. La T veere en degenerert skrue som gir en bipartitt triangulering
av disken med hjornene xo,- - ,%q,,%0, " ¥4, Vi skal forst vise at en
lovlig venstreflipp svarer til en lovlig venstre matrisetransposisjon (dette
vises tilsvarende for hgyreflipper). Anta derfor at z;y; star i flippbar po-
Ti-1

Zg

sisjon slik at x;y; ¢ Iy,. Dermed vet vi at sgylen ( ) star til venstre

for sgylen (yyj > . Vi ma sjekke at det ikke finnes noen sgyler mellom disse.
j+1

Hvis (:z:% > star mellom disse sgylene vil x;41y; veere kant i T' og da star
i+1

vi ikke i flippbar posisjon. Tilsvarende ser vi at hvis Yi fl star mellom

j
de to sgylene, sa vil x;y;_1 veere kant slik at vi heller ikke da star i flippbar
posisjon. Dermed far vi at sgylene ma sta rett ved siden av hverandre og vi

far
P
Tauy;w(A) = < . yjj—l ;, > :

Vi ser altsa at z;y; € I{,O, som derfor vil vaere en ikke-kant, mens ;13,41
na har blitt en kant.

Siden lovlige flipper og lovlige matrisepermutasjoner svarer til henholdsvis
en endelig komposisjon av lovlige venstre- og hgyreflipper og lovlige venstre-
og hgyre matrisetransposisjoner vil resultatet fglge. O

Proposisjon 2.1.3. Alle bipartitte trianguleringer gir et Stanley-Reisner
skjema som er en degenerert rasjonal normal skrue.

Bevis. La T veere en bipartitt triangulering med strenger zo,--- , x4, og
Yo, "+, Yd,- Vivet at standardtrianguleringen til disken er gitt ved en skrue-
matrise som beskrevet innledningsvis. For & vise at T" ogsa gir en degenerert
skrue er det tilstrekkelig a vise at enhver bipartitt triangulering av disken
kan omformes til standardtrianguleringen ved hjelp av en endelig kompo-
sisjon av lovlige hgyre og venstreflipper. Ved Lemma 2.1.2 vet vi at en slik
omforming vil svare til endelig mange transposisjoner av sgyler i matrisen
til standardtrianguleringen. For & vise dette bruker vi induksjon pa antall
hjgrner i trianguleringen.
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Minste antall hjgrner i en bipartitt triangulert disk er n = 4. T dette tilfellet
er dette trivielt. Anta derfor at hypotesen stemmer for n hjgrner og evaluer
en vilkarlig bipartitt triangulering av disken bestaende av n+ 1 hjgrner. Da
har vi (dg + 1) + (dy + 1) = (n + 1) og vi ma evaluere to tilfeller.

Tilfelle 1:

Anta at induksjonshypotesen stemmer for disken med hjgrner zg, - - -, zq,,
Y0, »Yd,—1 Dette betyr at denne delen av disken kan omformes til stan-
dardtrianguleringen ved et endelig antall permutasjoner, og vi befinner oss
i folgende situasjon:

X0 €1 Td,—1 Td,

Yo N Va1 Yd,

Fra figuren ser vi at det na bare er a legge til en ekstra sgyle pa hgyre side
av matrisen og vi vil fortsatt ha standardtrianguleringen.

(iﬁo o Tdy—1 Yoo ot Ydy—2 ’ydy1>

1 o Xd, Y1 o Ydy-1 Y4, '

Tilfelle 2:

Anta at induksjonshypotesen stemmer for disken med hjgrner zg, - - - , x4, -1,
Y0, »Yd,- Vi kan folgelig omforme denne delen av disken til standardtri-

anguleringen, og vi befinner oss i folgende situasjon:

x0 €1 Td,—1 Td,
L

Yo Y1 ¥Yd,—1 Yd,

I dette tilfellet vil matrisen vaere pa formen

To -t Td,—2 Yo - Yd,—1 Td,—1
X1 xdzfl yl ydy xdz ’
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og vi ma foreta en rekke lovlige hgyreflipper for a fa den nye disken pa gnsket
form.

Tdy—1Ydy —7 Td,Yd,—1

Tdy—1Ydy—1 — Tdy—1Ydy—2

Td,—1Ydy —7 Td,Ydoy

Dette vil altsa svare til d, ytterligere transposisjoner av matrisen som na
har kommet pa standardform. O

2.2 Trianguleringer av B”

Vi skal na se hva som skal til for at en triangulering B™ er en degenerert
skrue, og kaller dette trianguleringer av skruetype. Videre skal vi se at slike
trianguleringer er flagg-komplekser nar n > 4. Et simplisialkompleks & er et
flagg-kompleks hvis alle ikke-fasettene er kanter, det vil si at I er generert
av kvadratiske monomer.

En rasjonal normal skrue Y av dimensjon n av typen S(dy,--- ,d,) vil veere
gitt ved 2 X m-minorene til matrisen

10 - Tldi—1 X20 ' X2do—1  Tn0o ° Tnd,—1
xl,l PPN xlydl x2’1 PN x27d2 PPN xn,l [N xn,dn

Definisjon 2.2.1. Den degenererte skruen Yy som fremkommer ved a ta
Riemenschneider-symbolet til matrisen over kaller vi standardtriangulerin-
gen.

Definisjon 2.2.2. En triangulering T" av ballen er av skruetype dersom den
er pa fglgende form:

e Randen er bestemt av n strenger sx, pa folgende form:

SX;-

Ti0  Til Tid—1 Tid;

e Vi har (g) band by, X; mellom to strenger i x;’er og x;’er som hver
svarer til en bipartitt triangulert disk.
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Zj,0 Tj1  Tjdi—-1 Tjd,
0 *r—
bx;x;
*r—O *r—
T;0 Ti1 Tid;—1 Tid;

Denne trianguleringen er et flage-kompleks nar n > 4.

Lemma 2.2.1. Gitt en kant z;;,x;;; i bandet by, x; kan vi finne ett hjgrne
Ty, pa hver av de n — 2 resterende strengene slik at x;;,75, 0g 1Tk,
ogsa er kanter.

Bevis. Gitt en kant x;;,x;;; i bandet bx,x; vil denne veere kant i minst et
n-simpleks siden T er en triangulering av ballen. Spesielt vil det finnes et
slikt simpleks slik at x;,4+1, ig,—1, @j1;+1 eller zj;, 1 ogsa er en kant i
dette. Anta at dette gjelder for kanten z;;,41 og n-simplekset S. Vi ma
vise at de resterende n — 2 hjgrnene i S fordeler seg pa de resterende n — 2
strengene.

S kan ikke ha flere hjorner pa bandet by, x;, sa vi vet at resten av hjgrnene
ma fordele seg pa de andre strengene. Anta som motsigelse at S har to
hjgrner xy;, og Tr,+1 pa samme streng. Da vil x;,,2; 1,41,k 08 Tk i+1
veere fire hjgrner pa samme band hvilket er umulig siden S er et n-simpleks.

O

Fra dette fglger det dessuten at enhver delmengde av T bestaende av k
strenger og de (S) bandene mellom dem vil gi en triangulering av B* som
ogsa er av skruetype.

2.2.1 Delordninger

Siden en triangulering T" av skruetype er et flag-kompleks nar n > 4 og kun
har tre band nar n = 3, er trianguleringen definert av den bipartitte trian-
guleringen til de (g) bandene. Som tidligere beskrevet fremkommer disse
fra Riemenschneider-symbolet til en matrise Ax, x;- For a se nar bandene
tilsammen definerer en triangulering av B™ skal vi finne et kriterium for
nar matrisene er kompatible, det vil si nar matrisene kan slaes sammen til
en enkelt matrise som gir de samme 2 X 2-minorene som hver av matrisene
Ax,x;. For & finne et slikt kriterium skal vi se pa delordninger pa generelle
mengder X.
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Definisjon 2.2.3. Gitt en mengde X wvil en ordning R pa X wvere gitt som
en delmengde R C X x X = {(a,b) | a € X,b € X}. Vi har altsa aRb hvis
(a,b) € R.

Definisjon 2.2.4. X er en delvis ordnet mengde under relasjonen R hvis

folgende er tilfredsstilt for alle a, b og c € X:

e Antisymmetri: aRb og bRa = a = b.
e Transitivitet: aRb og bRc = aRc.

o Refleksivitet: aRa.

Hvis vi i tillegg har at aRb eller bRa for alle a,b € X, sier vi at R er en
totalordning pa X.

Definisjon 2.2.5. Anta gitt en mengde delordninger {R;};c; pa X. En
sykel pa unionen R = U;erR; er gitt ved folgende situasjon:

ajRasg, asRas, - -+ ,an_1Ray, anpRay,

der a; # aj hvis i # j.

La Aq,--- , A, veere en samling av disjunkte mengder, og la ); veere en total
ordning pa A; for i = 1,--- ,n. Videre lar vi Ag = A,. Fori=0,--- ,n—1,
j=1,---,n—1ogi<jlarvi X;; = A;UA; og R;; en ordning pa X;; som
utvider Q; U @, slik at vi far en totalordning pa X;.

Vi definerer en relasjon R pa X = U;<; X;; ved at Ry dersom det finnes ele-
menter zg, - - - , zm € X ogrelasjoner R, ,--- , Ry, slikat x = 20, 20Rq, 21, - -
Zm—1Ra,,Zm 08 Y = Zm.

Lemma 2.2.2. Gitt konstruksjonen beskrevet ovenfor vil R gi en delordning
pd X = Uj<; X;; hvis og bare hvis R = U;<; R;j ikke har sykler.

Bevis. Vi ma sjekke at kravene til en delordning er tilfredsstilt:

e Antisymmetri: Anta xRy og yRx. Daer z = y siden R ikke har sykler.

e Transitivitet: Anta xRy ogyRz. Dafinnes 2zg, - , 2m O Zm+1, " s Zm+k
og Ray, s Rayyy Rappyrs s Rayyy slik at @ = 20, y = 2y 0g 2 =
Zm+k- Dermed fglger det fra konstruksjonen av R at zgRq, 21, - - -,

Zm+k—1R2Zm1k som medfgrer at xRz.
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o Refleksivitet: Hvis x € X;;, sa er xR;jz, og det fglger at zRx.

Vi lar

Ai:{< Tik ) ! USdez},
Ti k+1

og X;; = A; U A;. Videre lar vi

X8:{<x“f >| 1§i§n,0§k§di},
Tj k41

vaere mengden av sgyler i matrisene AXin- Da er Xy = U;j<;X;; og vi
definerer ordningene pa X;; som fglger:

Definisjon 2.2.6. Vi lar ik Rx, x; Fk2 ) hvis bk gtar til
Tj k1 +1 Lj kat1 Tj k141

x]7k2+1
:E]7k2+1

venstre for i matrisen Ay, x;- Da vil Ry, X; veere en totalordning
pé Xl]

Proposisjon 2.2.3. R = URx,x; gir en totalordning pa X hvis og bare
hvis det ikke finnes noen sykler pa R.

Bevis. =: Folger fra Lemma 2.2.2.

<: Anta at det ikke finnes noen sykler pa R. Ved Lemma 2.2.2 vil R
gi en delordning pa X, sa det gjenstar bare a vise at ordningen er total. La

om (25 Yoro= (o).
Lig,j1+1 Lig,ja+1
Da finnes et band mellom strengene sy, og sx, ogvivilha (a,b) € Rx, x,,

eller (b,a) € Rx, x,,- Siden Rx, x, C R folger resultatet.

2.2.2 Trianguleringer av B?

Vi gnsker na & vise at enhver triangulering av ballen som er av skruetype
gir en degenerert skrue. For & vise dette skal vi se pa trianguleringer av B3
for deretter & vise at resultatet vil fglge for trianguleringer av B™.
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La bandene bxy,bxz og byz veere bipartitte triangulerte disker. Hver
av disse vil fremkomme fra Riemenschneider-symbolet til en matrise som
beskrevet tidligere. Vi skal vise at disse tre matrisene er kompatible hvis og
bare hvis de tre bandene tilsammen genererer en triangulering av B3 som
er av skruetype.

Bandene bxy,bxz og by z bestar av tilsammen tre strenger sx, sy og sz med

henholdsvis hjgrnene xo, -, z4,, Yo, " ,¥Yd, 08 20, - 24.. De tre bandene
vil da komme fra Riemenschneider-symbolet til matrisene
e x~ e . .o oe .
AXY = ( " Yin > )
e 1'741+1 e y]1+1 ..
DR xl .. Zk' e
AXZ = 2 2 )
... x12+1 ... zk2+1 ...
... y - DTS Zk;‘ DY
b= (7 ),
DR yj3+1 .. 2k3+1 ...

Proposisjon 2.2.4. Hvis det finnes sykler pa Rxy URxzU Ry z, vil de tre
bipartitte trianguleringene ikke gi en triangulering av B3,

Bevis. Anta at det finnes en sykel pa Rxy URxzURyz. Da har vi fglgende
situasjon:

o« .. ':L"L. o . . xl y « o e y “ e . . . .
< ‘ o 7 >, i1 =0, 51 <
xl+1 ‘T’L1+1 y]1+1 y]+1
.« .. y “ e y zk “ e Zk . e . . .
( i Vi o o>k <k,
RS y]_"_l “ . y]2+1 Zk2+1 “ . Zk—‘rl .« .
) Z ) z x « . x ... . .
k ks ' ! ) k32k723§2)
Zk4+1 Rks4+l Tig+1l v Tikl

der vi ser at @i, 41Yj,, Yjo+12k, OF Zkz+1Tiy €r kanter pa hvert av bandene.
Vi skal vise at dette ikke kan generere en triangulering av ballen.

Siden w;,+1y;, er en kant vet vi at det finnes en 0 < r < n slik at y;, 2,
og zrxj;4+1 er kanter. Videre ma vi ha r < ko siden yj;,412, er kant og
J1 < g2 + 1. Men vi har allerede gitt kanten x;, 2,41, og siden r < k3 +1 og
i1+ 1 > i3 og kanter ikke kan krysse sa kan ikke z,xz;, 41 veere kant. Folgelig
vil ikke dette kunne generere en triangulering av ballen. O
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2.2.3 Generalisering til B"

Lemma 2.2.5. Enhver sykel pa X, av lengde k kan reduseres til en sykel
av lengde 3.

Bevis. Anta gitt en sykel av lengde k. Vi har da fglgende situasjon:

Liy,j1 Liz,jo
< L RXilxz‘Q o )
Liy,j1+1 Lig,ja+1

Lip_1,5k—1 Lig, ik
<x‘ ) RXik—lxik T ’
le—1,Jk—1+1 TgJrt1
Lig,jk Liy g1
< o RXikXil o :
Lig,je+1 Tiy,j1+1

Videre ser vi pa bandet bx, x, ,. Der har vi enten

Liy,j1 Lig_1,4k—1 Lip_1,5k—1 Liy,j1
( o Rx, x;, | .- o eller [ "1 Rx, xi|.- o )
Liy,j1+1 Lip_1,jp—1+1 Lip_1,5p—1+1 Liy,j1+1

URx
X

I forste tilfelle vil vi fa en 3-sykel pa Rx, x, |
det andre tilfellet en 3-sykel pa RXZ.1 X URx

X, U RXikXil og i
URx X, - O

ig—1

ip—2 tg—2 M1 t—1
Teorem 2.2.6. Enhver triangulering av B"™ som er av skruetype gir en

degenerert rasjonal normal skrue.

Bevis. La T vere en triangulering av skruetype av B™. Vi gnsker a vise at
URx, x, gir en totalordning pa X;. Dersom det ikke finnes sykler pa URx, x;
vil dette folge fra Proposisjon 2.2.3, sa det er nok & vise at det ikke finnes
noen sykler.

Anta som motsigelse at det finnes en sykel pa URx,x; av lengde k. Ved
Lemma 2.2.5 kan denne reduseres til en sykel av lengde 3 pa Ry, X; UR X; X, U
Rx,x, pabandene by, x;,bx;x, 0g bx,x,. Siden vi har 3-sykler fglger det fra
Proposisjon 2.2.4 at vi ikke far en triangulering av B® og per definisjon heller
ikke en triangulering av skruetype av B". Ettersom T er en triangulering
folger det fra det kontrapositive at det ikke finnes sykler pa URx, x,. Dette
gir dermed en totalordning pa Xj.

Hvert av de (g) bandene er gitt ved et ideal Ix,x; som fremkommer av
Riemenschneider-symbolet pa matrisen Ax,x;. Siden URy,x; er en to-
talordning kan vi finne en matrise A slik at Riemenschneider-symbolet gir
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oss idealet I = @1, x, som definerer trianguleringen T'. Dette viser at T" er
en degenerert rasjonal normal skrue. ]



Kapittel 3

En delvis deformasjon

Vi skal i dette kapitlet se pa trianguleringer av sfeerer S C T', der T er en
triangulering av B™ av skruetype. Lar vi Xo = P(S) vaere Stanley-Reisner
skjemaet til S far vi Xy C Yy. Vi gnsker til slutt a se nar Xy kan deformeres
til en glatt K 3-flate X C Y der Y er en skrue. For a fa til dette skal vi forst
definere en delvis deformasjon av Xy der kun de genererende monomene til
Yy perturberes ved Riemenschneider-symbolet.

Dersom dette skal veere mulig ma vi sgrge for at deformasjonen av Xj er
kompatibel med deformasjonen av Yj, og vi skal se at dette frembringer
en del restriksjoner pa S. Videre ma vi sjekke at deformasjonen er flat,
og til slutt skal vi se hvilke flippinger av S som gir en kompatibel og flat
deformasjon.

3.1 Den delvise deformasjonen

Fgr vi definerer den delvise deformasjonen ma vi se hva som skal til for at
Xy skal veere en delmengde av Yy, slik at ingen hjgrner fjernes.

Lemma 3.1.1. En triangulering S av sferen med h hjorner har 3h — 6
kanter.

Bewvis. Hvis k er antall kanter og f antall fasetter har vi 2k = 3f. Resultatet
fglger dermed fra Eulers formel. O

25
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Lemma 3.1.2. Hvis T er en triangulering av skruetype slik at Yo = P(T)
deformerer til en skrue Y av typen S(dy,---,d,) sa vil antall kanter i T
veere lik (5) +r(h—7).

Bevis. Hvert band by,x; har 1+ 2(d; + d;) kanter, og nar vi summerer
sammen antall kanter i hvert band teller vi hver streng sx, » — 1 ganger, og
ma derfor trekke fra (r —2) > d;. Hvis k er antall kanter i T' far vi

k=Y (1+2(d;+dy) — (r— 2)idi
=1

1<j
r T
= <2> +2Z(di+dj) - (r—Q)Zdi
1<J i=1
= <;) F2r —V)(h—7) — (r—2)(h — 3)
= <g) +r(h—r)
der vi har brukt at antall hjgrner h = > d; +r. O]

Nar T er en triangulering av B® har denne (3) + 3(h — 3) = 3h — 6 kanter,
og vi kan derfor ikke fjerne noen kanter fra T for a fa en triangulert sfeere.
Dette betyr at S er randa til T slik at vi ma fjerne de innvendige trekantene
i T. Dette tilsvarer a legge til kubiske monomer i Stanley-Reisner idealet til
Xo. Nar T er en triangulering av B™ der n > 4, vil (5) +r(h—7) > 3h —6
og vi ma derfor fjerne kanter for & fa en triangulert sfaere. Dette tilsvarer a
legge til kvadratiske monomer i Stanley-Reisner idealet til Xy. Vi forutset-
ter at kanten x; 4,7;41,0 ikke kan fjernes fra 7'

Med dette i havn kan vi definere den delvise deformasjon av Xy der vi
kun perturberer skruemonomene. Vi skal fgrst verifisere at deformasjonen
av Yy fra Riemenschneider-symbolet er flat.

Definisjon 3.1.1. Deformasjonen

Yo —)Y

|

k— k[t]

gitt ved Riemenschneider-symbolet kaller vi standarddeformasjonen til Yj.
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Lemma 3.1.3. Standarddeformasjonen til Yy er flat.

Bevis. Relasjonene mellom generatorene til Iy, er generert av 3 x 3 deter-
minantene

T; Tk 0 0 Zpt1 x4
Tj T 0 og Ty xg 0
0 Zky1 T4 0 Zp41 x4

der vi kopierer henholdsvis den gverste og nederste raden. Med standard-
deformasjonen blir relasjonene mellom generatorene til Iy tilsvarende vaere
generert av

I—k k—j
x; xp  tTRa "Ixi Ty T
xj Ty tl*k‘:):l og xj T tl*kxl
k—j k—j
"1 Tppl Tigl T Teyr T

Siden dette er en formell operasjon er det klart at relasjonene lgftes og at
deformasjonen er flat. O

Vi ser na pa deformasjonen

X/

flat

y
Spec k ——— Spec k[t]

der Y — klt] er standarddeformasjonen og X’ — k[t] er deformasjonen der
monomene fra Y, perturberes, mens de resterende monomene forblir urgrt.
Vi kaller denne deformasjonen * fra na av. Fiberen til it = 1 gir dermed
skruen Y.

LaéeT }1/0 veere gitt ved de forsteordens deformasjonene som fremkommer
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fra Riemenschneider-symbolet. Disse vil vaere gitt ved

2
Z1,021,2 — 27 1,

2
Z1,121,3 — 27 9,
T d;—1%i+1,1 — tTid, Tit+1,05
— 2
Lr.d,—2Trd, x’l‘,dr -1

For & beskrive de elementene i T)l(O som er kompatible med denne standard-
deformasjonen betrakter vi fiberdiagrammet

1 1 1
TXO XT;I/O(OXO) TYO TYO

| |

T)lfo T}/o (OXO)

Fra Proposisjon 1.3.3 vet vi at et element [p] € T} der A = k[x1,- -+ ,3,]/1
er representert ved ¢ € Hom(I, A). Dermed far vi at elementene i TéXO

og T(})YO er representert ved elementer fra henholdsvis Hom(/x,, Ox,) og
Hom(ly,, Oy,). For a forsta hvordan disse er relatert ser vi pa diagrammet

I’% 111:0
|

p
Oy, — Ox,

der P = k[x10,- -, Zpq,). Elementer i Ty, (Ox,) er representert ved Hom(Iy,, Ox,).
Vi ser dermed at hvis [¢] € Tk, med ¢ € Hom(Ix/I%,Ox) og [¢] € Ty,
med ¥ € Hom(Iy /I%,Oy), sd er f og g definert ved

pr>poti
UispoW.
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Dermed ser vi at [¢] € Ty, sendes pa

(po &) (wijwijra) = p(aF41) = @F 11 € Ox, for 1 <i <r,0<j<d—2,

(po&)(Tid—1Ti+11) = P(Tid,Tit1,0) = Tig;Ti+10 € Ox, for 1 <i <r —1.

I fiberdiagrammet ma vi ha f~!(g(¢)) € T)l(o. Siden xijﬂ ¢ Ix, (dette er
klart siden vi bare kan legge til kvadratfrie monomer) og vi har forutsatt at
Tid,Titv1,0 ¢ Ix, ma det finnes et element ¢ € T)l(0 = f71(g(¢)) slik at

(00 i)(wijmijr2) = @(wijtijya) = 474 for 1 <i<r,0<j <d; -2,

(poi)(®ig,—1Tiy1,1) = (L5 a,—1Ti41,1) = Ti g, Tiy1,0 for 1 <i <r — 1.

Som forklart i Seksjon 1.4 har vi en klar beskrivelse av T til Stanley-Reisner
skjemaet til en triangulert sfzere. Vi skal na vise at noen kanter i T' ikke kan
fjernes hvis vi skal fa til en deformasjon X' — k[t] av Xj.

Lemma 3.1.4. Gitt forsteordens deformasjonen av Xq gitt ved %, far vi en
triangulert disk Dy slik at Stanley-Reisner skjemaet til disken P(Dg) C Yo
ogsa vil vere en delmengde av Xg, det vil si P(Dy) C Xo. Kantene i denne
disken kan folgelig ikke fjernes fra T. Dqg bestar av indre hjorner slik at
summen av hjorner pa randen og innvendige hjorner er lik antall hjorner i
T, slik som figuren viser.

1,0 1,1 T1,dy
q 7
2,0 » L2 do
3,0 ¢ » L3 ds
Tr—1,04¢ » Ly —1,d,_1

Zr0 L1 Ty d,
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Bevis. Vi skal na se hvilke kriterier som fremkommer fra Seksjon 1.4 som
vil gi at kantene beskrevet ovenfor ikke kan fjernes fra T. Vi far to typer
kriterier:

L k[{zjg,zitv1,0}] = {@ig,_ i1} for 1 <o <r— 1

Tidi—1  Tid;

Ti+1,0 Tit+l,1

2. x;; har valens 4 for 1 <1 <7 og2 < j <d;—1. For de indre hjgrnene
blir dette automatisk oppfylt, sa det gjenstar & betrakte hjgrnene pa
randa som faller innunder denne kategorien.

T1,5-1 L1,5 T1,5+1

xrflvdr'fl

=

xrmj_l x’/‘,j xrvj+1

Siden alle disse hjgrnene allerede har valens 3 betyr det at randen D; til Dy
ma trianguleres slik at dette kriteriet tilfredsstilles. Disse to kriteriene gir
tilsammen disken i lemmaet. O

3.2 Kriterium for flathet

For a fa en triangulering av sfeeren ma vi finne en triangulering Dy av ran-
den til Dg slik at disse limer sammen til en sfeere. Vi skal na se at det
fremkommer ytterligere kriterier i og med at deformasjonen * skal veere flat.
Fra Lemma 1.3.4 vet vi at en slik deformasjon er flat hvis og bare hvis re-
lasjonene mellom generatorene i idealet lgftes. Vi ser na tilbake pa disken
Dy og far folgende resultat som skal vise seg & ha innvirkning pa lgftingene.
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Lemma 3.2.1. La D; vere randen til disken Dy som beskrevet ovenfor.
Enhver triangulering av D1 vil ha x1 4,7r0 som kant.

Beuwis. 1 trianguleringen av Dy far vi ikke lov til & benytte kanter fra skruei-
dealet Iy, og heller ikke kantene fra trianguleringen Dy. Med dette star vi
igjen med fglgende kanter:

Ty 0Lr—2,05""" 5 Lr,0L1,05 Lr,0L1,1," " s Lr,0L1,dy s

Tr—1,0Lr—-3,05" " Lr—1,0L1,d7»

x3,0x1,07 T x3,0x1,d17
T1,d123,dss """ L1,dy L1,

x2,d2w4,d47 Tt x?,dzxr,07

LTyr—2d, oTrd.y " Lr—2,d,._oLr0-

I figuren nedenfor er noen av disse kantene tegnet opp, og vi ser tydelig at
Zr0T1,4, Ma vaere kant ettersom ingen andre kanter krysser denne og vi skal
ha en triangulering.

1,0 1,1 L1,dy
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Vi gnsker nd & se nasrmere pa hvordan relasjoner mellom generatorene i
idealet Ix, lgftes til relasjoner mellom generatorene i idealet Iys. Ettersom
Y allerede er en flat deformasjon av Yy vet vi at relasjonenene mellom gen-
eratorene i Iy, lpftes til relasjoner mellom generatorer i Iy. De resterende
monomene skal som sagt ikke perturberes, sa det gjenstar a sjekke at re-
lasjonene mellom monomer fra Iy, og monomer fra Ix, — Iy, loftes.

Proposisjon 3.2.2. [5, Lemma 15.1] La I vere et ideal der alle genera-
torene er kvadratfrie monomer. Relasjonene mellom generatorene til 1 wvil
veere generert av To\p(Tp) — Tp\q(T4) = 0.

Det gjenstar na a verifisere at deformasjonen X’ — k[t] er flat. Vi gjor dette
forst for skruer av dimensjon 3, og deretter for skruer av dimensjon > 4.

3.2.1 Deformasjonen X’ — k[t] nar dim) = 3

Lemma 3.2.3. La dimY = 3. Da er deformasjonen X' — klt] flat.

Bewvis. Vi ma sjekke at relasjonene mellom generatorene i Iy, og Ix, — Iy,
lgftes til relasjoner mellom generatorene i Ixs. Ix, — Iy, bestar av de mono-
miale kubikkene

Zd,Yd,?d,—1
Zd,Yd,Zd,—2

Zd,Yd, 20
Ty Yd, 1720

Td,Yoz0

Zd,—1Y0%0

Td, Y020-

Vi deler disse inn i tre ulike kategorier slik at vi enklere kan sjekke lgfting
av relasjonene for hver kategori.
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1. Kubikker av typen z4,y4,2; der 1 <i <d,
(i) Relasjonen yq,zi(xpra,) — Tp(va,ya,2:) = 0 loftes til

Ya, zi(TpTd, — " Tp1Td,—1) — Tp(Ta,Ya, zi)+
" T 112 (Tdy—1Yd, — " Td,Ydy—1) + T Tp 124, (Ya,—12 — U Yd, 2i-1)
+ tm+”+rmp+1(mdwydyzi,1) =0.
(ii) Relasjonen wq, zi(zpra,) — Tp(Ta,ya,2:) = 0 loftes til
Ld, Zi($p$dy B tmIp+1$dy_1) - xp(xdzydyzi)

+ tmxp+1xdz (:l:dy,lzi — t”a:dyzi_l) -+ tm+”xp+1(a:dzydyzi_1) =0.

(iii) Relasjonen xgq,ya,(xp2i) — Tp(2q,ya,v:) = 0 gir to ulike lgftinger et-
tersom z,2; kan perturberes bade ved z,z; — t"xpi12i-1 0 Tpzi —
t"x,—12i+1. Den siste perturbasjonen er kun mulig nar ¢ < d, — 1. I
det forste tilfellet far vi lgftingen

Ta,Ya, (Tpzi — " Tpr12i-1) — Tp(2a,Ya, i) + " Tpr1(Td,Yd,zi-1) = 0
og i det andre tilfellet

Ta,Yd, (Tpzi — " wp_12i1) — Tp(2a,ya,vi) + " 2p-1(2d,Ya,%i+1) = 0.

2. Kubikker av typen x4, y;20 der 1 <i <d,
(i) Relasjonen y;2o(zpzd,) — p(z4,viz0) = 0 loftes til

Yizo(TpTd, — " Tpr1Ta,-1) — Tp(Ta,Yiz0)

+ " pr120(Tay—1Yi — " Ta,yio1) + " 0p12a, yio120 = 0.

(i) Relasjonen x4, 20(zpyi) — xp(z4,yiz0) = 0 gir to ulike lgftinger siden
xpy; kan perturberes bade ved x,y; —t"xp11Yi—1 08 TpYi — " Tp—1Yit1-
Den siste perturbasjonen er kun mulig nar ¢ < d, — 1. 1 det forste
tilfellet far vi lgftingen

T, 20(Tpyi — " Tp1yi-1) — 2p(Ta,yizo) + 1" 2pi1(2a,yi-120) = 0
og i det andre tilfellet

Ta,20(Tpyi — 1" Tp1Yit1) — Tp(Ta,yizo + " Tp—1(24,Yir120) = 0.
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(iii) Relasjonen xq,yi(xpz0) — 2p(xa,yizo) = 0 lofter til

xq, Yi(Tpzo — t"wp_121) — Tp(xa,yiz0) + " xp_1Ta, (Yiz1 — t"Yir120)
+ " 2, 1 (2, Yit120) = 0

nar ¢ < dy. Nar ¢ = dy lgftes relasjonen til

rq,yd, (Xpzo — t"xp_121) — 2p(24,Ya,20) + " xp_1(24,Ya,21) = 0.

3. Kubikker av typen z;ypzp der 1 <i < d,

(i) Relasjonen yozo(zpzi) — xp(ziyozo) = 0 gir to ulike lgftinger siden zpx;
kan perturberes bade ved x,x; — t"xpr12i—1 08 TpTi — " Tp_1Tit1.
Den siste perturbasjonen er kun mulig nar ¢ < d, — 1. I det forste
tilfellet far vi lgftingen

ygz(](:cpxi — tmib'p+11‘i_1) — 1‘p(xiy02’0) + tmxp+1($i_1yoz(]) =0
og i det andre tilfellet
?JOZO(%!L% - tmﬁpq%ﬂ) - fﬁp(iﬂiyozo) + tm$p71(33i+1y020) =0.
(ii) Relasjonen z;zo(xpyo) — zp(Tiyo2o) lofter til

zizo(xpyo — t"xp_1y1) — Tp(xiYo20) + " xp_120(2iy1 — t"xit1y0)

+ " 2, 1 (@i1Y020) = 0
nar ¢ < d, — 1. Nar ¢ = d, lgftes relasjonen til
T, 20(Tpyo — " Tp—1y1) — Tp(Ta, Yo20) + " Tp—1(z 4, 2041) = 0.
(iii) Relasjonen x;yo(xp2z0) — xp(ziyozo) = 0 lofter til

ziyo(xpzo — t"xp_121) — Tp(Tiyo20) + " wp_12:(yo21 — t"y120)

+ "2y 20(zin — tzitayo) + T (2i11y020) = 0
nar i < d, — 1. Nar ¢ = d, loftes relasjonen til
Tq,yo(xpzo — t"rp_121) — Tp(x4,Yo20) + t" Tp—124, (Yoz1 — t"Y120)

+ tm+"mp,1(xdrylzo) = 0.

Dette viser at alle relasjonene lgftes og deformasjonen er fglgelig flat ved
Lemma 1.3.4. O
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3.2.2 Deformasjonen X’ — k[t| nar dim}) > 4

Vi skal fgrst se at det i dette tilfellet vil fremkomme kriterier om ytterligere
kanter som ikke kan fjernes fra T" ettersom deformasjonen skal veere flat.

Lemma 3.2.4. Ladim) > 4. Da er X’ er en flat deformasjon av Xo hvis
og bare hvis x1;x,0, 0 <4 < dy — 1 0g 219,775, 0 < j < d; er kanter 1 Xg.

Bevis. Anta at x1 g, 2, ikke er kant i Xo. Siden xy g, 12,1 € Iy, har vi
relasjonen
xl,dl (:El,dl—lx?”,l) - xl,dl—l(xl,dlxr,l)'

Fra deformasjonen av Yy far vi
n
T1,dy—1%r1 — U X1 d; Tr0

og ma sjekke at relasjonen lgftes. Vi vet fra Lemma 3.2.1 at z1 4, 2,0 ma
veere kant i X, sa relasjonen kan ikke lgftes ved hjelp av denne. Den eneste
maten a lgfte denne relasjonen pa vil derfor veaere ved

1,d, (T1,dy 121 — @14, Tr0) — T1,dy—1(21,d, Tr1)

— 21,4, (T1,dy—1Tr1 — " 21,4, Tr0) + T1,d -1 (21,4, Tr1) = 0.

Men dette betyr at den lgftede relasjonen er gitt ved

T1d, — Z1,dy 0

—X1,d1-1 + X1,d1-1 0

og det folger at relasjonen ikke kan lgftes. Vi gjentar dette argumentet for
1,4, %Tri, 2 <1 < dp. Siden x1 4, 12,; € Iy, for 2 <4 < d, vil vi alltid fa
relasjonen

T1,d, (T1,d,-1%ri) — T1,dy—1 (21,4, 2r5) for 2 <0 < d,.

Tilsvarende som vist ovenfor vil dette medfgre at x1 4, 2,; € Ix, for 1 <i <
d, — 1 for at relasjonen skal lgftes. Men vi viste ovenfor at z1 g, 1 ¢ Ix,
og ved induksjon fglger resultatet. Dette vises tilsvarende for x1 jx, 9, 0 <
j<d—1. O
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Det siste resultatet gir oss fglgende bilde.

1,0 1,1 L1,dy

2,0 / \I2,d2
x?"—l,(] '/:Br_ladr—l

Zr0 Tr1 Ly d,

Vi ser altsa at de to kurvene bindes sammen ved standardtrianguleringen,
hvilket betyr at Do U Dy er en sylinder bestaende av band med standardtri-
anguleringen. Vi ser altsa tydelig gitt dette resultatet hvilke kanter som ma
fjernes. Pa bunnen og toppen av sylinderen ma det fjernes nok kanter til
at vi far en triangulering. Resten av kantene vi fjerner vil svare til bandene
som ikke ligger pa randen av sylinderen, det vil si band av typen

Zi0 Ti1 Lid,

der j # i£+1. Vi kan heller ikke se pa bandet der i = 1 og j = r ved resultatet
ovenfor. Kantene vi ma fjerne vil veere pa formen z;ox;p, 1 < k < d; og
14, 0 <1 < dj —1. Kantene x;oxj0 og Tid, Tj.d; ligger henholdsvis
pa bunnen og toppen av sylinderen, og det er bare et visst antall kanter pa
denne formen som kan fjernes, som vi senere skal se at kan gjgres helt fritt.

Det gjenstar & vise at Xg pa denne formen faktisk gir en flat deformasjon
X' — k[t].

Proposisjon 3.2.5. Deformasjonen X' — k[t] av Xy er flat.
Bevis. Vima sjekke at relasjonene mellom kantene vi har fjernet og monomene

fra skrueidealet kan lgftes. For enkelthets skyld antar vi at ¢ < j og sjekker
dette for de to type kantene vi fjerner:
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Kanter av typen z;ox;, 1 <k <d;

Ti0 Tq1 Ti.d;

xj70
Disse kantene vil ha relasjoner til to typer monomer fra Iy, .

Situasjon 1: z; i (z;0zp) — 2p(zjozik) =0

Vi lar x, veere en vilkarlig variabel i fglgende posisjon:

( Tjo - )
DR xp CEEEY

Siden ¢ < j er x; pxj1 € Iy, for 1 <k < d; — 1. Dessuten er z;0%; p+1 € Ix,
for k > d; — 1, sa for disse k vil denne relasjonen lgfte til

Tk (Tj07p — T 1Tp—1) — Tp(Tj0ik) + U Tp_1 (T ki1 — T k11T50)

+ "M, (2500 k1) = 0.

For k = d; har vi z; 4,71 € Ix, siden dette er en av kantene vi har fjernet,
og vi far dermed lgftet relasjonen ved

ik (207p — 1"wj12p1) — Tp(50%ia;) + 1" wp1(2j1204;) = 0.
Situasjon 2: xjo(zpz; i) — xp(zjozik) =0
Vi lar x, veere en vilkarlig variabel i en av fplgende posisjoner:

( oy )forlgkgdi
) :'Ul7k “ .

( Tik o )forlgkgdi—l
o« o o xp o o o
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og vi ma fplgelig sjekke at relasjonene lgftes nar vi perturberer

Tpxif — t"Tpixp—1 for 1 <k < d;

Tk xp — @i py1xp—q for 1 <k <d; — 1

Vi har z;0x; k-1 € Ix, for 2 < k < d; ettersom dette er kanter vi har
fjernet og vil ved et tilsvarende argument som i situasjon 1 kunne lgfte disse
relasjonene. Tilsvarende har vi fjernet kantene x;0x; 141 for 1 <k < d; — 1.
Det gjenstar derfor & sjekke at den fgrste relasjonen lgfter nar k = 1, og vi
vil i dette tilfellet fa

zj0(TpTin — " Tp1Ti0) — Tp(xj0win) + 1" @i o(wpxin — " Xp11750)

— "y (w01 — i) — T T (i a0) = 0.

Kanter av typen z;;7;4,, 1 <1 <d; —1

a:j71 $j7d]
Disse kantene vil ha relasjoner til to typer monomer fra Iy;.

Situasjon 1: x;;(xpxiq,) — Tp(r1254,) =0

Vi lar z, er en vilkarlig variabel i fglgende posisjon:

o "'Up o ..
o e xl,dz o e

slik at vi far perturbasjonen x,x; g, — "' Tp4127iq,—1- Siden ¢ < j har vi
T di—125; € Iy, for 2 <1 < dj og ved tilsvarende argument som ovenfor vil
relasjonene lgftes i disse tilfellene.
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Situasjon 2: x; 4,(xpxj1) — Tp(xj1254,) =0

Vi lar x, veere en vilkarlig variabel i en av fplgende posisjoner:

< Tp o >f0r1§l§dj—1
.. x],l o oe .
... xp DR

og vi ma fglgelig sjekke at relasjonene lgftes nar vi perturberer

xpxj) — " wppx—1 for 1 <1< dj —1,

xj ey — T 1xp— for 1 <1 < dj — 1.

Vi har z; 4,211 € Ix, for 1 <1 < dj — 1 ettersom dette er kanter vi har
fjernet, sa disse relasjonene vil lgftes. Tilsvarende har vi fjernet kantene
24,7141 for 1 <1 < d; — 2. Det gjenstar derfor a sjekke relasjonen lgftes i
tilfellet —t"x; 4,2 4;,2p—1 = 0. Da har vi

id; (Tjd;—10p = V" %j.0;0p-1) — Tp(Tjai_y Tig;) = " Wi 0, (2.0, 17p

— "4, mp1) + 1" "y (i, 7,4,-1) = 0.

Videre far vi at toppen og bunnen kan trianguleres fritt ved lemmaet ne-
denfor hvilket betyr at alle relasjoner lgftes og deformasjonen er flat. O

Lemma 3.2.6. Toppen og bunnen av sylinderen kan trianguleres fritt.

Bevis. Vi ser forst hva som skjer hvis vi fjerner kanten x; gx;o. Her vil vi
ha to typer relasjoner til monomer i Iy, pa formen z; 0z, og z;0x, der x,
er en vilkarlig variabel i fglgende posisjon:

DRI xp DR
( Tjo - >
... xp DR

Dette gir oss relasjonene

zj0(wi0Tp) — 2p(Ti0zj0) = 0 0og

zi0(2j07p) — Tp(Ti0Tj0) =0
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som vil lpftes til

zj0(Ti0zp — " (Ti17p-1)) — Tp(Tiozj0) + " Tp-1(z502i1) = 0,

og

zi0(@j0zp — 1" (2j12p-1)) — Tp(@io0Tj0) + " xp-1(zi0zj1 — t"2i1250)
=+ tm+na?p_1(xj7oa:i’1) = 0.

Dette vises tilsvarende for kantene z; 4,7; 4, og vi har dermed vist at toppen
og bunnen av sylinderen kan trianguleres fritt. O

3.3 Degenererte skruer pa generell form

Vi gnsker na a finne en beskrivelse av hvilke Xy C Yy som kan deformeres
til X’ € ) der Yy na er pa generell form. Vi tar derfor utgangspunkt i
Xo C Yy der Yj er pa standardform, og ser hvilke flips vi kan foreta slik at
betingelsene beskrevet ovenfor holder.

Vi minner om at de lovlige flipsene svarer til permutasjon av sgyler som

star ved siden av hverandre i matrisen og er fra forskjellige strenger sx,. Vi
kan derfor permutere sgylene

Li,di—1 og Ti4+1,0
Tijd; Ti4+1,1

Ti0 Tq1 Ti.d; Ti0 Tl Li.d;

som vil svare til flippen

Li4+1,0 Li+1,1 Lit1,diy1 Li+1,0 L54-1,1 Tit1,diq

Anta na at vi har foretatt endelig mange lovlige flipper og at vi star i en ny
flippbar posisjon.
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Tik—1 ik

Tit+1,l Lit+1,14+1

Gitt denne generelle situasjonen pa et band har vi flere mulige posisjoner vi
ma evaluere.

Situasjon 1: Fgr flipping star vi i folgende situasjon

o Ti1l-1 Tik—1 Tit1,l LTi41,04+1 "
Tl Tk Tl Tigll42 ’

som gir dette kravet til kantene som ma vare med i Xj:

Li k-1 Lik

Tit1,l—-1  Tig1] Tit1,04+1 Ti4+1,142

Etter flipping har vi

o Ti1-1 Tiv1l  Lik—1 Ti410+1 -
Tig1l  Tipli+1l  Tik  Tigll42 ’

som gir oss fglgende bilde:

Tik—1 ik

Tit1,l—-1  Ti411 Tit1,04+1 Ti4+1,14+2

Etter flipping vil vi dermed fa fglgende nye forsteordens deformasjoner:

2
i 1,1-1Ti41,1+1—1Ti4q
Tt 1,04 e — L4011 41T k-1
Ti k—1%i41,14+2 L5 kTiq1, 141

og ma fglgelig ha Ik{[z;11 14175 k-1]} = {Zit17in} og k{[z;xTiq1141]} =
{@ik—17it1,142} og hjornet x;1; ma ha valens 4. Dette hjgrnet har allerede
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en kant til et hjgrne ;19 ,, sa vi ser av bildet ovenfor at disse betingelsene
er tilfredsstilt.

Situasjon 2: Fgr flipping star vi i fglgende posisjon:

o Tik—2 T k-1 Tit1, Lit1+1 -
Tik—1 Tik  Ti41l4+1  Ti41142

som gir dette kravet til kantene som ma veere med i Xy:

Tik—2  Tik—1 Tik

Tit+1, Tit1,04+1 Ti+1,142

Etter flipping har vi

o Tik—2 Ti41l Tik—1 L4141
Tik—1 Li+1,l+1 Tk L1142

som gir oss felgende bilde:

Xj k—2 Tjk—1 Tk

Tit1,1 Tit1,04+1 Tit1,142

Etter flipping vil vi dermed fa fglgende nye fgrsteordens deformasjoner:

T k—2Tit1,1+1 12 k—1Tit+1
T4 1,104k — L5411 41%5 k1

T k—1%i41,14+2 T4 k541,141

og ma folgelig ha I{[z; p—17i41]} = {zip—2Tir 1001}, Ik{[@ip1001%50-1]} =
{iv12i K} o8 k{2 k@iv1,141]} = {@ik—1Tir1,042}. Vi ser av bildet ovenfor
at dette er tilfredsstilt.

Situasjon 3:

o Ti1l-1 Tik—1 Tit1,l Tik -
Tit1,l Tik  Tit+ll+1 Tik+1

som gir dette kravet til kantene som ma vare med i Xy:
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Tik—1 Lik Ti k+1

Tit1,0-1  Tit1,l Tit1,0+1

Etter flipping har vi

o Tipl-1 Tkl Tik-1 Tk s
M
Tit1l  Lit+1,l+1 Tik  Tjk+1

som gir oss felgende bilde:

Tik—1 Lk Tik+1

Tit+1,l-1 Ti+1,l Tit1,0+1

Etter flipping vil vi dermed fa fglgende nye forsteordens deformasjoner:

2
T 1,1-1Ti41,14+1— 1T q
Tt 1,14 — L4011 4+1 %5 k—1

2
Li k—1Ti k+1—tL7

og ma folgelig ha Ik{[2;+1 412 k—1]} = {Tiy1,2i 1} 0g dessuten at hjsrnene
Tit1, 0g x; ma ha valens 4. Disse hjgrnene har allerede en kant til et hjsrne
i et annet band, sa vi ser av bildet ovenfor at dette er tilfredsstilt.

Situasjon 4:

o Tik—2 Tik—1  Ti41)l Tik -
Tik—1 Tik  Ti+1,0+1  Tik+1

som gir dette kravet til kantene som ma vaere med i Xg:

Tik-2  Tik—1 Lk Lik+1

Tit1,l Tit1,1+1
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Etter flipping har vi

o Tik—2 LTi1l Tik-1 Tik
Tik—1 Titll+1  Tik  Tik+1

som gir oss folgende bilde:

Tik—2  Tik—1 Tik Tik+1

LTi+1,1 Li+1,1+1

Etter flipping vil vi dermed fa fglgende nye forsteordens deformasjoner:

i k—2%i41,14+1 T4 k—1Ti41 ]
Tit1,1%4,—tTi41,1+1%4 k-1
2
Tjk—1Ti k41— tT7
og ma folgelig ha I{[z; r—17i11]} = {zip—2Tir 1001}, IK{[@Tip1001%5 k1] } =
{Ziy1,%; 1 og hjorne og x;; ma ha valens 4. Dette hjgrnet har allerede en

kant til et hjgrne x;_1,, sa vi ser av bildet ovenfor at betingelsene er til-
fredsstilt.

Situasjon 5:

o Ti—1dy1—-1 Tik—1 Ti410
Ti—1,d;_1 Tk Li+1,1

som gir dette kravet til kantene som ma vaere med i Xj:

Ti—1,di_1—1 Li—1,d;_,

Tjk—1 Tk

Ti4+1,0 Tit+1,1

Vi ser pa to mulige flippinger gitt denne situasjonen:
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Permutasjon av de to siste kolonnene

o Ti—1,di_1—1 Ti+1,0 Tik—1 "
LTi—1,d;_1 Tit+1,1 Lk

Dette gir felgende bilde:

Ti—1,di_1—1 Ti—1,d;_1

o X

Li+1,0 Ti+1,1

Etter flipping vil vi dermed fa fglgende nye fgrsteordens deformasjoner:

Ti1,d; 1 —1%i41,1—tTi-1,d; 1 Tit1,0

Tit1,0%5,k— 341,105 k—1

Dette betyr at vi ma ha Ik{[z;_1 4, ,Zi+1,0]} = {Zi—1,4, ,—1%i+1,1} 0Z
Ik{[zit1,12ik—1]} = {®it1,07ik }- Forstnevnte er ikke tilfredsstilt nar dimyY” >
4 og det fplger at denne typen flip ikke er mulig for S C T nar T er en tri-
angulering av B™ der n > 4.

Permutasjon av de to fgrste kolonnene

o Tik—1 Ti—1,di_1—1 L4410
Tik Ti—1,d;_1 Ti+1,1 -

Dette gir felgende bilde:

Ti—1,di_1—1 Ti—1,d;_1

$i,k—1 X $i7k

Li+1,0 Tit+1,1
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Etter flipping vil vi dermed fa fglgende nye forsteordens deformasjoner:

Tik—1%i—1,d;_1 —tTi kTi—1,d;_1-1

Ti1dy 1 —1%i41,1 i1 d;_ 1 Tit1,0

Dette betyr at vi ma ha lk{[z; x@i—14, ,—1]} = {Tik—1Ti—1,4, ,} 08
Ik{[@i—1,d;,  Tit1,0]} = {@iz1,d, ,—1Tit1,1}. Sistnevnte er ikke tilfredsstilt nar
dimY > 4 og det fglger at denne typen flip ikke er mulig nar S C T og T
er en triangulering av B™ der n > 4.

3.3.1 Lgfting av relasjoner for dim) =3

Vi skal vise at relasjonene lgftes nar vi foretar en lovlig venstreflipp i bandet
bxy. Dette vises tilsvarende for de to andre bandene og for hgyreflipper.
En slik flipp vil gi bade et nytt element i Iy, og en ny kubikk i Ix, — Iy;.

Lemma 3.3.1. Anta at kanten z;y; kan venstreflippes. Da finnes en og
bare en k slik at x;y;z1, er en kubikk.

Bevis. Siden x;y; er i flippbar posisjon har vi

<. omiy oy )
.. xl yj—’—l e
Anta at z;y;2; er kubikk og at det ogsa finnes en m < zg_ slik at z;y;254m

er kubikk og x;y;2p+m+1 ikke er kubikk. Da er ogsa z;y;zx4+; kubikker for
1 <1 <m —1. Dette betyr at ogsa y;zk1m, er i flippbar posisjon og vi ma

ha
( eamet Ui >
o Zk+mo Y41 o
som er umulig siden z;y; er i flippbar posisjon. Dette vises tilsvarende for

k—m. O

Proposisjon 3.3.2. Hvis dim) = 3 og Yy er pa generell form wvil defor-
masjonen X' — kt] vere flat.
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Bevis. Vi har tidligere sett skruer pa generell form alltid er kompatible
med fiberdiagrammet nar dim) = 3, sa det gjenstar a sjekke at de nye
relasjonene lgftes. Anta at z;y; er i venstreflippbar posisjon. Ved Lemma
3.3.1 finnes eksakt en k slik at z;y,z; er flippbar, og vi har fglgende bilde:

Ti—1 Xy

Yj yj+1
og ser at ogsa x;_1y;2, 0g T;yj+12; ma vaere kubikker. Etter flipping far vi
<. oy miy >
PEEEY y‘]+1 ':U'Z, DY ’

som gir bildet

Ti—1 x4

z

Yi  Yj+1

der x;_1yj+12, na er ny kubikk, mens x;_1y;2, og x;yj+12, fortsatt er ku-
bikker. Vi sjekker fgrst at relasjoner mellom x;y; og elementer i Ix, — Iy,
lgftes.

Relasjoner av typen y;z(yjz;) — yj(xiyizp) =0 der 1 > j+1

Hvis [ > j+ 1 far vi

w2k (Yizi — tyjio) — yi(@ayize) + tyjeze (@i — " wy—1)

+ "y q (ziyjp12k) = 0

der vi har brukt at x;y;41120 € Ix,. Hvis [ = j + 1 far vi

Yir12k (YT — tyjrimio1) — yi(wiyjrze) + tyjer(xio1yizk) = 0.
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Relasjoner av typen z;2(y;jz;) — zi(xjyj2,) =0 der [ <i—1

Hvisl <7 —1 far vi

2 (Y — tyjiwio1) — vi(y2e) + triize(@yie — " e y;)

+ tm+1$l+1 (a:,;_lyjzk) =0
der vi har brukt at x;_1y;2, € Ix,. Hvis [ =i — 1 far vi

Ti—12k (YT — tyj12i-1) — xi(Ti—1yj2k) + trim1(Ti—1yj4128) = 0.

Vi skal na sjekke at relasjoner mellom x;_1y;+12; og elementer i Iy, lgftes.

Relasjoner av typen x,(x;—1Yj+12k) — Yj+12k(Ti—12p) =0
Hvis x,, star til hgyre for x;_; i matrisen far vi
xp(xi_lyj+1zk) — yj+1zk(xi_1:zp — tmxixp_l) + tm:zp_l(x,-yj + 1Zk) = O.
Hvis x,, star til venstre for ;1 i matrisen far vi
Tp(Tic1Yj+12k) — Yj+12k(Tic1Tp — " @i_2Xpy1)
— tm$p+1zk($i,2yj+1 — t:ciflyj) + tm+1$p+1 (:Ei,lyjzk) =0.
Relasjoner av typen z,(xi—1yj+12k) — Ti—126(Yj+12p) =0

Hvis x,, star til hgyre for y;41 i matrisen far vi

Tp(Ti—1Yja12k) — Tic12k(Yj+12p — " Yj42Tp—1)
+ "y 12k (i1 Y2 — iy 1) — T ay(ziyj4128) = 0.

Hvis x,, star til venstre for y;4; i matrisen far vi
Tp(@i-1Yj+12k) = Tim12k(Yj18p = " Tpiayy) + 1" pia (@ioryj2p) = 0.
Relasjoner av typen z,(xi—1yj+12k) — Ti—1Yj+1(2k2p) =0

Siden bade y;z;, og ;2 er kanter ma vi ha

“ e Zk:—l e y] m’t*l . e Zk e
PP zk_ [N y]+1 xz N ZkJrl [N ’
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og kan bruke dette nar vi skal lgfte relasjonene. Hvis x,, star til hgyre for z;
i matrisen far vi

Tp(Tim1Yj+12k) — Tim1Yj+1(2kTp — " 2k 1Tp—1)

— "y 12p1 (Tic12k1 — " wizg) — " w1 (2iyj4128) = 0,

der vi har brukt at zp41 ma sta til hgyre for x;_1 i matrisen siden x;_12x+1
ikke er kant ved Lemma 3.3.1. Hvis x,, star til venstre for zj i matrisen far
vi

Tp(Tic1Yjr12k) — Tic1Yj+1(2eTp — " 2p_1Tp 1)
— 1" w1 2pi1 (2k—1Yj41 — " 2ky;) — T Mg (Tic1yjar) = 0.

Dette viser at alle nye relasjoner lgftes og deformasjonen er flat. O

3.3.2 Lgfting av relasjoner for dim) >4

Vi har na byttet ut monomet x; ;1741141 € Iy, med x;,x;41;. Dette
betyr at vi far x; 1241141 — 5T k241, € Iy, og ma sjekke at relasjoner
mellom det nye monomet i Iy, og monomer i Ix, — Iy, vil lgftes. Vi far
generelt to slike relasjoner:

L 2p(@i p—1%it1,041) — Tig—1(TpTit1041) = 0 og

2. Tp(Ti p—1Tip1,041) — Tig1,1+1(Tp2ip—1) = 0,

der 2,11 141 08 Tpx; |1 svarer til kanter vi har fjernet. Fjerner vi xpx;41 41
har vi to muligheter:

1. zp =xjq,; der j <iog

2. xp =xj50 der j > i+ 2.
I det forste tilfellet perturberer vi med—tx; 4,%; xxi+1,; der vi ogsa har fjer-
net ;4 i1 I det andre tilfellet perturberer vi med —tx;ox; pxit1,; der

xj,0%i+1, er fjernet nar [ > 0. Men som vi sa av de mulige tilfellene kan vi
aldri ha k =0 og ! =1, sa hvis [ =1 vet vi at ;ox;} er fjernet.

Fjerner vi x,x; -1 har vi ogsa to muligheter:
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loap=umjq, der j <i—1og

2. xp=uxj50der j >i+ 1.
I det forste tilfellet perturberer vi med —tx;4,x; k241, der vi har fjernet
zikxjq, for k < d;. Hvis k = d; ma vi ha | < d;4; slik at zj 4,211 er

fijernet. I det andre tilfellet perturberer vi med —tx;ox; 241, der vi har
fiernet x; ;0.

Eksempel 3.3.1. La Y vare av skruetype (3,3,2,2). Da er [y gitt ved
2 X 2-minorene til matrisen

o 1 Yo Y1 <0 Wo
r1 X2 Y1 Y2 21 w1

og S ma veere pa formen

Zo x1 L2

Yoy= U Y2

20 = 21

Wo w1
der topp og bunn kan trianguleres fritt. Med resultatene gitt ovenfor er det
kun en flipp som er lovlig i dette tilfellet og vi far

To Yo 1 Y1 20 Wo
r1 Y1 T2 Y2 21 w1

som gir en X|) pa formen

Zo x1 L2

Yoy—= B2 Y2

20 = 21

wo w1
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Vi ser at topp og bunn kan trianguleres pa 2 mater hver som gir tilsammen
4 trianguleringer. Dette gir tilsammen 8 kandidater som kan deformeres til
K3-flater X i skruen Y av typen (2,2,1,1).
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Kapittel 4

Glattbare sfeerer

Gitt en flat deformasjon X’ — k[t] som beskrevet i forrige kapittel skal vi
na se hva som skal til for at X’ kan glattes til en K3-flate X C Y, der
V1 =Y er en skrue. Vi skal forst gi en beskrivelse av hvordan idealet til en
slik K3-flate vil veere gitt av divisorer som kan uttrykkes ved polynomer pa
rullende faktor format som beskrevet i [14]. Deretter viser vi at idealet til
Iy ogsa vil veere pa rullende faktor format, slik at en sakalt rullende faktor
deformasjon vil gi oss X.

Med dette i havn skal vi se hvilke kriterier som ma veere tilfredsstilt for
at en K3-flate X C Y skal veere glatt. Dermed vil vi fa klare betingelser for
nar Stanley-Reisner skjemaene Xg er glattbare, gitt forutsetningene vi har

foretatt.

Vi begynner med en repetisjon av resolusjonene til K3-flatene X C Y.

4.1 Resolusjon av Ox som Oy-modul

La X C Y der X er en K3-flate inneholdt i en skrue av typen S(dy,--- ,d;).
Da vil Ox ha en resolusjon som Oy-modul som beskrevet i det fglgende.

Nar dimY = 3 har vi resolusjonen:

0——=0Oy(-3H+ (g —4)R) Oy Ox 0

53
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Dette betyr at en K3-flate X i en skrue av dimensjon 3 vil ligge som en
divisor i det linezere systemet |[3H — (g — 4)R)|.

Nar dimY > 4 har vi fglgende resolusjon:

0— Oy(—(c+2)H + (g — ¢ — 3)R) — & Oy (—cH + b*_| R)

— s — 6921:1(’)5/(—2H +D¥R) — Oy — Ox — 0

der §; = Z(fﬁ) —(,¢) og c=dimY —2.

Hvis dimY = 4 har vi 1 = (;’) — (3) = 2, slik at K3-flaten X vil ligge
som et komplett snitt av divisorer i det linesre systemet [2H — WYR|. T
tilfellene der dimY > 4 har vi §; = (cgl) — 1 med ¢ > 3, og det folger at
f1 > dimY —dim X = ¢ slik at X ikke er et komplett snitt i Y [9, s. 60].

4.2 Idealet Iy

Ved hjelp av rullende faktorer kan vi na gi en eksplisitt beskrivelse av idealet
til en K3-flate X der vi bruker resultater fra [14] beskrevet i Seksjon 1.2.

4.2.1 dimY =3

Fra resolusjonen ser vi at X er et komplett snitt i Y skaret ut av en divisor
fra klassen |[3H — (¢ — 4)R| nar dimY = 3. Idealet til Y C P9 vil veere gitt
ved 2 X 2-minorene til matrisen

Lo - Tdy—1 Yo - Ydy-1 20 " Rd.-1
xl .. xdz yl .. ydy 2‘1 e Zdz

Fra Lemma 1.2.1 far vi fglgende bihomogene koordinater:

zo = s¥wy, m = st "lwy, o, wg, =t
I _ ody—1 _ 4d,

Yo = sYwa, Yy =S8V t?,UQ, T ydy_tya

20 = sdzwg, 21 = sdfltwg, cee 24, = =

Divisorer i |3H — (g — 4)R| vil dermed veere gitt ved et bihomogent polynom
P pa formen

P(S,t, w17w27w3) = Q(Sat)il,ig,igw?wézwés
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der Q(s,t) er et homogent polynom av grad —(g —4) + (i1e1 + izes + izes).
Bruker vi koordinattransformasjonene gitt ovenfor vil vi fa g — 3 polynomer
Py, - P,_3 slik at idealet Ix til K3-flaten vil veere

IX:IY+(P17 7Pg—3)-

4.2.2 dimY >4

For skruer med dimensjon > 4 ser vi fra resolusjonen at divisorene som
snitter ut X er fra det linesere systemet

|2H - b’fR|7

som vil vaere beskrevet av en bihomogen ligning i bihomogene koordinater.
Idealet til Y C P9 vil veere gitt ved 2 X 2-minorene til matrisen

1,0 - Tldi—1
r11 o ot T1,dy

l‘270 DY PR
21

ZTro - Trd.—1
)
Tyl - Ly d,

sa vi far folgende koordinattransformasjoner:

d di—1 d
T10 = s wy,x11 = s Htwy, - w9, =17,

d

d -1 d
Tro =S TwTawT,lzs " tha"' 7$T,dr:t "

Vi vet da at en divisor fra det linesere systemet gitt ovenfor vil veere gitt
ved et bihomogent polynom pa formen

P(Svt’wlv T 7w7“) = Z Q(S’t)ih“wirw? T wvi"r

der Q(s,t) er et homogent polynom i s og t av grad —b§ + (i1dy +- - - +1i,d,.).
I koordinatene til P9, via koordinattransformasjonene, vil dette gi oss b} + 1
polynomer der P, = sbi-mgmp,

Eksempel 4.2.1. La Y veare en skrue av typen S(2,1,1,1) slik at Iy er
gitt ved 2 X 2-minorene til matrisen

o T1 Yo <0 Wo
Iy X2 Y1 21 w1
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En divisor fra det linezere systemet |2H —2R| vil vaere gitt av det bihomogene
polynomet

2
P(s,t, w1, wo, w3, wy) = Qﬁwl + Qiy iy wiwe + Qi iswi1ws + Q4 i, W1Wa
9 2
+ Qizw; + Qig i, w2ws + Qig,ig W2ws + Qzws

2
+ Qiziy w3wy + Qpwy,

der Q’L% = Ci82 + CjSt + thQ’ Qilij = ¢S+ Cjt for j = 25 3547 og QZ]Zk = Gk
for 5,k = 2,3,4. Siden b]f = 2 far vi 3 homogene polynomer

Py = 2P = clxg + coxory + 0333% + c4ToYo + c5ToY1 + CeTp20 + CTT021
+ cgxrowq + cgxrgwi + Cloy(z) + Cc11Y020 + C12YoWwo + 61328
+ c14zowo + 015w§,

Py = stP = ciz071 + c227 + 33172 + cam1yo + C5T1Y1 + CT120 + C7T121
+ cgT1wo + cgT1w1 + Cc1oYoY1 + C11Yo21 + C12Yowi + C132021
+ c1420w1 + c15WoW1,

Py = 2P = 011‘% + cor1x9 + 031‘% + c4T2Yo + C5T2Y1 + CeX220 + CTT221
+ csmawo + CoTaw + C1oY + C11Y121 + Cray1wt + C132]

2
+ ciaz1w1 + crswy.

Idealet til X vil dermed veere gitt ved
Ix = Iy + (Po, Pr, Py, Py, PI, Ps)

der P; har koeffisienter {ci,--- ,ci5} og P/ har koeflisienter {c},--- ,ci5}.

4.3 Glattbare sfzerer

Definisjon 4.3.1. En triangulert sfzere Xy C Yj slik at deformasjonen X’/ —
k[t] av X gitt ved x er flat kaller vi en sylindersfere.

En slik sfaere vil veere pa folgende form:



4.3. GLATTBARE SFARER 57

T2,0

T2,dy Tr—1,dr_q

T3.ds Tyr—2,d,._o

Her er alle bandene by,x,,, for 1 > i > r — 1 og bx,x, triangulert pa
standardform eller pa en generell form som er slik at deformasjonen fortsatt
er flat. Vi har r slike band, slik at toppen og bunnen av sylinderen vil vaere
en r-kant. Fra Lemma 3.2.6 vet vi at toppen og bunnen kan trianguleres
fritt.

4.3.1 Rullende faktor deformasjoner

I [14] beskrives sakalte rullende faktor deformasjoner som vi skal bruke nar
vi deformerer X’. Vi tar ogsa med et resultat som forteller at disse defor-
masjonene er uobstruerte nar vi har komplette snitt av divisorer i skruen.

Definisjon 4.3.2. En deformasjon der skruen ikke forandres, men kun de
resterende ligningene kalles en ren rullende faktor deformasjon.

Proposisjon 4.3.1. [14, s. 196] Rent rullende faktor deformasjoner er uob-
struerte for komplette snitt.

Ettersom vi kun har komplette snitt nar dim Y = 3 og 4, er det bare i disse
tilfellene vi kan garantere at vi kan finne en deformasjon av X’ til X. Vi
skal na se nsermere pa disse to situasjonene.

4.3.2 Skruer av dimensjon 3

La Xy C Yy der dimYy = 3 og Xy en sylindersfeere. Da vet vi at denne
fremkommer ved a fjerne kubikker fra Yj.

Lemma 4.3.2. Hvis Xog C Yy der Y C P9 wvil Ix, — Iy, besta av g — 3
kubikker pa rullende faktor format.
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Beuvis. La de tre strengene til X veere bx, by og bz med henholdsvis dx, dy
og dz hjgrner. Viharda g—2 = h—1 =dx+dy+dz. Viantar for enkelthets
skyld at Xg er pa standardform ettersom alle andre trianguleringer av Xg
fremkommer som flippinger av denne. Siden vi ikke kan fjerne ytterkantene
Y020 O Td,Yd, ?d. star vi igjen med

Td,Yd, Zd, 15
Td,Yd, Zd,—2;

Td, Yd, 20,
Zd, Yd,—1%0;

Ld,Y0%0,

Td,.-1Y0%0,

Z1Yo<o0-
Vi har altsa d, +dy, + d, — 1 = g — 3 kubikker i Ix, — Iy,.

Videre ser vi at disse kubikkene alle fremkommer fra det bihomogene poly-
nomet

P’ = Q(s, t)wiwows
der Q(s,t) har grad —(g —4) +dy +dy +d, = 2 slik at Q(s,t) = s* + st +t2.
Lar vi P" = stwjwows far vi

Py = s974P" = s% L s wes®ws = z1yo20,

Py = $979tP" = 5% 72120 sWwy s¥wg = xoyo20,

Pg_4 =¢974p" = tdzwltdngstdzilwg = Zd,Yd,%d,—1-

Vi observerer ogsa at en lovlig venstre- eller hgyreflipp vil bevare det rullende
faktor formatet. Anta at vi har foretatt et endelig antall lovlige flipper slik
at vi har bevart det rullende faktor formatet, og at z;y; er i flippbar posisjon
mot venstre. Fra Lemma 3.3.1 vet vi at det finnes eksakt en k slik at x;y;2
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er kubikk, og vi har da i utgangspunktet en av fire fglgende rullinger:

Li-1Yj2k | Ti-1YjRk | LiYj—1%k | LiYj—1%k
TilYj 2k TilYj 2k TiYj2k TilYj2k
Ti+1Yj2k | TiYj+12k | Ti+1YjZk | TiYj+1%k

Vi ma vise at dette formatet bevares etter vi har flippet. Da blir ;_1y;+12k
ny kubikk, og det er klart at dette vil bevare formatet i alle de fire mulige
tilfellene gitt ovenfor. O

Vi skal na se hva kriteriet er for at en slik flate kan glattes til en K3-flate.

Proposisjon 4.3.3. La X vere en triangulert sylindersfere. Vi har dermed
Xo C Yoy der'Yy deformerer til en skrue Y av typen S(dy,ds,ds). Da kan X
glattes til en K3-flate hvis og bare hvis enten

1. g —4 < 3ds eller

2. g—4<3dy ogg—4=dy+ 2ds.

Bevis. Fra [9, s. 103] folger det at en K3-flate X C Y er glatt hvis de
numeriske betingelsene beskrevet i teoremet er tilfredsstilt. Vi vet at de-
formasjonen X" — k[t] er flat nar Xy er en sylindersfaere, sa det gjenstar a
sjekke at X’ deformerer til en K3-flate X C ). Vi vet fra Lemma 4.3.2 at
Iy har g — 3 kubiske monomer pa rullende faktor format, og far derfor en
ren rullende faktor deformasjon av X’. Siden X’ er et komplett snitt i J) nar

skruen har dimensjon 3 er denne deformasjonen uobstruert ved Proposisjon
4.3.1. ]

Korollar 4.3.4. En triangulering Xo av sferen som kan glattes til en K3-
flate © en skrue av dimensjon 3 wvil alltid ha noyaktig to hjorner med valens
3.

Bewvis. Det er nok & observere at en triangulering av B3 som er av skruetype
vil ha den samme egenskapen ettersom Xg vil fremkomme ved & fjerne ku-
bikker, slik at vi ikke endrer noe pa valensen til hjgrnene. Ethvert hjgrne vil
ha minst en kant mot de to andre strengene, og de indre hjgrnene vil ha to
kanter mot hjgrner pa samme streng. Vi ser altsa at alle indre hjgrner har
valens > 4. Pa endestykkene vil hjgrnene kun ha en kant mot samme streng,
samt to mot de to andre strengene. Dette betyr at xq, yo og zo (henholdsvis
Td,, Yd, OF z4.) har valens minst 3. Men ettersom vi kun har en kubikk
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mot endestykket som vil ha enten xgyg, xozo eller ygzg som kant falger det
at akkurat ett av hjornene pa endestykket har valens 3. O

4.3.3 Skruer av dimensjon > 4

Gitt en triangulering Yy av skruetype ma vi fjerne bandene av typen by, x;
(der j # +1i) for a fa en sylindersfeere Xj. Vi skal na se at antallet divisorer
svarer til antall band vi ma fjerne fra Yj.

Lemma 4.3.5. Gitt en skrue Y med dimY = r, vil antall divisorer 5y gitt
1 resolusjonen veere lik antall indre kanter i en komplett graf med r hjorner.

Beuwis.

r r(r—1 r—r—2r r2 —3r
#inXj == < > -Tr 7( ) = = =

O]

Lemma 4.3.6. [ resolusjonen svarer en divisor fra det lineere systemet
|2H — bYR| til ett bind bx,x, med j #i+1 Yy, der bf = antall fjernede
kanter 1 bandet inXj — 1.

Bevis. Gitt et slikt band by, x; skal vi som tidligere beskrevet fjerne de indre
kantene, og eventuelt kantene pa toppen og bunnen av sylinderen. Vi ma
sjekke at de fjernede kantene fra ett band svarer til ett ledd i P(s,t, w;).
Fjerner vi bade de indre kantene i bandet by, x; og kantene pa topp og
bunn, vil monomene komme fra leddet

P' = Q(s, t)wiw;

der Q(s,t) har grad —b;; + d; +d; = 0 og b;; = b’f. Ved koordinattransfor-
masjonen far vi da

P() = sbijwiwj = sdiwisdﬂ'wj = X43,0L5,0,
d

P = sb”_ltwiwj = sdi_ltwis Tw; = 1750,

d

Py, = tiww; = thw;shw; = Lid; Tj,d;

]

som er de fjernede kantene i bx,x;. Dette viser at vi ma ha b;; = d; + d;
hvis dette skal fungere. I dette tilfellet viste vi hvordan dette fungerer nar
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vi fjerner kantene pa toppen av bunnen av sylinderen, men dette vil rulle ut
tilsvarende hvis vi bare fjerner en av dem eller ingen. Da far vi henholdsvis

bij =d; + dj — 1 eller
bij :di+dj—2.

O]

Proposisjon 4.3.7. La r = dimY, og Y av typen S(dy,---,d,). Da er
summen av b¥ ’ene gitt ved

8 .
Zlb’f:(r—3)2di—2r+6.
i=1 =1

Bewis. For hvert band bx; X; har vi b’f = b;; = antall fjernede kanter i by, X;—
1. Summerer vi disse far vi

B1
Z blf = antall fjernede kanter fra T' — antall band by, x;.
i=1

Fra Lemma 3.1.1 og Lemma 3.1.2 far vi at antall fjernede kanter fra T er
gitt ved
(g) wr(h—7) —3h+6

der antall hjgrner h = >"._, d; +r. Lemma 4.3.5 gir oss at antall band bx; X;
er (g) —r, og dermed vil en enkel utregning gi oss resultatet. O

Vi skal na se pa deformasjonen X’ — X, det vil si en deformasjon der
vi lar skrueligningene sta urgrt, mens vi na kun perturberer de resterende
monomene som svarer til kantene vi har fjernet. Dette gir en ren rullende
faktor deformasjon. Fra Proposisjon 4.3.1 vet vi at en slik deformasjon er
uobstruert nar X’ er et komplett snitt i Y. Vi observerer at Xy kun er et
komplett snitt i Yy nar dim Yy = 4, og kan med dette gi klare betingelser for
nar slike trianguleringer glattes til K 3-flater X C Y.

Proposisjon 4.3.8. La Xy vere en sylindersfere med 4 band slik at vi har
en triangulert firkant pa topp og bunn. Da kan Xg glattes til en K3-flate
X CY derY eren skrue av typen S(dy,dy,d.,d,) med dimY = 4 hvis og
bare hvis enten
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1. b% < ds+ dy eller
2.0 =03 +2,dy=dy=ds+1=ds+1 eller
3. by =b}+4,dy=dy+4=d3+6=ds+8

der bl og b? avhengig av trianguleringen pd topp og bunn er gitt ved en av
de tre mulighetene

1. bl =dy+d, —2 og b = dy + dy

2. bl =dy+d,—10ogb3=dy+dy,—1

3. bl =dy +d, og b3 = dy + dy — 2.
Bevis. Vi har tidligere vist at Xy kan deformeres til X’ C ) hvis den er
en sylindersfaere og gitt at den er en mulig flipping av standardskruen som

fortsatt gir en flat deformasjon. Derme kan vi deformere X’ til X ved en ren
rullende faktor deformasjon som vil vaere uobstruert ved Proposisjon 4.3.1.

De to forste numeriske betingelsene kommer fra [4, Teorem 5.3]. O

Eksempel 4.3.1. La Y C P® veaere av typen S(2,1,1,1) gitt ved 2 x 2-
minorene til matrisen

<330 1 Yo 2o wo)

Ty T2 Y1 21 =2

Da ma vi fjerne to band bxz med 2 indre kanter og by med 1 indre kant.
Dette betyr at vi trenger 2 divisorer fra det linezere systemet |2H — b¥ R| der
b% gir divisoren som svarer til bxz og b% divisoren som svarer til by .

Vi ser at b% =1,2,3 og b% = 0,1,2. Fra Proposisjon 4.3.7 har vi dessuten
at b} + b = 3, s de mulige alternativene for (b},b%) er (2,1) og (3,0). Ved
Proposisjon 4.3.8 er (2, 1) mulig siden b} < d3 + d4. PA den andre siden vil
ikke (3,0) veere mulig ettersom

1. bl >ds+dy
2. bl # b7 +2

3. b} # b2+ 4.
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Dette betyr at vi ma triangulere topp og bunn pa en av fglgende to mater:

Alternativ 1:

Alternativ 2:

21

21

wo 20 w1
Zo Yo T2 Y1
wo 20 w1
] Yo T2

Y1
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Kapittel 5

Eksempler

I artikkelen til Bowen og Fisk [3] blir det vist hvor mange triangulerte sfaerer
som finnes med n hjgrner opp til isomorfi. Der beskrives ogsa en algoritme
for hvordan disse trianguleringene kan genereres. Ser vi pa Stanley-Reisner
skjemaene assosiert til disse sfaerene kan vi na gitt resultatene fra de forrige
kapitlene, gi en liste over hvilke av disse som er glattbare nar n < 8. Vi har
ikke kunnet gi noen resultater for glattbarhet nar skruen har dimensjon > 5,
men det minste eksempelet av denne typen har 10 hjgrner, hvilket betyr at
vi kan si helt klart hvor mange av trianguleringene som kan glattes pa denne
maten nar n < 8.

Antall hjgrner | Antall trianguleringer
6 2
7 5
8 14
9 50
10 233
11 1249

Tabell 5.1: Liste over antall trianguleringer hentet fra [3]

5.1 Glattbare skruer med 6, 7 og 8 hjgrner

Vi skal na se hvilke Stanley-Reisner skjemaer P(S) som kan glattes til K3-
flater i skruer nar S har < 8 hjgrner. Det miste eksempelet forekommer

65
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nar S har 6 hjgrner. Nar T er en triangulering av B av skruetype vet
vi fra Korollar 4.3.4 at S vil ha ngyaktig 2 hjgrner med valens 3, og det
viser seg at alle sfeerene med 6, 7 og 8 hjgrner med denne egenskapen kan
glattes til K 3-flater. Det minste eksempelet der T er en triangulering av B*
forekommer nar S har 8 hjgrner.

5.1.1 Glattbare skruer med 6 hjgrner

Nar S har 6 hjgrner vil P(T") veere en degenerasjon av en skrue av typen
S(1,1,1), og K3-flaten X vil skjeeres ut av en divisor fra det linesere systemet
|3H — R|. 2 X 2-minorene til matrisen

(960 Yo Zo>
T oy 2a)’
vil da gi idealet til skruen, og dette gir en mulig glattbar sfeere:

T
Ty Z1

20

5.1.2 Glattbare skruer med 7 hjgrner

Nar S har 7 hjgrner vil P(T') veere en degenerasjon av en skrue av typen
S(2,1,1), og K3-flaten X vil vaere skaret ut av en divisor fra det linesere
systemet |3H — 2R|. 2 x 2-minorene til matrisen

Lo 1 Yo %0

T T2 Y1 z21)’
vil da gi idealet til skruen. Vi kan foreta mange sgylepermutasjoner av denne
matrisen, men disse vil bare gi 2 triangulerte sfaerer opp til isomorfi.
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20 Y1
xo
zZ1 I
Yo \‘V 21
X9 20

5.1.3 Glattbare skruer med 8 hjgrner

Nar S har 8 hjgrner kan P(T') vaere degenerasjonen til skruer av tre mulige
skruetyper; S(2,2,1), S(3,1,1) og S(1,1,1,1). Hvis Y er en skrue av typen
S5(2,2,1) eller S(3,1,1) vil K3-flaten veere skaret ut av en divisor fra det
lineeere systemet [3H — 3R|. Er Y derimot en skrue av typen S(1,1,1,1)
vil K3-flaten X veere skaret ut av to divisorer fra det linesere systemet
12H — WYR| der (b},b2) = (1,1) eller (2,0) ved Proposisjon 4.3.8. 2 x 2-

minorene til matrisen
To T1 Yo Y1 %o
1 T2 Y1 Y2 =1

gir idealet til skruen av typen S(2,2, 1), og ved sgylepermutasjoner av denne
far vi tre glattbare sfeerer:

20 Yo

Y1 2

2 X 2-minorene til matrisen
Yo To T1 T2 20
Yyp T1 T2 T3 21

gir idealet til skruen av typen S(3,1,1), og denne gir en mulig glattbar sfaere:
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2 x 2-minorene til matrisen

To Yo 2o Wo
1 Y1 21 w1

gir idealet til skruen av typen S(1,1,1,1). De ulike verdiene av (b7,b%) gir

her tre glattbare sfeerer:
T
21 Wo Yo
20

5.2 Glattbare sfaerer i skruer av dimyY =5

Yo

21 Y1

I dette tilfellet kan vi ikke si noe klart om hvilke Stanley-Reisner skjemaer
som er glattbare, men vi kan sjekke dette eksplisitt for konkrete eksempler.
Nar dimY = 5er Y C PY av typen S(1,1,1,1,1). Daer Iy C P =
k[xo, 1, Y0, Y1, 20, 21, Wo, W1, Vo, V1] gitt ved 2 X 2-minorene til matrisen

<930 Yo =0 wWo Uo)

Ty a1 wr v)

Vi vet at 81 = (Cgl) - = (;1) — 1 = 5 slik at K3-flaten skjeeres ut av
5 divisorer fra det linezere systemet [2H — b¥| der k = 1,---,5. Vi vet fra
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Proposisjon 4.3.7 at Z?Zlbi =6 0g 0 < b <2 sadette gir oss folgende
muligheter:

(b17b27b37b4ab5) = (2a 27 2a070)7
(b17b27b37b4ab5) = (21 21 17 170)7
(b17b27b37b4ab5) = (2a 1a 1a 17 1)

Siden vi ikke har et komplett snitt i dette tilfellet, er det klart at det ma
finnes avhengigheter mellom koeffisientene til polynomene som gir de fem
divisorene vi skal skjere ut med. Vi har tatt med et eksempel hvor vi
far til en glatting av Stanley-Reisner skjemaet. Utregningene er gjort i
programmet Macaulay2 [6].

Eksempel 5.2.1. La S C T vere en triangulert sfeere pa folgende form:

o
Vo Yo
W 0
V1 & . A
w1 Z1

Her ser vi at (by,ba,bs,b4,b5) = (2,2,2,0,0). Vi beregner forsteordens de-
formasjonene til skjemaet X’ C ) i Macaulay2 og gjor deretter suksessive
lpftinger som bevarer flathet og rullende faktor format. Til slutt far vi per-
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turbasjonene

Py = 3020 + tiyowo + 12y,
Py = x120 + t11y1wo + ti2yoy,
P =x121 +tniyiwr + tmﬁ,
Py = z1w0 + tywyvy + 207 + tgwovg + tavg + tsvovt — tstiayozo — toti2yo1
— tot12y121 — tiotizyowo — tatiizowo — tiot11w] — trtioyiwy — tetiizwy
— trtwi — tot11zown,
Ps = ywo + t6z% + trzywy + tgzg + t9zp21 + t1020wo — tgtlgw% — t1tpyuxriwy
— tt13wi — tat14movo — tati3wove — tt1aTovr — tatia1v1 — tatizwovs
— tat1zwiv — t3t1azowo,
Ps = yovo + t1gzowo + t1477,
Pr = y1vo + tisziwo + t1azoz1,
Pg = y1v1 + tizzwy + taad,
Py = 2gvg — tiat1amoyo — ti1t1azowo — tiztisyowo — tiitizwg,
Py = z1v9 — ti2t1az1y0 — ti1tiaziwo — tigtizyiwo — tiitizwows,
Piy = z101 — tistuaziyn — titziwy — tiotisyrwy — titigwy,
som gir en flat deformasjon av X’. Da har vi Ix = Iy + (P1,---, P11), og

X = Proj P/Ix vil vaere en K 3-flate. For a sjekke at denne er glatt ser vi pa
de 10 affine overdekningene som alle er glatte ved beregninger i Macaulay2.
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