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��� X �� � �����	 
����� �����
���� ������� �� ��������� d� �� 
��� X �

���������� 	�
���� ��

�� H i(X,OX) = 0 ��� ����� i� 0 < i < d� ���

�� KX := ∧dΩ1
X
∼= OX � ����� �	� 
�����
�� ������ �� ��������

�� �	� ��
��� 
�������� ��� ����� ������� �� 	���

���H0(X,KX) = ���Hd(X,OX) = 1

����� �	� ��������
 ����� �� X �� ��

��� Ωp
X := ∧pΩ1

X ��� ��� Hq(Ωp
X) �� �	� (p, q) �	 ���� ����	����� �����

�� X ���	 ���� 
�	��� hp,q(X) := ���CH
q(Ωp

X)� !	� "���� �������

��� ��������� ���������� �� X� !	��� ��� ���� ���������� �� �	� "����

�������� �� 
����� 
���������� �� 	��� Hq(Ωp
X)

∼= Hp(Ωq
X) ��� �� �����

������� �� 	��� Hq(Ωp
X)

∼= Hd−q(Ωd−p
X )� �� �	� ���� ���	�������


Hk(X,C) ∼=
⊕

p+q=k H
q(Ωp

X)

�� 	���

hk(X) =
∑

p+q=k

hp,q(X) =
k∑

i=0

hi,k−i(X) .

!	� ��������
�� ����� �������������� �� X �� �� ��������� ���������� #� ��

��$��� �� �������

χ(X) :=
2d∑
k=0

(−1)khk(X) .

!	� 
��������� ��� X �� �� %����� &�� ������ �	�� hi,0(X) = 0 ��� 0 < i < d
��� �	�� h0,0(X) = hd,0(X) = 1�

'
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�� �����	�
 ��������� ������	� �� 	�������� � �� ���� ����� ����� �
�

����� ���	 ���������� 	
�������� �� ���� ���� ��� 
������ ��	�� �����
�

�
� ����� 	������	 �� � ����� ��������

h0,0

h1,0 h0,1

h2,0 h1,1 h0,2

h3,0 h2,1 h1,2 h0,3

h3,1 h2,2 h1,3

h3,2 h2,3

h3,3

 � ��� �
���
���� ��������	 ������ ��� ��	�� 	�����	 
�	��� ��

!

" "

" h1,1 "

! h2,1 h1,2 !

" h2,2 "

" "

!

#��� ��� �$������� h1,1 = h2,2 ��	 h1,2 = h2,1 �� �������	 ������ �� ����

����� ��� %��
 ���
����
����� �� X ��

χ(X) = 2(h1,1(X)− h1,2(X))

&��������� ���� 	������
�	 � ���������� ��
 ��������� ��
����	�� '��#�

�� ������ �����	��� (��� �� ���)����
�	 �� �� � ��

�����	���� ���#���

������� �� ��������� ��
����	� X ��	 X◦ #��� ��� �����
������

Hq(X,∧pΘX) ∼= Hq(X◦,Ωp
X◦)

��	 ���� ��
��� #��
� ΘX �� ��� ������� ����� �� X� *���� ∧pΘX �� �����
����

�� Ω3−p
X � ���� ����� ��� ����
��� �$����� hp,q(X) = hp,3−q(X◦)� ��	 �����

χ(X) = −χ(X◦)� #���� #� #� ��
��� ��
 ���� ������� �� ���� ������� (����
������
��� ��

�����	 �� 
�+������ ��� ��	�� 	�����	 ���� � 	�������

,�
 �
���� 
������� ��� ��

�
 ������
� ���)����
�� �� �����	 ������ ����

��
 ��� ��������� ��
����	� #��
� h2,1(X) = 0� ����� ��������� ������	�
�
� -.��
� �� h1,1(X) > 0�

/ ��������� ����� ����� �������� �� � ��������� ��
����	 X ��	 �

�������0�	 -.��
 ���� ω = B + iJ �� X� #��
� B ��	 J �
� �������
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�� H2(X,R)� ���� J 	 
���� ��	��� �� ������� ��� ��� �� �	� ��
���� �� ������ �������� 	�� �� ��������� �������� ω� �� ������ ��
H1(ΘX) 	�� H1(ΩX)� ���������� �� ������������ H

1(ΘX) ∼= H1(ΩX◦)
	�� H1(ΘX◦) ∼= H1(ΩX) ��� 	 ���	� ����������� ���� �� ������
������ ��	� �� X 	�� �� 
���� ������ ��	� �� ω◦� 	�� ���� ��
������ ������ ��	� �� X◦ 	�� �� 
���� ������ ��	� �� ω� ��� ���	�
������������ 	� ���������� �	��� �� ������ ��	� � ���	� ����� ��
 	�	���!	� �	������� 	�� ������ ������� �� �� ���" ��  �� 	�� 
	�# $%&'�

(� ���� ����� � ����� ���)���� *�	����+���� ����� ���	��� ����
���	����	����� �� ,������� ��� X0 := -��)(AK) ��� K 	 ���	����	���� ��
	 ,����� 	�� AK ��� *�	����+���� ����� ��� ����� 	� �����
�� Pn ��� �	����� n� . ���	��  	�	���!	� ,������ �� ��������� /��� 	
��������� �����0 ���� *�	����+���� ������

�� ���� ������ ������������ �� 1�� 	�� -���� ��� �� ���	� 2������
��������	� �� P4 ���� � ����� ��  �	��� %�

(�  �	��� 3 � ��� 	 ����� ��� ��������� �� 4��� ����� h1,2(X̃)
�� 	 ��	�� ��������� X̃ → X� ��� X �� 	 �����	���� �� 	 *�	����+����
���� X0 ���� �� ���� ������	����� �� X ���� ����� . �� ������
�� ���	���� ����������� 	�� 	 ���	 �� 
��� $3&'� ����� �� ��� �	�
��	�� ��	� T 1

X
∼= T 1

A,0 ��� X = -��)(A)� ��� �� ����� �� ����� /�� Pn0
�����	����� �� X �� ���������� �� �� ��� & �	�� �� �� ����� �� ����
���� �����	����� �� �� ���� A� . ������ �� 4��� ����� h1,2(X̃)
	� �� �������� �� �� "��� �� �� �	��	���� �������� T 1

A,0 → ⊕iT
1
Ai
�

��� Ai �� �� ���	� ���� �� 	 ��� Pi� . �� ���� ����� �� �� ���� ����
������	�� �	��� ��  �	��� ,� ��� � ��������� 	  	�	���!	� ,�����
���� h1,2(X̃) = 86 ���� 	 ��	�� ��������� �� 	 �	���� ���� �� ����

1�5��	�� 	�� *���	�	� $%6' ����� ��	� ��� 	� 7 ��8��� ������
�	����	� ���� �� ���	����	����� �� �� ,����� ���� � ������� (�  �	���
, � ������ �� *�	����+���� ����� �� ��� ���	����	������ ��� 	�
1������� 	�� �� ���������� ,� 	�� � �� 	 �������� ����� �� 9�����
�	�� 	�� :������ $;' �� ������ �� ���	���� �� �� *�	����+����
��	� 	� �� �������	� -�	<	�� �� ��� �"���������� ��#��� �	����� ����
	����	�� ������� ���� ������ �� ����	�� 	��  ����������� $3' �� ��
������� ������	����	� �	�������� ���� 	 ����� ��� ��������� �� ���	�
�����	���� ��	� �� �� *�	����+���� ���� �� ���� 	 ���	����	����� ��
� ������� 	���� � �� 	 ����������	�� *�	����+���� ���� �� ��
�	�� (� �� ���� ������	�� �	��� � ������ �� 4��� ������ �� ��
������ ����� ��������� �� ��������� �� $3='� . 	��� ������ �� 	����
�������� ������ �� �� ���	����	������ 	�� ������� ����	����� ���	��	��
���� ���� 	������



�

������� �	�
������ �� ���� � ����	� 	� ��� ���	�� �� P6 	� ������ ��
��������� �� ��� ��������� ������
 	� � ������� 7×7 
�� �
�������� �����!
 ��� ������� ������ ������
" �	�� �� 	����	�����# $%�� �	�
������ �� ��� �
����	� ��������� 	� ��� ���	�� �� P6 	� ������ �� ��������� �� ��� ���������
������
 	� � 5×5 
�� �
�������� �����!  ��� ������� &������� �	��
 �� 	��
�	 '��� �	���( ��� ������ ����
 	���� �
�# )��
  �
 �	�� 
��� ��	�����
��	�����# *� +������ �  � ��
����� �	 ��� ������� ��� $%�� ����	�
 ���
	������� ��	� ��� ����������	�
 �� +������ �" ��� �� +������ ,  � -�����
���� ��� .��� ����������
��� 	� ��� $%�� ����	� ��������� �
  ��� �� 
�	��
��#

*� �������" ��� ����	� �	�
�����	�
  � �	�
���� �� ���
 ���
�
 ��� 	�������
�� ��� �	��	 ���  ��# /� �	�
���� ��� ��	�	����
� ��	� G := 0�(K)
	� ��� 
��������� �	����! K# )�� ��	� G �����
 �� ����	� 	� T 1

X0
" ���

�	��� 	� 1�
� 	���� ���	�����	�
 	� ��� 2����������
��� 
����� X0 �� ���
�	��	 ���  ��# 2���� �� ������� 	� T 1

X0
�
 �����
����� �� � �	�	�	����
�

φ ∈ 3	�(I/I2, A)" �� ����	� 	� g ∈ G ��� �� ��1��� �� (g·φ)f = g·φ(g−1·f)"
 ���� f ∈ I �
 � �����
������-� �	� � ���

 �� ��� &	����� I/I2#

)���� �
 ��
	 � ������ ����	� 	� ��� �	�
 (C∗)n+1 	� X0 ⊂ Pn �
 �	��	 
#
0� ������� λ = (λ0, . . . , λn) ∈ (C∗)n+1 
���
 � �	��� (x0, . . . , xn) 	� P

n �	
(λ0x0, . . . , λnxn)# )�� 
���	� {(λ, . . . , λ)|λ ∈ C∗} ���
 �
 ��� �������� 	�
Pn" 
	  � ��-� �� ����	� 	� ��� &	����� �	�
 Tn := (C∗)n+1/C∗# 2���� IX0

�
 ��������� �� �	�	����
 �� �
 ����� ���� Tn ���
 	� X0#
/� �	���� ��� ������ 	� 1�
� 	���� ���	�����	�
 	� X0# /��� ���

������� 1��� �
 
�		��"  � �	�
���� � 
�������" ��-������ ���� ��� ����	� 	�
G"  ���� ��� ������� 1��� Xt 	� ���
 
������� ��
 	��� �
	����� 
����������
#
/� �	���� ��� 
���	� H ⊂ Tn 	� ��� &	����� �	�
  ���� ���
 	� ���

��	
�� 
�������" ��� �	�
���� ��� 
������ &	����� Yt = Xt/H# )�� ����	�
��������� 	� ��� 
�		�� 1��� �
 �	�
������ �
 � ������� ��
	���	� 	� Yt# *�
+������ �  � ����	�� ���
� �	������	�
 �� 	���� �	 ����	��� ��� �������
��� $%�� ����	�
#

*� +������ ,  � -����� ���� ��� .��� ����������
��� 	� ��� $%�� ����	�
��������� �
 ��4# )��
 �
 �
 �!������ 
���� ��� �	�	�	�	�� �	������	�
 ��
+������ � ��-� .��� ����������
��� ���4 �	� ��� 	������� �����	�� 	�������
��	� 
�		����� ��� 2����������
��� 
����� 	� ��� ����������	�#

/� �	���� ��� .��� ����������
��� 	� ��� $%�� ����	� 
��� �	��� ���
	�����# 0 ������� ��
	���	� �
 �	�
������ �	����� �� � �
	����� Q12 
����
�������
# )��
� � 
����������
 ��� � 	 	���� �	���
 ��� 1!�� ���� ��� ����	�
	� ��� ��	� G"  ���� �
 �
	�	����� �	 ��� �������� ��	� D4# )�� 
��
��	� H 	� ��� &	����� �	�
 ������ 	� ��� ��	
�� 
������� �
 �
	�	�����
�	 Z/13Z# 5��	�� 	�� 	� ���
� 
����������
 �� V # )�� 
��������� �
 ���
������ �� C4/H"  ���� �
 �����
����� �� � �	�� σ �� � ������� N �
	�	�����



�

�� Z4� � ����	
���� XΣ → C4/H ���������� �� � ���
	�� �
��������� �� σ�
���� �
��������� �� ���
��� 
���� ��� ���	� ������ ����� ����� ��� ��
��� � ������	 ���� !��� ��� ������� �" �# ��"�� ��� ��		�!��� �������
���
���� !���� Ṽ �� ��� ����� ��������� �� V �

Ṽ � � ��

��

XΣ

��
V � � ��C4/H

$�� ��" ρ �� Σ� ����� ���� ��� % ���������� ��� ��� σ� ���������� ��
���������	 ������� Dρ �� XΣ� &��� ����� ��� �% ���������	 �������� �� XΣ�
'�� ����" ��" ρ� ��� ���������	 ������� Dρ �� � ������� ���	��� ����  (��	�
��� ���� !��� � ��� )���(ρ) �� � 	����� N(ρ) ��� � ���
� Tρ ������������
�� ����� 	������� ��� �
�������" !�		 ��	" �������� �* �� ����� ���������	
�������� Dρ� +� � �� ����� �* ���� ��� ����������� �� �����
��	� ��� �� ���
��� ��� ����������� ��� % ���������� �
� ��� �� ����� �� ��� �����������
!��� ������� ���������	 �������� �		 �� �		 ��� ���������	 ������� E �� Ṽ
��� �, ��������� E1, . . . , E12�

�� ���
�� ��� �"�� �� ��� ��������� Ei� ������	 ��-����� �����.
��
��� ������ ��������� 
��� ��� ���	����" �� Dρ� +� ���� ���� ��� �����(
������ Ṽ ∩ Tρ �� � ���
�� +� ���� ���� D(ρ) �� � 	��		" ������	 P1 �
��	�
���� � ������ ���� �
����� +� ���� ���� Ei �� �� ����� 	��
�� �� XΣ ����(
�������� �� � ,(����������	 ��� �� Σ� +� ��� ��� !� �����
� � ��	"����
!��� ��� )���(ρ) �� ��� �����	 ����

��� ���� E �� � �����	 ������� �������� /� ���
�� ��� �����������
���	�� �" 	������ �� ��� �����
� ������������ Ṽ ∩Dρ1 ∩Dρ2 ��� Ṽ ∩Dρ1 ∩
Dρ2 ∩Dρ3 � ��� !� ���
�� ��� $
	�� ����������� �� E� '�� ��� �!� �����
.
������ ����
	������� !� 
�� ��� �0�" ������������ �" 1��"��� �2� ��
����� �� 3�� ��� �
	�� ������������ /� �
� �		 ���� �������� �� ����� �� ���
��� $
	�� ����������� �� ��� ����	��� ������"�
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��� �	����� �������� 	��� ���
	�" , �� �� )���
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��� ���������	" ����
���
� �" ��
����� ����	" ��� ����	��� ��(
��������� !��� ���" ���������� ��� ������� �������!� �
� �	�� ��� �������
���
	��� ��� ��� �� ��� �	!�"� ��	
���� �
� �� �� ����� ���� ���
�� �����(
������ �� �������� �� ����� ��� ��� ���
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��� ������ �� �������� ��� ��
����
� !
������� � � � � � � � � � �"

��# ���
�� ���������� 
�� $� ������ � � � � � � � � � � � � � � � �%

��� ��
�� ���������� �� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �&

� �� ������� �������� ��

� ����� ������
 �� 	 
�	�� ��
������� �� 	 �������� ��	�����

���
��� 
����� ��

� ��	��������
��� ��	�	�  	�	���!	� ������
 �� P6 ��

��� ���
����
����� �� �� ������ '��� " (���	� � � � � � � � � � � ��

��� ��������� �� (��
� �
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#

��� )������� �� �� ���
� * � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �+

��# �� ���
����
���� P 7
1 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%

��� �� ���
����
���� P 7
2 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #�

��+ �� ���
����
���� P 7
3 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #"

��" �� ���
����
���� P 7
4 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #&

��% �� ���
����
���� P 7
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���������� ���	 ��
	�	 �
 ���� ��� ��
� ��
 �
�� �� �����
� ����
�	 C�

�
 ���� ��	� ���
 	��
 ��	�� �
�������	� �
� [n] = {0, . . . , n} �
 ��
 	
� �� ���

��	����
 ���
�
�	 ���� � �� n� ��� �
� Δn �
���
 ��
 	
� �� ��� 	��	
�	 �� [n]�
�
 ��
� � ���������� �����	
 �	 � 	��	
� K �� Δn ���� ��
 ����
��� ���� ��

f ∈ K� ��
� ��� ��
 	��	
�	 �� f ��
 ��	� �� K� ��
 
�
�
��	 �� K ��
 ����
�

���	� �� K� �
� p ∈ Δn� �� ��
 ���������� ���� R = C[x0, . . . , xn]� �
� xp �


�
��
� �	 ��
 �������� Πi∈pxi� �
 �
��
 ��
 	
� ��  ���!���
	" �� K �� �


��
 �����
�
�� �� # �� Δn� ��
� MK = Δn \K� ��
 ����	���	���	� ��	��

IK �	 �
��
� �	 ��
 ��
�� �
�
���
� �� ��
 ��������	 ����
	������� �� ��


$���!���
	$ �� K� ��
�

IK = 〈xp ∈ R | p ∈ MK〉 .
��
 ����	���	���	� ���� �	 �
��
� �	 ��
 %����
�� ���� AK = R/IK � ��


���&
����
 	��
�


P(K) := '��& (AK)

�	 ����
� ��
 ����	���	 ����	���	���	� ���	�	�

�
 ���� �

� ��
 ��������� �
�������	� (�� �� ���
 f ∈ K� �
 �
��
 ��


���� �� f �� K �	 ��
 	
�

��� (f,K) := {g ∈ K | g ∩ f = ∅ ��� g ∪ f ∈ K} .
�
 	
� [K] ⊂ [n] �� �
 ��
 �
��
� 	
� [K] = {i ∈ [n] : i ∈ K}� ��
 ������	

�� f �	 �
��
� �	 f = {g ∈ Δn : g ⊆ f}� ��
 �������� �� f �	 �
��
� �	

)*



�� ������� �	 ���
��������

∂f = {g ∈ Δn : g ⊂ f ������ ��	��
}� �� ���� �� 
�� ��������� X ��� Y
�� ������ 	�

X ∗ Y = {f � g | f ∈ X g ∈ Y } ,

���� 
� ���	�� � ����
�� �������
 ������ �� �����
��� �������
��� �� K�
����
�� |K|� �� ������ ��

|K| := {α : [n] → [0, 1] : ����(α) ∈ X ���
∑
i

α(i) = 1} ,

���� ����(α) := {i : α(i) �= 0} �� 
� ������
 �� 
� ����
��� α� �� ����
���	�� α(i) �� ������ 
� i
 ����	
����	 	��������
 � α� ��� ��� ����� �
��
��� 
������� �� K 	� ������� 
� ���
���� d(α, β) 	�
���� 
�� ������
�
α ��� β ��

d(α, β) =

√∑
i∈K

(α(i)− β(i))2 .

��� � ������� ��������� �� ���������� ���������� ��� 
� 	�� 	� !������ "#$%�
�� ������ P(K) ��� ��������� &� ���
� P(K) �� 
� ����� �� ������
�'�

������� ��� ��� ��� �	
� (������� ����) �� 
� ���������� ������� K� ��
��*
���
��� 
� ���� ��� �� 
� ����
� ��
�����
 �� K� �� ����� �� 
�� �
�
����

�� ���	���
�����+ ,�
 p ∈ Δn 	� � ��
 ��
 
� ������
� 
�
 p∩ q �= ∅ ��� ���
q ∈ MK ��� ������� ���� 
�
 p �= [n]� ��� 
� ���������
 pc := [n] − p
�� � ���� �� K� ��� pc �= ∅� -�
� 
�
 �� p �� � ������� ��
 ��
 
� ����*
��
� ���
����� �	�'�� 
�� pc �� � ����
� .����� 
�
 xp �� ������ �� 
�
�������� xp := Πi∈pxi� ��� 
�
 
� !
�����*.������ ����� �� K �� ������
��
	� 
� ��������� xq ��
 q ∈ MK � &� xi = 0 ��� ��� i ∈ p� 
�� ��� 
�
��������� xq ��� ����� ����� ��� xq ���
���� � ���
�� xi ��� p �� 
�
������
� ���
����� �	�'� ��� i ∈ p� /���� 
� ����� P(K) �� 
� �����
�� ������
�'� ������ ��� ��� ������ 	� ��� p� ���� ��'�� 	� xi = 0 ��� ���
i ∈ p� ���� ������
�'� ������ ��� �� ��������� |pc| − 1� ��� 
�� ��� �� ���

� ��� �������������� ��
 
� ����� pc�
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	� �� �����
���� �� 
�� 
����� �� ���
 	���� 
��������
��� �� 
� n − 1*
����� �� 
� 	������� ∂Δn �� 
� �*������� Δn (���� ���������� ��
 
�
�����
��� �� 	������� �� � ���� ��'�� �	�'�� �
 �� 
� 	������� �� 
� ���1��
����
 [n] = {0, . . . , n} �� Δn�) ��� n = 1 �
 �� 
� ����� �� 
�� '��
�����
��� n = 2 �
 �� 
� 	������� �� � 
�������� ����
�� E3� 2�� 
��������
����
�� S1 ��� 	��������� �� n*����� ����
�� En� ��� n ≥ 3� �� 	������� ��

� 3*������� ∂Δ3 �� 
� 	������� �� � ������� �������� ���� ��� ���
�� ���� ��� ��������
� ���
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��� ������ ��

������	
������ � ������� �� ������
��� ������� �������� ���� ����� �����
������	
������ � S2 ��� ��� �	�������� � ��� ������
� ΣE3 ���	�
� ��������
��� ��� ���������	 ΣE4 ���	�
� ������� ���� �	������
� ������ ��� Ck ��
��� ����� � k ������
����� ���� {{0, 1}, {1, 2}, . . . , {k − 1, k}}� ��� Δ1 �� ���
��� � �

 �	����� � {n − 2, n − 1}� ���� �� �� �� ���� ��	����� �� ���
�
���� ��
���� ∂C(n, 3)� �� ��� 	���� (Cn−3 ∗ ∂Δ1) ∪ J � ����� J �� ��� !���
Δ1 ∗ {{0}, {n− 3}} ���� ��� ���" �� #�$���	� %��& �� �����
���

��� �����	
��� ������

#�'�� � ������ X0 �'�� C� � �����
 �� ����������	�� �� ����
� � ����������	

� X0 �� �� ��� �� � ��������� ������� � �������

X0
��

��

X
π

��
(���(C) ��S

����� π �� � )�� ��� �	�!����'� �������� ��� S �� ���������� ��� ������
S �� ��

�� ��� �������� ���� � ��� ����������� ��� X �� ��

�� ��� �����

����� *��� S = (���B ���� B �� �������� 
���
 C��
����� ���� �����	�
 �
� C �� ��'� �� �	�	�������� ����������	� + �� �������� ��� ���� B ��
��� ���� � �	�
 �	������ B = C[ε]/(ε2)� ��� ���������� �� ���� �� �� �
���� ������ , �������	� �� � ���������� ����� ��� ������
  ��� Xt � π ��
������� -�� � ������
 �������� �� ���������� ������� ��� ���� ��� ���" ��
.��������� %�/& �� ��� ���" �� (������ %0�&�

-�� � ������	����� � ��� ��������� ������
��� ���	�� �� 
�� ������
������ ��� ���� .��������� %�/&� ����� ����	��	� ������ ��� ��� ���������
������
��� ���	�� T i(A/S,M) ��� ������	���� �� i = 0, 1 ��� 2� �����
S → A �� � ���� ������������ ��� M �� �� A����	
�� ���� �� ���� � ���
������
��� ������ � ,���1 ��� 2	�

��� ��� ���� ��� ���" �� ,���1 %3&�

*� ��

 �� ���������� �� ��� ���� ���� M = A ��� S = C� ��� �� ����
���� ��� ����	��	� ������� ��

 �� ������� T n

A� *� ��

 �������� ���  ���
����� � ������ ��� ���	
� T 0

A ��������� ��� ����'����� ���	
� 4��C(A,A)�
��� ���	
� T 1

A ��������� ���  ��� ����� ������������ ��� ��� T 2
A ���������

��� �����	������ �� 
����� ���  ��� ����� ������������
��� R �� � ��
������
 ���� �'�� C ��� 
�� A �� ��� �	������ � R �� ��

����
 I� ��� ���	
� T 1
A �� ��� ��"����
 � ��� ���

4��(R,A) → .��R(I, A) ∼= .��A(I/I
2, A) ,

����� � ����'����� φ : R → A �� ������ �� ��� ����������� φ|I : I → A� ���



�� ������� �	 ���
��������

0 ����� ��F
j ��R ��A

�� �� �	�
� �����
� ���������� A �� �� R ������ ���� F ����� ��� ���0
�� ��� ��������� �� ��� ��������� �� ��� ������ ���������� ���� ����� �� ���
���� j(x)y − j(y)x� ���� ���/���0 �� �� A ������ ��� �� �� � �� ����
��
���

!��A(F/���0 ⊗R A,A) → !��A(���/���0, A) .

��� ������ T 2
A �� ��� 
�"����� �� ���� ����

��� T i ���
���� ��� 
��������� ���� ��
���������# ��� ���� ��$�� ���� ���

��������� �	
	�	 ��� S �� � ����� 	� 
��� 	� � ������ X� A �� S�����
�
��� M �� A��	����� �� ����� ��� ����� T i

A/S(M) �� ��� ����� ���	������

�	 ��� �
������

U �→ T i(A(U)/S(U);M(U))

��� X �� � �
���� A = OX # M = A ��� S = C# ��� ������ �� T i
X ���

����� T i
OX/C� ��� ������� T i

X ��� ��$��� �� ��� �����%
��������� �� ���

�������� 
�����	 �� X�

&�� ���'�
�� � �
�����# �� ���� �� ���������� �� ��� ������������ ���� ���
�������� �� Pn# ��� ��� ��������� ����� ���� �� �������

��� �	
	�	 �� A �� ��� ��������������
 
�� 	� � �
��������	� 	� � ��

����
� ��� X = �
	�A� ���� ���
� �� �� ��	�	
�����

T 1
X
∼= T 1

A, 0 .

�
		�� (�� ��� ����
�� �� ������ )*+,# ������� -�.# ���
� �� ��� 
��� μ = 0#
i = 1 ��� n > 1 /��� �� ��� ��������0 ������ ���� ����� �� � 
�����
��
��������

T 1
A,0 → T 1

X

���
� �� � ��'�
���� �� �����mA > 3# ����� m �� ��� �����
∐

i>0Ai� 1���
���� ��� (������%������� ���� 
������������ �� � ������������� �� � ������
�� 2��������� /��� 3�������� 4�*# 3������ 55# �� ��� ���" �� (������ )*6,0�
5� A �� ��� (������%������� ���� �� � ������������� �� � -%������ �# �� �� �
�����mA = 4# ���
� ��� �������� ��� � �� � ��'�
�����
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���� ��� �	
��		�� �
���� K 	� � ��	�������	�� �� ��� ������� 	��� |K| ∼=
Sn� � �
����	�� �� X0 �	���� �� ���	��	 ����� � �� ������ �� � �����	����
������  ��� n = 1� ! �� �� ������	����� ��  	�� ����� ��	� 	� ��� n = 3 ����

������� ��	�
� � ��������	
 �� �� �����
 �� ��� ��������������� ������ ��

� �����	������� �� ��� �������� ������ � ���������� �������

������ "���� ���
����� �� X0 	� 	��
����	 �� �	
��		�� ���
����� ��
��� �
���� K  	�� ��#	���� 	� C� 	��� hi(X0,OX0) = hi(K,C)� $�	� 	�
������ 	� $�����
 !�! 	� ��� ���	�� �� %��
��� ��� ���	���������� &�'� $��
��
	���	��	�� ������
 (��� ������� )))� $�����
 �!�* 	� &�*'+ 	
��	�� ����
hi(Xt,OXt) = 0 ��� ��� t  ��� hi(X0,OX0) = 0� $�	��� ��� "�������,�	����
���
� X0 �� �� ��	����� �
�	�����	�� 
��	���� ��� ��	�	�� ����	�� ������
ωX0 � ���� ωXt 	� ��	�	�� ��� ��� t� $�	� 	� ������ 	� ��� ���	�� �� -���� ���
.	������ &�'� $�����
 /���

��� �����	� 
� ��
����� �
�����	
���� ����

�
���

% 
����� ��� �
���	�� ��� T i 	� �	��� 	� ��� ���	�� �� %��
��� ���
���	���������� &�'� )� K 	� � �	
��		�� �
���� �� ��� ��� {0, . . . , n} ���
A := AK 	� ��� "�������,�	���� �	�� ����	���� �� K� ���� ��� T 1

A 	� Z
n+1

������� 0�� � 1��� c ∈ Zn+1  �	�� c = a− b  ���� a = (a0, . . . , an) ���
b = (b0, . . . bn)  	�� ai, bi ≥ 0 ��� aibi = 0� 2�� xa �� ��� 
���
	��
xa0
0 · · · xan

n � �� ��1�� ��� ������� �� a �� �� a = {i ∈ [n]|ai �= 0}� $��� 	�
a ∈ {0, 1}n+1� ����  � ���� xa = xa� )� a, b ⊂ {0, . . . , n} ��� ��� �������	��
������� ���������	�� �� a ��� b� ���� a ∩ b = ∅� $�� ������ �	�� T 1

A,c

������� ���� �� ��� �������� a ��� b� ��� ���	�� ������ a 	� � ��� 	� K�
b ∈ {0, 1}n ��� b ⊂ [�	�3(a,K)]�

$�� 
����� 4�
R(I0, A)c ����� ��� 
���
	�� xp 	� ��� �������	�� ���

�� ��� "�������,�	���� 	���� I0 ��1�	�� A = R/I0 �� ��� 
���
	��
xpxa

xb  ���
b ⊂ p� ��� 5 ����� 	��� $�	� ���������� �� �������	�� ��� ��������� xp ��

I0 �� ��� ��������� xp + txpxa

xb �� � �����
�� 	���� It�
)� |K| ∼= S3� ���� ��� �	�3 �� ����� ��� f � |�	�3(f)|� 	� � ������ �� �	
���	��

2 − �	
(f)� ��  	�� ���� ��
� ������� �� �� �� �
���� ��� 
����� T 1
A

��� ����� "�������,�	���� ���
��� ��  	�� �	�� ������� ���
 &!'� ��  �	��
T 1
<0(X) ��� ��� ��
 �� ��� ������ �	��� T 1

A,c  	�� a = 0� 	��� a = ∅�
������� ����
� �� K �� � ��������
 ����

T 1
A =

∑
a∈Zn ���� a∈X

T 1
< 0(��� (a,X))



�� ������� �	 ���
��������

������	
 � 
�� T 1
<0

�� ����� ∂Δ1 �

�����	� E3 �

���
����	� E4 �

����
��� ∂Δ3 ��

���������� �� �����	� ΣE3 �

�����
��� ΣE4 �

���������� �� n���� ΣEn� n ≥ 5 �

���	�� ��	���� ∂C(n, 3)� n ≥ 6 �

�� 	� �! T 1 �� 	�� 
���������

����� T 1
<0(����(a,X)) �	 
�� 	�� � 
�� �� �����	���� T 1

∅−b(����(a,X)) ���
��� b ⊆ [����(a,X)] ��
� |b| ≥ 2 	��� 
��
 ����(a,X) = L ∗ ∂b �� b �	 �
 �
���� � ����(a,X)� � ����(a,X) = L ∗ ∂b ∩ ∂L ∗ b �� b �	 � ���� � ����(a,X)�
�� 
�� ��	
 ��	� |L| �	 � (n − |b| + 1)�	������ �� 
�� 	���� ��	� |L| �	 �
(n− |b|+ 1)�����

��� ��		����� ���������� 	��� �� ��� ��"��	 ���� �� T 1
<0(	��#(a,X))$

����������� 	
�
�
 �� K �	 � �������� 
��� 
�� ��
����
��	 
 T 1
<0(����(a,X))

��� 
�� ��	 ��	
�� �� ����� �� ���� ∂C(n, 3) �	 
�� ������ ���
�� ������ ��
	��
�� ���� ��� En �	 �� �����

% ������������ ��� �� �������� �� 
����� &��� ��� �� �� C�"����
����� T 1

A �� ��"�� �� �� �����	�� � ��
� �� %����
�' %� ���� p �� �� �
��	

��
 T �� �� ��	������	 ���� �"�� � (��� (�	
$

��� �����	
 �����
�	� �	� ��������

)� ��� ������ �� ��		 ������� *�	� ��+�� ������	
�  � ������
 ����	�����

�� �����	�� "�������$ )� ���� ����� ���� �����	�� "������� ��� ������	$ %

������ ����	���� �� � �����	���� 
��� �� �,�� �� 
��	�&��� �����$ )� ��

����� ����� �� 
��	�&��� ����� ������
�� �� ��������	 ������ ����� �� ��"��	

��� *�	� � +�� ������	
�$ %� �� ���	
 �� � ������	�&���� �� � ������	
� ��


� �� �����(�
  � 	���	 ���
�����$ -� ��		 ��"� ������� 
�(������  �	��$

�������� 	
�
�
  d������	���� �����
� X �	 �� ������ �� ����� p ∈ X
��	 � ��������� �����
������ �!�������
 
 0 ∈ U/G� ����� G ⊂ GL(n,C)
�	 � ���
� 	������ ��
� � �����" ��#��
��	 
��� 
��� 
�� ����
�
� ���

U ⊂ Cd �	 � G�	
���� ��������� � 
�� ������



���� ����� �	�
���
�� 
� �
�	� ��

� ������� ��	��
��� �� �� �	�
��� � GL(n,C) � ����� ����� ���� ����

d − 1 � ��� �������	��� ��� ����	 �� �� �� ���� ���� ��� ����� G �� ��		�� �

�
�		 �������� � GL(n,C)� ��� (U/G, 0) �� ��		�� � 	���	 ����� � X �� p�
��� X �� � ���
�	 ������� ���� ���� ��� ��������	 �	��� KX �� Q��������	

�
�
	 ���� ������� �� �� �� � ������� �������	 ��� ��� f : Y → X �� � ���������
�� ��� ������������ �� X
 ����

KY = f ∗(KX) +
∑

aiEi

����� ��� �� �� ���� ��� ���������� ����������� ��������	 ��� ��� ai ���
�������� ������	 ������ ��� ��������	����


��������� �	
	�	 
� ai ≥ 0 ��� � i� ���	 ��� ��	��������� �� X ��� ����
��	�	��� ��	����������

��������� �	
	�	 � �������	� ���������� �������� f : Y → X ���� Y
������ �	� X ���� �� ����� ����	����	 ��	�	��� ��	��������� �� ���� �
�����	� ��������	 �� X �� f ∗KX = KY ����� �� ��� ��������	�� KY − f ∗KX

�� ������

��� ����� �	
������
 �� ���	


��� X �� � ������� �������� ���� ��������� � ��������������� ������ ���
������ ���� � ������������ �� ��� ��������	 ����� ��� ���� ���������� �� X ��
� ����
  � ����� �� � ����� S ������� ������ ��� ����	 ��������� �� X	 ����
����� ������ � ������� ��������� π : X̃ → X ���� X̃ ������
 �� ��� ����	
�������� � ������ ����� �� X
 !� S �� ������	 S �� � �������� ������������	
�
�
	 ��"��� �� ���� ��� �#�����
 ��� ������ ����� S ���� ��� ���� ��
�$��� �� ��� ������ ���� ��%� ����� �� X × P0 ������ ��� ������� ������

��� ���������� ���� �� �������� �� P1
 ��� ��������� �� ����� &�� ��������
�� ��� ��� ��������� ����� ��� ���������� �� �������� �� P1 × P1'	 �
�


�����{x ∈ X | ���f−1(x) ≥ r} > 2r

��� ��� r > 0	 �����	 ��� ����(��� ����� �� ���� �������
 ��� �������� ��������
X̃ �� �������)�
 ���� ����� ��� �� ��������(�� �� ��� ���� ���� �������
�����	 ��� S � ������ ������ �� X ������� ������ ��� �����
 *�� �������	
��� ��� ������� �� +����� ,-./	 ������� 0 




�� ������� �	 ���
��������



������� �

	�� 
����� 	��������

�� �� ���� �	
�	 ���� � �

�� ���	��� ������������ X ⊂ P4 �� �����������
� �

�� ���	��� ������������ ��	 �� 
����	�� �� ���
��	� ��� ��
�������
���	���� ���	�� ����� 
� ��� �
�	���� 
� ��� !������"� ��	�� ��� 
	��
	
	����� 
� ∂Δ4 �� {0, 1, 2, 3, 4}# ��� ���	���� ���	�� ����� I �� ��	������ ��
��� 
	
��� x0x1x2x3x4 �	� ��� ���	���� ���	�� ��	� ��

A = C[x0, . . . x4]/(x0x1x2x3x4) .

$�� ���

����� ��
�� ���(K) 
� ��� ��������� �
���" �� ��� �������
��
�� S5�

%
��
��	� ��� 
����	� ��������� �	 �����
	 &�'# �� �
���� ��� ����� 
�
(��� 
���� ���
����
	�� $�� ���
����
	� �
�����
	� �
 ����������
	� 
�
��� 
	
��� x0x1x2x3x4� �����
	 &�' ��������� ����� ��
���� 
� ��� ����
��
a �	� b ���� ����
�� a �	� b ���� ���� �
 � �
	�������
	 �
 ��� 
���� T 1

X �

$�� ��	� 
� � �����" a �� ��� ���������
	 ∂Δ3� $�� 
	�� b ���� a ∩ b = ∅
�	� b 	
� ���� �� �� |b| = 4� $�� ���� ����� b �� � ���� �	� |b| = 3 ����� !
��
���� �
� ���� �����" a� $�� ���� ����� b �� � ���� �	� |b| = 2 ����� ) ��
����
�
� ���� �����" a� ��� �	 ���# ��� ��	�� 
� �������� ���� ���� �
 5 × 11 = 55
���	��
	� 
� ��� ������ & ���� 
� T 1

A *�� � C ����
� �����+�

$�� ��	� 
� �	 ���� a �� ��� ����	��� ∂Δ2� $�� 
	�� b ���� a ∩ b = ∅
�	� b 	
� ���� �� �� |b| = 3� �	 ���� ����# ����� ��� ��
 �
������ ��
���� 
�
a ���� ����
�� a �
�����
	��	� �
 � ������ & ����	� 
� ,
R(I0, A)� $��
���� ����� b �� � ���� �	� |b| = 2 ����� ' ��
���� �
� ���� ���� a� ��� �	 ���#
��� ��	�� 
� ����� ���� ���� �
 10× 5 = 50 ���	��
	� 
� ��� ������ & ���� 
�
T 1
A�

-� �������	� ���� 
���� �	��� ��� ����
	 
� S5 �� � �������	������ a �	�
b# �	� ��� ��� 
����� ��� ������ �	 $���� .�.� /
�� ���� ��� 
	
���� xixjxkx

2
l

��� ��������
	�# ��	�� ���� ���� �
 ������� ���
����
	��

0.



�� ������� �	 ��� 
����� ���������

a b ���������	
� # 	� S5�
��	�
{0} {1, 2, 3, 4} x5

0 
{0} {1, 2, 3} x4

0x4 ��
{0} {1, 2} x3

0x3x4 ��
{0, 1} {2, 3, 4} x3

0x
2
1 ��

{0, 1} {2, 3} x2
0x

2
1x4 ��

����� ���� T 1
X0

	� �� �	����	
��� �
� ��� ��	��	� ������
�� X0

�� �
� ��

�� ��� 
�� ��������� S5�	����	��� ���	�� �
�����
��	� �

a � �����! "	��� ����
�� a = {j}# ��� b = [�	�$(a,X)]% 	���

Xt = {(x0, . . . x4) ∈ P4 | ft = 0} ,

����� ft = tx5
0+tx5

1+tx5
2+tx5

3+tx5
4+x0x1x2x3x4� �
 �	���	�� �
������	
��%

�� ���

ft = x5
0 + x5

1 + x5
2 + x5

3 + x5
4 − 5tx0x1x2x3x4 .

��	� ��� �� �	���� �� � ���	�� X → P1 �	��

P(A) = X∞ = {(x0, . . . , x4) |
∏

i xi = 0}

�� 
�	 	��� &�������'�	���� ������� ��� ������� ���	
� 
� ��� �
��� (C∗)5


� X∞ ⊂ P6 	� �� �
��
��� (� ������� λ = (λ0, . . . , λ4) ∈ (C∗)5 ����� �
�
	�� (x0, . . . , x4) 
� P4 �
 (λ0x0, . . . , λ4x4)� ��� ��� �
�� {(λ, . . . , λ)|λ ∈
C∗} ���� �� ��� 	����	�� 
� P4% �
 �� ���� �� ���	
� 
� ��� ��
�	��� �
���
T4 := (C∗)5/C∗� &	��� X∞ 	�  �������� �� � �
�
�	��% 	� 	� ����� ���� T4

���� 
� X∞�
�� �
����� ��� ��� �
�� H ⊂ T4 
� ��� ��
�	��� �
��� ���	� 
� Xt

�� �
��
��� )�� ��� ������� λ = (λ0, . . . , λ4) ��� �� ����	� (x0, . . . , x4) �

(λ0x0, . . . , λ4x4)� *
� λ �
 ��� 
� Xt% �� ���� ����

λ5
0 = λ5

1 = · · · = λ5
4 = Π4

i=0λi ,

����� λi = ξai ����� ξ 	� � +!�� +��� �

� 
� �% ���
∑

i ai = 0 (�
� 5)�
,���� H 	� ��� ��� �
�� 
� (Z/5Z)5/(Z/5Z)  	��� ��

{(a0, . . . , a4) |
∑

ai = 0} .

��	�  �
�� ���� 
� Xt �	� 
����� �� ����	��	���	
� �� +��� �

�� 
� ��	��%
	��� (a0, . . . a4) ∈ (Z/5Z)5 ���� ��

(x0, . . . , x4) �→ (ξa0x0, . . . , ξ
a4x4)



��

����� ξ �� 	 
��� 
�� ���� � ������ �� ����� ���� �� �������	�� ���

������	������ � ��� ��	�� Yt := Xt/H� ��� ��� �	����	� �� �	���� �� 	 �����

(x0, . . . x4) �� �	�� �� �	�� x5
i = tx0x1x2x3x4� 	�� ����� Πx5

i = t5Πx5
i � ����

������ t5 = 1 �� ��� � ��� xi ��  ���� !�� � ��� xi ��  ���� ���� ���� 	�� 	���

	�� ���� (x0, . . . , x4) ���� ��� ��������� 	 ����� �� P4� " t5 �= 1� ���� Xt ��

���������	�� " t5 = 1� ���� Xt �� ������	� �� ��� ������ (ξa0 , . . . , ξa4) ����∑
ai = 0 #����� $� %��&��������� ����� ������ �	� �� �������

(1, ξ−a0+a1 , ξ−a0+a2 , ξ−a0+a3 , ξ3a0−a1−a2−a3) .

���� �������� � '�$ �������� ������	� �������

���# ��� �� 	���#� ��	� |t| < 1� ��� (������� Xt/H �� ������	� 	� �	��

����� x ����� ��� ��	���� �� Hx �� ��������	�� ) ����� �� P4 �	� ��������	�

��	���� �� �� H � 	� ��	�� ��� � ��� �������	��� 	��  ���� ��� ������ � ���

������

Cij = {xi = xj = 0} ∩Xt

�	�� ��	���� �� � ����� $� ��� ��	#���� ��� ��	���� �� � 	 ����� � ��� �����

C01 �� �����	��� �� (2, 0, 1, 1, 1)� ��� ������ � ��� ���

Pijk = {xi = xj = xk = 0} ∩Xt

�	�� ��	���� �� � ����� �$�

"� ������ ��# ���� ��	� ��� ������	� ����� � Yt �������� � '* ���� ������

Cij/H� �� �	�� Cij/H = %��&(RH) �����

R = C[x0, . . . , x4]/(xi, xj, ft) .

��� ��	#���� �� C01 ��� ���� R ��

C[x2, x3, x4]/(x
5
2 + x5

3 + x5
4) .

)� ���#��� (a0, . . . , a4) ∈ H ��� 	��� �� ���� ���� ��

(x2, x3, x4) �→ (ξa2x2, ξ
a3x3, ξ

a4x4) ,

�� �� �	�� 	� 	����� � (Z/5Z)3 �� R� ��� 	 #���#�	� xi
2x

j
3x

k
4 �� �� ���	��	��

����� ���� ����� 	������ �� �	�� �� �	�� i = j = k = 0 #�� 5� �����

RH = C[y0, y1, y2]/(y0 + y1 + y2) ,

����� yi = x5
i+2� 	�� %��&(RH) ∼= P1� ��� ������ Cij ��������� �� ��� ������

Pijk/H�



�� ������� �	 ��� 
����� ���������

��� ���	
����� Pijk/H ������� ����� ���� C3/(Z/5Z⊕Z/5Z)� ���� ��� ����
���� (a, b) ∈ Z/5Z⊕Z/5Z ���� �� ������	 (u, v, w) ∈ C �� (ξau, ξbv, ξ−a−bw)�
�� ��� ����� ������� �� ������� ��� ��� P := P012� ���� ��� �������� �� �
������ ��������	 ���� �� ��� ���� ����� �� Yt� � ���	������� U �� ��� ��
����� � ������ ������� ���� �� U/H ⊂ Yt�  � �������� ��� ���� ���	
���
����� Pijk �� ������� ��� ��� P �� ��!��� �� ��� �"
������ x0 = x1 = x2 = 0
��� x5

3+x5
4 = 0� #� ������� �� �$�� ���	������� �� P � �� �� ��� ���
��

x4 = 1� %�� yi =
xi

x4
� ���� �� ��&�

f = y50 + y51 + y52 + y53 + 1− 5ty0y1y2y3 .

��� ������ x0 = x1 = x2 = x5
3 + x5

4 = 0 ��� �������� �� y0 = y1 = y2 =
y53 + 1 = 0� '�� ��� z3 = y3 + 1 ��� zi = yi �� i = 0, 1, 2� ���� �� ��&�

f = z50 + z51 + z52 + z53u− 5tz0z1z2v .

���� u = 5− 10z3 +10z23 − 5z33 + z43 ��� v = z3 − 1 �� 
���� ������� ��
��
��� ��	��� (� � !��� z3 ���� (z3 − 1)5 = −1� ��� 	�
� H ���� �� ���
���������� z0, z1, z2 �� zi �→ ξaizi ���� a0 + a1 + a2 = 0(��� 5)� ����� ��
	�� ��� "
������ C3/(Z/5Z)2 ���� ��� ������ �������

#� ��� ������� ���� ���
����� �� ���� �������� ���� �� ��� !�� � ����
σν ����

C3/(Z/5Z)2 = )��C[y1, y2, y3]
H = Uσν

���� Uσν �� ��� ���� &����� ���������� �� σν � (� � 	����� ������� ��
���� &�������� ��� ��� ���� �� (
���� *+�,� � �������� yα1 y

β
2 y

γ
3 ���� ��

ξaα+bβ−(a+b)γyα1 y
β
2 y

γ
3 � ����� ��� �������� �� ��&����� 
��� ��� ������ �� H

��

aα + bβ − (a+ b)γ = 0 (��� 5) �� ��� (a, b) ,

���� α = β = γ (��� 5)� -�� M ⊂ Z3 �� ��� �������

M := {(α, β, γ)|α = β = γ (��� 5)} .

��� ���� σν �� ��� !�� ������ �� M ⊗Z R ∼= Z3 ⊗Z R� � ����� �� M ��⎡⎣11
1

⎤⎦ ,

⎡⎣50
0

⎤⎦ ,

⎡⎣05
0

⎤⎦ .

#� ��&�

C[M ∩ σν ] = C[u5, v5, w5, uvw] = C[x, y, z, t]/(xyz − t5) .



��

������ 	
	� ������ ����������� �� � ������������ �� ��� ����� Pijk

� ����� ��� ��� ��� ������ N = ���(M,Z) ��⎡⎣ 1/5
0

−1/5

⎤⎦ ,

⎡⎣ 0
1/5
−1/5

⎤⎦ ,

⎡⎣00
1

⎤⎦ ,

��� ��� ���� σ �� ��� ���� ������ �� R3 = N ⊗R R
 ��� ��������� σ ∩ N
�� ������� �� ��� ������� 1/5 · (α1, α2, α3)  ��� αi ∈ Z ���

∑
i αi = 5


������ 	
	 ��� � � ������ ����������� Σ �� σ
 ��� �������� Σ ⊂ σ �������
� ��������� ��� XΣ → Uσ �� ����� ���������
 ���� ����� � ��������� �� �
������������ �� ���� ����� Pijk
 !� ��� ��� ������� �� ����� 	
	  � ����
���������� 	" �#�������� ��������$  ���� % �� ����� �� �� � �� Pijk
 !�
�������� 	� �� ��� �#�������� �������� �� �� � �� ��� ������ Uσ ∩ Cij$
Uσ∩Cik ��� Uσ∩Cjk$ & ��� ���� �� ��� ����� ������ ������������ �� Pijk
 ����
����� 10× 6 + 10× 4 = 100 �#�������� ��������


'� ���� ��(����� �� ������� ����������  � ��� ��� ������� ������ �����
X◦

t 
 )� ���� h
1,1(Xt) = 1$ h1,2(Xt) = 101$ h1,1(X◦

t ) = 101 ��� h1,2(X◦
t ) = 1


��� ��������� ������$ ��� ��� ���* �� +����$ ���������� ��� ,���� -	./$
������� 	"
�
 �� ��� ������ �� 0������� -��/




�� ������� �	 ��� 
����� ���������



������� �

	
��� ������ 
� � �����

���
����
 
� � ���
����

������������� ������

��� X = ���� (A) �� 	 
����	� ���� �� ��� ���
	� ������	���� 
�	�� ��
	 ��	��������
��� 
������ ���� ��� ���� 
����	�����
 �� X ���� 	 �����

������ �� ����
� ��� X̃ → X �� 	 
�	�� ��
������� �� ��� 
����	�����
�

��� Ai �� ��� ���	� ���
 OX,Pi
����� Pi �
 	 ����� ���  ��� ������

h1,2(X̃) �
 ��� �����
��� �� ��� !����� �� ��� �	� T 1
A,0 → ⊕T 1

Ai
� "� ����

����� ���
 �� ���
 ��	����� 	�� �� ��� ��#� ��	���� �� ���� 	���� ���
 ��
���

�� ��� ����
�����	��� �	
� �� ������� $�%�

"� �	�� ��� H1(ΘX̃) = h1,2(X̃) 
���� H2(X̃,Ω1) ∼= H1(X̃, (Ω1)ν ⊗ω)′ ∼=
H1(X̃,ΘX̃)

′ ����� ��� ��
� �
�������
� �
 ����� ��	���� 	�� ��� 
����� ����

���
 ���� ��� �	�� ��	� ωX̃ �
 �����	�� & ����	� �'�	���� ��� ��� ���� �


f =
∑n

i=1 x
2
i � ���� �� �	��

T 1
Ai

∼= C[x1, . . . , xn]/(f, ∂f/∂x1, . . . , ∂f/∂xn) ∼= C .

���	�� ��	� �� S �
 	 
��	� �� ���
 �� 	 
����� X� A 	� S�	����	 	�� M
	� A�������� �� ������ ��� 
��	� T i

A/S(M) 	
 ��� 
��	� 	

���	��� �� ���
���
��	�

U �→ T i(A(U)/S(U);M(U))
(� ���
 
������� ��� A = OX �M = A 	�� S = C� 	�� ������ �� T i

X ��� 
��	�

T i
OX/C(OX)�

������� ��	�
� ����� �� �� �	�
� �����
�

0 ��H1(ΘX̃)
��T 1
A, 0

��⊕T 1
Ai

,

)*



�� ������� �	 �
��� ������ 
� � ����� ���
����


����� ��� ��� 	
 ��� ����� ��
 ��� �	
����� 	� ��� ��������	
� 	� �
 �����
�

	� T 1
A, 0 �
 ��� �	�
�� Pi� �
 �� ���� �	 �	������

��		�� ����� �� 	 
��	
���
��	
 ������	
 �������� ���� Ep,q
2 = Hp(X, T q

X)
���������� �� ��� ���	����� ������
��� T p+q

X � ����� T 0 �� ��� �	����� ���	�
ΘX � ��� ��������� �� ��� ����� ��	�� �������� �� ���� ������	
 �������� ��

0 ��H1(ΘX) ��T 1
X

��H0(T 1
X) .

��� 	 �����	
 ��������� �� ������	
 ���������� ��� ���� ��� ��� �� !�"
�	��
#�$%� &� '���	 ��(�� �� �	�� H0(T 1

X) = ⊕T 1
Ai
� ��� 	 ���	� F �� X̃� ���

��	

 ����
����� π : X̃ → X ����� 	 '��	� ������	
 �������� Hp(X,Rqπ∗F)
���������� �� Hn(X̃,F)� )��� F = ΘX̃ � ��� ��������� �� ��� ����� ��	��
�������� ��

0 ��H1(X, π∗ΘX̃)
��H1(X̃,ΘX̃)

��H0(X,R1π∗ΘX̃) .

&� '���	 ��(�* ��� 
	�� ���� �� +��� 	�, π∗ΘX̃
∼= ΘX � ����� �� ��� ��� ���

��������� H1(X,ΘX) ∼= H1(X, π∗ΘX̃)
∼= H1(X̃,ΘX̃)� '���	 (���$ ��	���

��	� T 1
X
∼= T 1

A,0�

����� ������ �� X ��� 	
�� ��	���� ��
����������� ���
 T 1
X
∼= ⊕T 1

(X,p)�

��		�� ��� ���	� T 1
X �� 	�����	��, �� ��� ������	� U �→ T 1

U � -� U ����	��� ��
�����
	� ������� ���� T 1

U = 0�

����� ������ �� ���� π∗ΘX̃
∼= ΘX �
 R1π∗ΘX̃ = 0�

��		�� R1π∗ΘX̃ �	� ������� �� ��� ��,��� �� ���� ������	���� �	� �� ,���

��	

�� �	 � 	� 	.�� �����������, V �� 	 ��,�� 	�, �	 � ��� 
��	

� ��	


����
����� �� ��� ��,�� ��� ��,� �� ����� �� ��� ���	���� xy − zw = 0 ��
C4� 	�, Ṽ �� ��� �
���� 	
��� ��� �,�	
 (x, z)� /����� Ṽ ⊂ {xU − Tz =
0} ⊂ C4 × P1� ����� (U, T ) 	�� ��� ����,��	��� �� P1� )� ����� 0��� ��	�
H1(Ṽ ,ΘṼ ) = 0 ����� 1���������
���� "����,�� ��� ��� �	�� U1 	�, U2

����� �� T �= 0 	�, U �= 0 ����������
�� -� U1 �� �	�� z = xu� y = uw 	�,

xy − zw = xy − xuw = x(y − uw) = 0 ,

����� u �� ��� ����,��	�� U/T � �� ��� ������ ��	������ �� ����� �� y−uw = 0�
����
	�
�� �� ��� �	� U2 �� ��� x = tz� w = ty 	�,

xy − zw = tyz − zw = z(ty − w) = 0 ,

����� t �� ��� ����,��	�� T/U � �� ��� ������ ��	������ �� ����� �� ty−w = 0�
2� ��� ������������ U1 ∩ U2 �� �	�� t = 1

u
� y = uw� z = ux� ��� 	.��



��

�������	
� ���� � U1∩U2 �� C[x, u, w,
1
u
] ∼= C[x, t, w, 1

t
]� ��� �������
�	�� ∂

∂y
�

∂
∂z
� 	�� ∂

∂t
���
���
�� 
� 
�� ��
�����
��� U1 ∩ U2 �	� �� �����
�� 	�

∂

∂y
=

1

u

∂

∂w

∂

∂z
=

1

u

∂

∂x

∂

∂t
= u

(
x
∂

∂x
+ w

∂

∂w
− u

∂

∂u

)
�� ��� 
���� 	���� ∂

∂y
� ∂

∂z
	�� ∂

∂t
�� x� w 	�� u� 	�� ���� �� ���� 
�	
 ��

�	�� 
�� ���	
���� x = tz� w = ty 	�� tu = 1�
�� ����� ������
���
� � 
�� �	� d : C0(Ṽ ) → C1(Ṽ ) ����� ����� (α, β) ∈

Θ(U1)×Θ(U2) 
� (α− β)|U1 ∩ U2� ��� ������
� ����� �� ��
 ��
�����
 
��

��	�� � Θ(U1)× {0} ����� d 	�� � 
�� ���∑ fk(x, u, w)

uk

∂

∂x
+
∑ gk(x, u, w)

uk

∂

∂w
+
∑ hk(x, u, w)

uk

∂

∂u

����� fk� gk 	�� hk �	�� �� 
��� ��
� ������ ������ 
�	� k−1 �� 
�� �	��	���
u� ��� �������
�	� d �	��

−tk−1 ∂

∂z
�→ 1

uk

∂

∂x
,

	�� �����

pk(y, z, t)
∂

∂z
�→ fk(x, u, w)

uk

∂

∂x
,

����� pk �� ����� �� pk(y, z, t) = −fk
(
tz, 1

t
, ty

)
tk−1� �����	��� �� �	��

qk(y, z, t)
∂

∂y
�→ gk(x, u, w)

uk

∂

∂w

����� qk �� ����� �� qk(y, z, t) = −gk
(
tz, 1

t
, ty

)
tk−1�  �� 
�� �	�
 
���� ��

�	��

rk(y, z, t)

(
y
∂

∂y
+ z

∂

∂z
− t

∂

∂t

)
�→ hk(x, u, w)

uk

∂

∂u

����� rk(y, z, t) = hk(tz,
1
t
, ty)tk+1� !���� d �� ������
���� 	�� H1(Ṽ ,ΘṼ ) =

0�
�� ����
���
 	� ����������� ΘV → H0(Ṽ ,ΘṼ ) 	� ������� "������� 
��

�	�

φ : ΘV → #��(OV ,OU1)⊕#��(OV ,OU2)



�� ������� �	 �
��� ������ 
� � ����� ���
����


����� �	 D �→ (φ1D,φ2D)
 ���� φ1 ��� φ2 �� ��� ���������� �� OV ����

OU1 ��� OU1 
 ����������	� �� ��� ������� ��� {x, y, z, w} ���	 ���� ���

��������� ������

φ1(x) = x, φ1(y) = uw, φ1(z) = ux, φ1(w) = w

φ2(x) = tz, φ2(y) = y, φ2(z) = z, φ2(w) = ty

���� �� ���� � ���

��(OU1 ,OU1)⊕��(OU2 ,OU2) → ��(OV ,OU1)⊕��(OV ,OU2) ,

����� �� ����� �	 (D1, D2) �→ (D1φ1, D2φ2)� ��� �������� ����� ���� ���

ΘV ��� �� ������ �� ⊕2
i=1��(OUi

,OUi
)
 ��� �� ��� �������� �� H0(Ṽ ,ΘṼ )�

�� ��� ����
 ���� ���� � ������� ��� �� ��� ����� ΘV ��

E = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ z

∂

∂z
+ w

∂

∂w

y
∂

∂y
− x

∂

∂x

w
∂

∂y
+ x

∂

∂z

z
∂

∂y
+ x

∂

∂w

y
∂

∂z
+ w

∂

∂x

y
∂

∂w
+ z

∂

∂x

w
∂

∂w
− z

∂

∂z

���	 �� ������ �� ��� ��������� �� ⊕2
i=1��(OV ,OUi

)

(
x
∂

∂x
+ uw

∂

∂y
+ ux

∂

∂z
+ w

∂

∂w
, tz

∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ z

∂

∂z
+ ty

∂

∂w

)
(
uw

∂

∂y
− x

∂

∂x
, y

∂

∂y
− tz

∂

∂x

)
(
w

∂

∂y
+ x

∂

∂z
, ty

∂

∂y
+ tz

∂

∂z

)



��(
ux

∂

∂y
+ x

∂

∂w
, z

∂

∂y
+ tz

∂

∂w

)
(
uw

∂

∂z
+ w

∂

∂x
, y

∂

∂z
+ ty

∂

∂x

)
(
uw

∂

∂w
+ ux

∂

∂x
, y

∂

∂w
+ z

∂

∂x

)
(
w

∂

∂w
− ux

∂

∂z
, ty

∂

∂w
− z

∂

∂z

)
����� � ���	�
�� �
 �� ������ �� ��� �������
� ���	�
�� �
 ⊕2

i=1���(OUi
,OUi

)�(
x
∂

∂x
+ w

∂

∂w
, y

∂

∂y
+ z

∂

∂z

)
(
u
∂

∂u
− x

∂

∂x
, y

∂

∂y
− t

∂

∂t

)
(

∂

∂u
, t

(
y
∂

∂y
+ z

∂

∂z
− t

∂

∂t

))
(
x

∂

∂w
, z

∂

∂y

)
(
w

∂

∂x
, y

∂

∂z

)
(
u

(
x
∂

∂x
+ w

∂

∂w
− u

∂

∂u

)
,
∂

∂t

)
(
w

∂

∂w
− u

∂

∂u
, t

∂

∂t
− z

∂

∂z

)
�� �
 ��
������ 
 �
����� 	� g : H0(Ṽ ,ΘṼ ) → ΘV ��

g(D1, D2) =
1

2
(D1φ1 +D2φ2) .

��
�� π∗(ΘṼ )
∼= R0π∗(ΘṼ )

∼= H0(Ṽ ,ΘṼ ) 
� R1π∗(ΘṼ )
∼= H1(Ṽ ,ΘṼ )� ��

��� ��� ������� �������
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��������� ������ �
 P6

��� �����	
������ � ��� �������� ���� � ����

�����

�� ���� ���	�
� �
 ��� �� ��
 ������������� �� ��
 ���	�
�
 ���� � �
����
��
���
 ��� �� ��	�
� ���� ��
 �����
 �� �������� ���  �

������ !�"#$ ��
�

� ��
 ������������ ��	
� �� ������������� �� ��
 ���	�
�
 ���� � �� % �
��
���
� ��
 ���
�� &�� 
��� ���� ������������ ��	
 '���� ��� �� �
�
��
� �� ��
� �����������	�( �
 ���	��
 ��
 �
��� �
��������� �	��
 �� ��
 ����
�	����
���  ���
��)
���
� ���
�
$ ��� �
 ��
�� �� ��
 �
�
�� *�
� �� ������� ��
��
 ��������
 ���
�$ �
 ���	��
 ��
 +���
 ����
�� �� ��
 �
�
�� *�
��
,
 ��� ���	��
 ��
 �������	���� ����	 �� ��
 ������������$ ��� �
 ����
	��
 ��
 �������� �� ��
 �
��� �
��������� �	��
 ��������� ���
� ���� ����	
������� �� ��
 ������������
 ���
$ �
 ��������� � ��� �
������� �� ��

���� ���������� �� ��
 �
�
�� *�
��

-
� M = [mij] �
 � ��
������
���� d× d �����. '��
�$ mij = −mji( ����

����
� �� � ���� R� /�
 ��� ��������
 �� M �� 

�
�� 0�(M) �� R ��
�
��
 
����� �� M 1 ,�
� d = 2n �� 
�
�$ �
 �
*�
 ��
 0��2�� �� M �� ��

���
� ������

0�(M) =
1

2nn!

∑
σ∈S2n

���(σ)
n∏

i=1

mσ(2i−1),σ(2i)

��
�
 S2n �� ��
 ����
���� ����	 �� 2n 

�
���$ ��� ��(σ) �� ��
 ��������

�� σ� ,�
� d �� ���$ �
 �
*�
 0�(M) = 0�

��
 0��2�� �� � ��
������
���� �����. ��� ��
 	��	
��� ���� ��
 �3���

�� ��
 	��2�� 
3��� ��
 �
�
������� �� ��
 �����.$ ��
�

��
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��(M)2 = ���(M) .

�	 �
�� 
����� �
� ��	� R ���� �� �
� ����	����� ��	� C[x1, . . . , x7]� �	� ��
���� ����� ������ ��	������ �� ��
 �����	�� �	 �
�� ���� �
� ���	 �� �
�
�����	 �	 �� 
���	 ������������ �� �� ����� �� ������ �
� �����	 ��
�	� �� �
� ������ ����� �� �
� �������	�	��

��� � �����	� i1, . . . , im� 1 ≤ ij ≤ d� �
� ������ �����	�� ���� M ��
������	� ���� �	� ����	� ���
 �	���� i1, . . . , im �� ����	 ���� ��������!
�� ����� ��i1,...,im(M) ��� ��� �����	� "
� �����	�� ��i1,...,im(M) ��� �����
�����	� �� ����� d −m� "
� �����	� �� ����� d − 1 �� � d × d ������ M
��� ����� �
� ��������� �	�
��� �� M �

��� �����	
�� 	� ������ ���
��

"
� #��	��� $���	�� ��	�� �����	�� ���� �
� ����	�������	� �	 "���� ��% ���
&���	����	 �� �����	���	 � '�	 ���� �
� #��	��� $���	�� ��	� �������	��	�
�� �	� ����	�������	 �� � ��
��� �� &���	����	� ��� (�������� )�*� (
����� ���
�	 �
� ���� �� #��	��� +*,-.� /�
����� �	� 0���	��� ���1�� �	 "
�����
*�% '�	� ��� �����. �	 �
��� ������ +2- �
�� &���	����	 �����	���	 � ������ ���
��	������ �� �
� ���	���� �����	� �� �
��� ���� �������� ��3��� �������

"
� #��	��� $���	�� ������ �����	�� ���� �
� ����	�������	� �	 "���� ��%
��� ��	������ �� d = 3, 5 �� 7 ��	������� �	 ��
 ���� �
� �������	� ������ 
���	 �	 �� ��������

����� ������ �� ��� ��������������� ������ I0 ������� 	�� ��� ������

�������� �� ����� ���� ����� �� � 	��� �������� 	 ��� ��������������� ����

A = R/I0

0 ��R
f ��Rd M ��Rd fT

��R ��A ��0 ,

����� f �� �  ���� ���� ������� ��� ��������� 	 I0� M �� �� �!������������

d× d ��"��� �����# ��� I0 �� ��������� �� ��� ��������� �	�
��� 	 M �

�	 �
� �����	� ���  ��4 �� ������ �
� ������ 3��� ���� �� �
� C 1����
���� T 1

A �� �������� �	 #����	 5��� "
�� ��1�� �� � 	�� ��������� ����� I1�
���
 k ����������� �	� ��� ��
 
��� �� a �	� b �
�� �	������� �� T 1

A ��
������ 3���� 6� ��� � ��������� 1���� f 1 ���
 �	����� �
� ��	������� �� I1�
�	� �� ��� � 	�� ������ M1 �� ��������	� �
� �	����� �� �
� ������ M �	 ��

� ��� �
�� ���� �������� �� ������1��� �����	� �
� �	����� 
�����	���� �	
x1, . . . , x7 ��
 �
�� M1 · f 1 = 0 ��� t2� �
��� t �� �
� ����� (t1, .., tk)� "
��
��1�� �
� 7��� ����� �������� '�	 P6. ����������	��
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�������	 
��	� �� ���	�� ���� �� ���	��

P 7
1 �� �� ���� �� ����

�� ���� �� ����

�� ����  � ����

!� ���� �� ����

"� ����

#� ����

$� ����

P 7
2 �� �� ���� �� ����

�� ���� �� ����

�� ����  � ����

!� ���� �� ����

"� ���� %� ����

#� ����

$� ����

P 7
3 �� �� ���� �� ����

�� ���� �� ����

�� ����  � ����

!� ���� �� ����

"� ���� %� ����

#� ����

$� ����

P 7
4 �� �� ���� �� ����

�� ���� �� ����

�� ����  � ����

!� ���� �� ����

"� ���� %� ����

#� ���� 
� ����

$� ����

P 7
5 �� �� ���� �� ����

�� ���� �� ����

�� ����  � ����

!� ���� �� ����

"� ���� %� ����

#� ���� 
� ����

$� ���� &� ����

'��	 �(�� �������	� P 7
i ) i = 1, . . . , 5
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�� ��� �	� 
�� ���� 	������ �	� �	������ �	 ���� ���� ���� ���	����	��
	��� ����� ���� ���
 ���������� ������� ��� ������ M1 ��� �	����� ��
�	�� �������
� �
 �	��������� ��� ��������� 	�� �
 	��� ��������� ���
������� 	� ��� ������ M ������ ������
�����
 ��������� ��� �������
�� ��� 	� ��� ������ M1 ���� ��� ������ �����
 � �	 ��� 	������ ����
�	��	�� ��	� ���	��� !�� �� ��� �		� �
 "�����	��� #$!%� &�������
 �	��	��
��	� ��� ���� ���� ��� '	������(����� �� �� ���)������� ��� *�		����	�
+�,�- �� ��� �		� �
 (������ #+,%�
.� ���� �	����� ���� �����
 ��������
 �	� ����� /�� �����������	�� ��	�

����� ��$�

��� �������	�
 �� ��� ������ ����

.� ���� �	� �	���� ��� ������� 	� ��� ��������� 	������� ��	� ��� ��������
����	�� �� ����� ��$�

����� ������ ��� ������ 	
 ������ 
����� 	
 � ���������	� ������ ���

������ 	
 ��� ���	����� �������

��		
� 0�� d �� ��� �������	� d = ���R/I� ��� "������ ������ ��∑d−1
i=−1

fit
i+1

(1−t)i+1 = 1
(1−t)d

∑d−1
i=−1(1− t)d−i−1fit

i+1

����� fi �� ��� ������ 	� ������ 	� �������	� i ��� f−1 = 1� ��� ��� �		� �

(�����
 #+1%� ��� ������� ������ ���� �������	� d − 1� ��������� t = 1 ��
��� �������	� 
����� ��� ������ fd−1�

��� �����������	�� �� ����� ��$ ���� ���� �	 ��������� 	� ������ $$� $+� $�
��� $2� ��� ������ �� ��������� ����� ���	�����	�� �	 �� ��� ��		������
����� �� ��� �	������� 3������4�� ���	��� 	� ������ $+� $� ��� $2� ���
�	��	���� ���	��� ���� �� �	��� �� (����	�� ��2 5 ��-�

�	�
��� ������ �	�� �������� 	
 ��� ������� ���� 	
 ��� ������ ��
	����

�	� ����� 	
 ��� �������������� ���� 	
 ��� ���������	�� � ����� ��� ���

���� � ����� �� �

6	�� ���� ��� �������	� 	� ��� ������ ���� ���� �7���� h1,2+6 �� ��� �	��
��		������ ������ ���	��� ,�+ �� #�% ������ ���� ����� �� �� ����� ��7�����

0 → C6 → H0(ΘXt) → H1(K,C) → 0

(���� ��� ���� ���� �� 8��	� �� ���� ���H0(ΘX) = 6� 9�� �	��� ����� ����
T 1
X0

= h1(ΘXt) + h0(ΘX0), ����� Xt �� � ������� /��� ��� X0 �� ��� �������
/��� 	� ��� ������ ���	�����	� �����



���� ���������	 �
 ��� ������ 
���� ��

�������	 
	��		 	�	��� ��	� ����	 
��	�����
�� ��	 �	���� ����	�� �� ��	 �	����

�	��������� ����	 ���	 ����	

P 7
1 �� ������	� ����� ���� � 

����������� !��� ���������	
����� �	��������

P 7
2 � "����	�	 ���	��	����� h1,1 = 1 ��

���	 (2, 2, 3) h1,2 = 73

P 7
3 � "����	�	 ���	��	����� h1,1 = 1 ��

���	 (2, 2, 3) h1,2 = 73

P 7
4 �� ���#��� �� 5× 5 h1,1 = 1 $�

�����% !��� �	�	��� h1,2 = 61
&�������� �	��� ��
���� ��!'������
��� �	�	��� ���	��
�	��� ���	�!��	

P 7
5 �( ���#��� �� 7× 7 h1,1 = 1 )$

�����% !��� �	�	��� h1,2 = 50
���	�� �	���

*���	 �+ , �������	� P 7
i - i = 1, . . . , 5- ��� ��	�� �	����������
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����� �� 	
�� ������� �	� ������
���� �� �	� ������	
��� �
��� �� ���

 �
�
����
� �
����� ���	 h1,2(X) = 86� 
�� ����� �� � � � � � �	�� !��
������ 
�� �� �	� ������	
��� �
��"

��� ��� ��	
���
�	�� P 7
1

#� �	�� ������ �� ������� P 7
1 � �	� !��� ���
����
��� � S3 ��� $
��� �"%"

$	� &�
�����'������ ���
� � �	�� ���
����
��� ��

I0 = (x5x7, x4x7, x4x6, x1x2x3x6, x1x2x3x5)

�� �	� (�����
� ���� R = C[x1, . . . , x7]" )�� A = R/I0 �� �	� &�
�����
'������ ���� � I0" #� �	� �����
� ���� �������� �� )���
 �" "%� �	� �����
f 
�� �	� �
���* M 
�� ����� ��

f =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
x5x7

x4x7

x4x6

x1x2x3x6

x1x2x3x5

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

��

M =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 −x1x2x3 x4 0
0 0 0 −x5 x6

x1x2x3 0 0 0 −x7

−x4 x5 0 0 0
0 −x6 x7 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .

+���� �	� ������� � ������ ,"�� �� ��(��� �	� ����� T 1
X � �"�" �	�

!��� ���� �������� �����
����� � �	� &�
�����'������ ��	��� X � �	�
��(��*K := P 7

1 �� ���������� �	� ���-� � �	� �
��� � �	� ��(��*" .
����
�����
���� � a, b ∈ {1, . . . , 7}� ���	 b ⊂ [���-(a,K)] 
 ������ � �	� �����*
��� 
�� a 
 �
�� � K� ��������� � T 1

X "
$	� �������� ��
��/
��� |���-(1, K)| � �	� ���- � �	� �����* {1} �� K ��

�	� ����
�� � 
 ������ (���(�� 
�� �� �������
��� �� !���� �"%" $	� ���-�
� �	� �������� {2} 
�� {3} 
�� �����
�"

$� ��������� {4} 
�� {7}� ���� ���� � 
 ����
���� 0��� !���� �" 1� 
��
�� ��������� {5} 
�� {6}� ���� ���� � 
 ���(����� � 
 ���
���� 0��� !��
��� �"�1" 2� 
�� ������� ���-� � �� ��������
� �
���" #� � �
���� �	�
�������� ��
��/
��� �� 
 ���
����" $	� �
�� � {1, 4} ∈ K �� �������
��� ��
!���� �"3" #� � �
���� �	� ���- �� 
 4�
��
����" $	� �
�� � {1, 5} ∈ K ��
�������
��� �� !���� �"5"
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1 ��

2

4 7

5 6

3

������ �	
� �� ���� �� �� ������ {1} �� P 1
7

1 2

3

5

������ �	�� �� ���� �� �� ������ {4} �� P 1
7
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1 2

3

4

6

������ �	�
 ��� ��� �� ��� ������ {5} �� P 1
7

�� ����������� �	�	� ��� ������������� �� T 1
A �� ����� �������� ���� ���

�����	 �� ��� ���� ���� a = 1 �� ��� � ������������ �� T 1
X �� ��� ��! ��

b = {2, 3}	 "� �� ������� �	� ���� ����� � ��#�������� ������������ ���

#���#�� x1x2x3x6 ��

x1x2x3x6 + t1x1x2x3x6
xa

xb

= x1x2x3x6 + t1x
3
1x6 ,

��� � ��#�������� ������������ �� ��� #���#�� x1x2x3x5 ��

x1x2x3x5 + t1x1x2x3x5
xa

xb

= x1x2x3x5 + t1x
3
1x5 ,

���� a = (2, 0, 0, 0, 0, 0, 0) ��� ����� xa = x2
1 ��� xb = x2x3	 ��� ����� �����

#���#��� �� ��� $����!%&������ ���� ��� ���������	 ��� ����� a = {2}
��� a = {3} ���� ���� �� ��#��� ������������� ���� ����#����� t2 ��� t3 
����������!	 �� ��� ���� a = {4} ��� ����������� ����� ���� �� '' ��#�������

�� T 1 ��� ��� ���� b ⊂ {1, 2, 3, 5} ���� |b| ≥ 2	 ��� ���� a = {7} �� ��#���	

�� ���� �� ��� ��� ����� a = {5} ��� a = {6} ��� ���������� �� � �������

����� ( �������� ������� �� b ������������ ���%������! �� T 1	 �� �������� ���

) �������� ���� ���� �� 9 × 4 ���#�������� ��� ��� * +��������� ���� ����
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1 ��

2 3

5

������ �	
� �� ���� �� �� ���� {1, 4} �� P 1
7

4 3

62

������ �	�� �� ���� �� �� ���� {1, 5} �� P 1
7

�� 6× 2 �������������	 ���� ��� ��� �������� ����� ���� �� � �������������
��� ��� 
 �� ������ �� �� ����� �	�	�	 �� ��� ���� ���� ��� ����� T 1 �� Zn

������� �	�	 �� ����  �� a = {1, 4} ��� b = {2, 3, 5} ����� � � ��!�����
������ �� �� ������ a �� ����� ��� �� �����"����� �� �� �"������ �� P6#

a = (2, 0, 0, 1, 0, 0, 0) �� a = (1, 0, 0, 2, 0, 0, 0) ��� ��� ������� a = {1, 4}	
$������ ��� ��� �������� �� ��"������ �� T 1

X ��

3× 1 + 2× 11 + 2× 5 + 9× 5 + 6× 2 = 92 .

��� ����� %� ����"����� t1, . . . , t92� ��� �� &��� ����� �����"�� ����� I
1	

�� ��������� ��� ��� �� ���������� �� I0 ��� �� ������ �� ��������� ��� ���
�� ���������� �� I1� ��� �� "����' M ����� �� �� "����'
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M1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 g1 g2 l1 l2

−g1 0 g3 l3 l4
−g2 −g3 0 l5 l6
−l1 −l3 −l5 0 0
−l2 −l4 −l6 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

����� g1� g2 ��	 g3 ��� 
��
� ��	 l1, . . . , l6 ��� ����� ����� � ��� ��������

x1, . . . , x7� ��� ����� � 
������	 ����
���� ��	 � ���� � ��� �����	�

�� ���� ��� ��� ���
��� ������� �� M1 ��� ��� ������ 	��������� �� ��

��� ��	����

����� � 
���	���� 
����� �� 
�� 	��
��� � ������� ���� X ��

� 

[
x1 x3 x5

x2 x4 x6

]
≤ 1 ��	

[
x1 x3 x5

x2 x4 x6

]
·

⎡⎣g3g2
g1

⎤⎦ = 0

��� ���� ����� �� �!������ 	���� ��� ���"�
��� 
��� ���� ��� #���� ����	$

	�� �� P1×P2 � P5� %��� ��� ������ Y � ����� � ��� ������� ���� �� Xt�

��� ������ �� ��� 
��� Y & P = (0 : · · · : 0 : 1)� ��� ��������� � � ��	�� '�

��
� � � ��
���� �������
 �� x1x4−x2x3 = 0 � C4� #�
� Xt � ��� �������

���� � � ������ ������ 	��������� ���
�� X0 
����� �� �������	�

(��� ��� ��
��!��� �� #�
��� )�*� ��� ������
��� �� X ��� ��� �!��$

���� x3 = x4 = 0 ���� � ������ �����
� S 
������� ��� ���� P � � 
������

��������� π : X̃ → X ����� ��
� ��� ���� ��������� �� X � � ��	�� ��	

��� ����� S ������ ������� ��� ��	�� +�� X̃ �� ��� ������	 ������	 ��

������ �� ����� S�

��� ,�
����� � 
��������� �� ���� -. ���� 	�T 1
A,0 = 86� ��	 �� 
��


������ ��� ��������� ��� T 1
A,0 → T 1

OP
� ��
� � )� �� ���� 	�H1(ΘX̃) =

86 �� ������� ��)���

��� ��� ��	
���
�	�� P 7
2

'� ��� ��
��� �� 
���	�� P 7
2 � ��� ��
��	 ����������� �� S3 � ����� /���

'� ��� #������$0����� 	���

I0 = (x5x7, x1x7, x4x5x6, x1x2x3, x2x3x4x6)

��	 ��� ����� M � ��� ���� ��������� �



���� ��� ���	
��	���
 P 7
2 ��

M =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 −x4x6 x1

0 0 x2x3 0 −x5

0 −x2x3 0 x7 0
x4x6 0 −x7 0 0
−x1 x5 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
�� �� ��� 	
����� �������� �� ���	�� ��� ����� T 1

X � ���� ��� �
�� �
��


�������� ����
�������� �� ��� ��������������
 ������ X �� ��� ���	���

K := P 7
2 �� �������
��� ��� ����� �� ��� ����� �� ��� ���	����  �
���

������������ �� a, b ∈ {1, . . . , 7}� ���� b ⊂ [����(a,K)] � ����� �� ��� ��
���
��� ��� a � ���� �� K� ����
���� �� T 1

X �

!�� ������
�� 
����"����� |����(i,K)| �� ��� ���� ����(i,K) �� ��� ��
���
{i} �� ��� �����
� �� � ������ 	�����	� ��
 i = 2, 3, 4 ��� 6� #�
 i = 1 ���
5� ��� ������
�� 
����"����� |����(i,K)| �� ��� ��	������ �� � �
������� ���
��
 i = 7� |����(i,K)| �� � ���
����
���

!�� ����� �� ��� ����� ���� 
��� �� $ �
�������� % &��
������ ��� ' 	���

������� (����� ��� ��������� �� T 1
X �� 4×1+2×5+1×11+8×5+7×2 = 79�

)� ���	�� ��� �
�� �
��
 ����� It 	�
�
��� �� %* 	�
�����
�� !��
���
�� M ����� �� ��� ���
��

M1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 −g q1 −q2 x1

g 0 q3 −q4 −x5

−q1 −q3 0 x7 t38
q2 q4 −x7 0 −t33
−x1 x5 −t38 t33 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

���
� g �� � ���� ��� q1, . . . , q4 �
� &��
��� �� ��� ��
������ x1, . . . , x7� !��

����� ��	
������� ��
 ����� &��
��� �
� ����� �� ��� �		����� �� 	��� $+�

!�� ��
��� ����
������ �	��� 	 �� ��� �
��
� �� ����� �� ��� 	
����	�� 	����

���� �� ��� ���
�� ������ ,�� X �� � ����
�� ���
 �� ���� �������

����� ������ ��� ������	 X �� � �����	
	 ��
	��	�
���

����� ��� ����� ��	�
 ������ � 
�� ��
��� M1 ��

W =

[
0 k
−k 0

]
,

����� k �� � ����
��
� ��� ��
��� M1 ��� �� ���

�� �� 
�� ���

[
U V

−V T W

]
=

[
I V W−1

0 I

] [
U + VW−1V T 0

0 W

] [
I 0

(VW−1)T I

]
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���� ��� �	�
� �� �����
� �
�
�� �
� �� ������	 
� ��� �����
�
�
�
�� �� ��� �
���� 
� ��� ����� ������ 
����� ����� ��� �� ��� �����
����

�� ��� ����� ��� ���
����� ����� �
�
�� 
�� ��� �������� �� ��� 3 × 3
�
���� U ′ = U + VW−1V T ��������	 �� 
 �����
��� ������ ��� �
����� �� 

������� ������������ �� P6�

��� ��� �����
� �
�
�� �
� �� ��	���	 �� ������ ��� ��
	���� 
�	 

������ ��� ���������� �� 
 �����
� ���� �
� �� ���� �	 ��� 
 ���	 ������ ��
��� ti ����� 
 ������� 
�����
 
� 
�� �� � !
�
��
� " #$%& �� '�����
� #$(&�
)� ���� ������ ��� ���������� �� ��� ������ ����� ��������� ��� ���������
�� *+	�
�	,� ������ #"(&� ��� ��������� ����
 ���� �� �������

����� ������ ����� �� �� �	�
� �����
�

0 ��OP6(−7) v ��2OP6(−5)⊕OP6(−4) U ′
��

2OP6(−2)⊕OP6(−3) vT ��OP6 ��OX
��0

����� X �� ��� ������� ���� ��� v �� ��� 
���� ��
��� ���� ������� ��� �����
����
���� ������� �� U ′�

'���� X �� -
�
��./
� 0��� ������� 1�"�$2� ��  ��� ��
� h1,0(X) =
h2,0(X) = 0� )� ��� �����	 �� ��	 ��� ���
����� ��	�� ������� �� X�
3�� J :=  ��(i
 : OP6 → i∗OX) 	����� ��� �	�
� ���
��

����� ������ ����� �� � ���� ���������

0 ��G U ′· ��H Φ ��K v⊗2
��J 2

X
��0

����� ��� ������� G� H ��� K ��� ����� ��

G = OP6(−9)⊕ 2OP6(−10)

H = 2OP6(−6)⊕ 4OP6(−7)⊕ 2OP6(−8)

K = 3OP6(−4)⊕ 2OP6(−5)⊕OP6(−6)

��� �������� �� G� H ��� K ��� �������� �� 5 × 5������
�� ���� ��� �����
��������
 �����
��� ������� �����
�� ����� ��� �������� �����	 ��� ����
 ��� ���
�!� ��� ��������
 �����
�� �����
������� ��� ����� ���� ���

U ′· : A �→ U ′A− I/3 · ���
�(U ′A) ,

Φ : B �→ BU ′ + (U ′)TBT ,

���
v⊗2 : C �→ vTCv .

"� ������ ����� ��� ��������� ��� ���� ���� �� ��� ��� U ′ ��� �� ��������



���� ��� ���	
��	���
 P 7
2 ��

������ ��� ��� ��	
������� ��� ������� ����� ���� �� ��	��� �� 
���� ����
��� ������ ��� ������� � ��� �	����� ��� ���� 	�
� v⊗2� �� �����������
������� J 2

X �� �������� �� ��� ���	��� �� v
Tv� ���� ��� ���	��� mij = vivj

��� i ≤ j�
��� �������� � ��� mij ��� � ����� ��� mij = mji �� mijvk = mjkvi�

���� ��� ������� �� ����� �� K� ����� ������� ��� 	�
 Φ : H → K�  �
����

Φ(B) = BU ′ + (U ′)TBT = BU ′ − U ′BT

�� ����

Φ(B) = 0

BU ′ = U ′BT

U ′BTv = 0 .

!�� ��	� b "� ���� #�� $�		� %���&'

BTv = bv

(BT − Ib)v = 0 ,

�� ��� ��	� 	����� W "� ���� #�� $�		� %���& ����'

BT − Ib = WU ′

B = −U ′W T + bI .

(��� B = −U ′W T + bI ������ −U ′W T 	����� I� "� ���� 
����� ���� ���
������� �� ����� �� H�
)������ ��� 	�
 U ′· : G → H� ��� �	��� �� � ���"*��		����� 	�����

A �� ���� �� �� ��� �� U ′A = bI� +�"����� ���"*��		���� ������ ��� ����
��� 3� (� ��� � �� 	�
 �� ����� "� 	��� ���� U ′A = 0� +�"����� ���� ���
����� ������� �� $�		� %���&� "� ���� ���� U ′A = 0 ⇒ A = vwT ��� ��	�
������ w� +�"����� A = −AT = −wvT � �� U ′A = 0 ⇒ U ′w = 0 ⇒ w =
gv ⇒ A = gvvt� +�"����� ��� A = gvvT �� �� ���"*��		������ g 	��� ��
����� 	���� A = 0� +���� ��� 	�
 �� ���������

����������� 	
�
�
 ��� 	�
�� ������ ���

h1,1(X) = 1 ��
 h1,2(X) = 73 ,

����� h1,1(X) := 
��H1(ΩX) ��
 h1,2(X) := 
��H2(ΩX)�
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������ ������ �	 
��� ��� H∗(OP6(−r)) = 0 ��� 0 < r < 7� �	����� �� �	
��	 � �	�������� 0 → An → · · · → A0 → I �	�	 H∗(Ai) = 0 ��� i < n�
�	� Hp(I) ∼= Hp+n(An)� ��� ����� h6(OP6(−r − 7)) = h0(OP6(r)) =

(
r+6
6

)
�

����� �	�	 ����� �� �	 �	�������� �� OX(−1) ������ �	 	����	 �	��	��	
�� �	��� �����  ! −1" �	 �	� hp(OX(−1)) = hp+3(OP6(−8)) ��� �� 7 ���
p = 3� ��	����	 #	��� ����� �	�	 �	����� ��� �	 ��������! �� OX �� �	
���� 	$��� �	��	��	 ��

0 ��ΩP6 |X ��7OX(−1) ��OX
��0

�	 %�� ��� h0(ΩP6 |X) = h2(ΩP6|X) = 0� h1(ΩP6 |X) = h0(OX) = 1� ���
h3(ΩP6 |X) = h3(7OX(−1))− h3(OX) = 48�

��� �	 ��	�� �	�� JX � �	 � ��	 �	����� ��� �	 �	�������� ����� ���	
hp(JX) = hp+2(OP6(−7)) ��� �� 1 ��� p = 4� ��	����	 #	��� ��� J 2

X � �	
�	�������� �&���� ���� ��� ���� 	$��� �	��	��	�

0 ��G U ′· ��H ��'�(Φ) ��0

���

0 ��'�(Φ) ��K v⊗2
��J 2

X
��0

���� �	 �	����� �	 �	� hp(J 2
X) = hp+1('�(Φ))� ���� �	 %���� �	 ���!

���(#	�� &��� �� �	 ���� 	$��� �	��	��	 ��

0 ��H5('�(Φ)) ��H6(G) ��H6(H) ��H6('�(Φ)) ��0

)�� ��
	� h4(J 2
X)− h5(J 2

X) = h5('�(Φ))− h6('�(Φ)) = h6(G)− h6(H) =
2h6(OP6(−9))+h6(OP6(−10))−2h6(OP6(−6))−4h6(OP6(−7))−2h6(OP6(−8)) =
2 · 28 + 84− 2 · 0− 4 · 1− 2 · 7 = 122� ����	 �	 ����	�! �� ������ �	 ��	 �
���� 	$��� �	��	��	

0 ��J 2
X

��JX
��N ∨

X
��0

��� ����	� �	��	��	

0 ��N ∨
X

��ΩP6 |X ��ΩX
��0

*��	 ��� N ∨
X �� � �	�� �� X� 	��	 hp(N ∨

X) = 0 ��� p > 3 = ���X� +��	����
��� ���� �	 ���� 	$��� �	��	��	� �� �	 %��� �� �	 ��� �	��������� � ��	�
�	 �	� h5(J 2

X) = 0 ��  �� h4(N ∨
X) = 0 ��� h5(JX) = 0� ,	��	 �	 ��	

h4(J 2
X) = 122� '� ��������� �	 �	� h2(N ∨

X) = 0 ��� h3(N ∨
X) = 121� )	

���� 	$��� �	��	��	 �� �	 �	���� �	�������� � ��	 !�	��� h1(ΩX) = 1 ���
h2(ΩX) = 121− 48 = 73�
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����� �����	
� ��� ��� 
�� ����� �����
����� 	
���
��� �� �
� �������
��� ����� �� 
������������ �� ��� ����	���
	 ����	����� �� �� 
 �������� ��
S7 
� �� ������� �� ����!��� ����� ������
����� ������"� ��� �
���
	
�
����� #�� 
����������� ����� $��(P 7

2 )
∼= D4 �� ��� ����	�� P 7

2 �� ���
 ��� �
	 ����� �� % �	������& ���� Z ∗ Z �� �	� ��� ��	
����� a2 = b2 = 1&
(ab)4 = 1� �� �� �����
�� �� ��� �	������

a =

(
1 2 3 4 5 6 7
1 2 3 6 5 4 7

)

� 

b =

(
1 2 3 4 5 6 7
5 4 6 2 1 3 7

)
.

#��� ����� 
����� �� ��� "���
	 �
��	� �
� '' ������� (����& �� �
"� 
�
��"
��
�� �
��	� ���� '' �
�
������& s1, . . . , s22�

��� ��� ��	
���
�	�� P 7
3

�� ���� ������� �� ����� �� ��� ���� ��
��	�& P 7
3 & ���� #
�	� )�� �� �
�

��
�	��*+������ � �
	

I0 = (x6x7, x4x5, x1x2x3) ,


� ��� ��,��� �
���� ��

M =

⎡⎣ 0 −x1x2x3 x4x5

x1x2x3 0 −x6x7

−x4x5 x6x7 0

⎤⎦ ,

$� �� �������� )�� 
� )�-& �� ������� ��� �� �	� T 1
X & ���� ��� .��� �� ��

����  �  �����
�����& �� ��� ��
�	��*+������ ������ X �� ��� ����	��
K := P 7

3 �� ����� ����� ��� 	��!� �� ��� �
��� �� ��� ����	��� /
�����
������
����� �� a, b ∈ {1, . . . , 7}& ���� b ⊂ [	��!(a,K)] 
 ������ �� ��� "�����
��� 
� a 
 �
�� �� K& ���������� �� T 1

X �
#�� ��������� ��
	�,
���� |	��!(1, K)| �� ��� 	��! �� ��� "����� {1} �� K

�� 
� ���
�� ���& 
� �� �		����
�� �� .���� )�0� #�� 	��!� �� ��� "�������
{2} 
� {3} 
�� ����	
��

#�� 	��!� �� ��� "������� {4}& {5}& {6} 
� {7} 
�� ��� ���������� �� 

���
��	�� �� 
  �����& ��� 	��!� �� ��� � ��� ��"� ���� �� - 1�
 �
��	�� 
� 
� ���
��	��� 2������ 
		 ���� ��������& ���  �������� �� T 1

X �� 3× 3 + 4× 5 +
15× 2 + 4× 5 = 79�

#�� �������� � �
	 �� �����
�� �� ��� �	������ �� ��� "�����
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3

4
6

57

������ �	
� �� ���� �� �� ������ {1} �� P 7
3

f 1 =

⎡⎣q2q1
g

⎤⎦
���� �� ����� ����������� ��� g� q1 ��� q2 ��� ����� �� �� �������� ��
���� ��	 �� ������  ����� ����� ��

M1 =

⎡⎣ 0 −g q1
g 0 −q2

−q1 q2 0

⎤⎦ .

��� �� ����� ��������� !� f 1 ����� �� ������ �� ��� �� �� ��� ������	 ��
������� "!�� X �� ����� !� g = 0� q1 = 0 ��� q2 = 0� �� ������������ �� 2
#������� ��� � ��!�� �� P6� � �� ����� ������������	 �� � ������� ��� !�
������ ��� � ���� ����� �� �� ti ����� $������� %&'(	 �� ��������� ��  �
���� !� ������	

����� ������ ��� ��������

0 ��OP6(−7) F ��2OP6(−5)⊕OP6(−4)
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R1
��2OP6(−2)⊕OP6(−3) F t

��OP6 ��OX
��0

�� ������ 	
��� F �� R1 ��� ����� ������ �� ������ ��� �
� ti�� ��� �
�����

����� X �� �	
	���	�� �� ���� ��	� h1,0(X) = h2,0(X) = 0� ��� ��
�

����� ����������� �	� �� ������ �� 	 ����
	� �	���� 	� ����������� �� �! ��
��� �������� ��������

����������� 	
�
�
 �
� ���� ������� ���

h1,1(X) = 1 �� h1,2(X) = 73 ,

	
��� h1,1(X) := ��H1(ΩX) �� h1,2(X) := ��H2(ΩX)�

"���� �����
	� #$!% &�� 	�' ����� �����	����� 
	���	��( �� �	� �������
��� ����� �� 	������������ �� ��� ����
���	
 ����
�)��� *� �� 	 �������� ��
S7 	�� �� �������� �' �������� ����� ������	����� �������� ��� �	)��	

�	����� ��� 	����������� ����� +��(P 7

3 ) �� ��� ����
�) P 7
3 �� D4 × D3�

����� D4 �� ��� ������	
 ����� �� , �
������� ���� Z∗Z ����
� ��� ��
	�����
a2 = b2 = 1� (ab)4 = 1� ��� ����� D3 �� ��� ������	
 ����� �� - �
�������
���� Z ∗ Z ����
� ��� ��
	����� c3 = 1� d2 = 1 	�� cdc = d� ��� �����
+��(P 7

3 ) �� �����	��� �' ��� ������	�����

a =

(
1 2 3 4 5 6 7
1 2 3 5 4 6 7

)
b =

(
1 2 3 4 5 6 7
1 2 3 6 7 4 5

)
c =

(
1 2 3 4 5 6 7
2 3 1 4 5 6 7

)
d =

(
1 2 3 4 5 6 7
3 2 1 4 5 6 7

)
	�� �� �	� ����� 48� *� �� �������� ��� ����	��
' ���	��	�� ����� ���� �����
	������ ��� ������	
 .� �	�	������ ������ �� $/�

��� ��� ��	
���
�	�� P 7
4

*� ���� ������� �� �������� P 7
4 � ��� ������ ���	���
	���� �� S3 ���� �	�
� ��$�

��� ��	�
�'�0������ ���	
 �� ���� ���	���
	���� ��

I0 = (x5x7, x1x2x5, x1x2x6, x3x4x6, x3x4x7) .



�� ������� �	 
�� ������� ��������� ������
 � P6

�� ��� �	
��	��
 ���� R = C[x1, . . . , x7]� ��� A = R/I0 �� ��� ���
���

������� ���� 	� I0� ��� �����
 ���� ���	
���	� ��� ���
���������� ���� ��

0 ��R
f ��R5 M ��R5 fT

��R ��A ��0 ,

����� f �� M �� ����� ��

f =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
x5x7

x1x2x5

x1x2x6

x3x4x6

x3x4x7

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

M =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 x3x4 −x1x2 0
0 0 0 x7 −x6

−x3x4 0 0 0 x5

x1x2 −x7 0 0 0
0 x6 −x5 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
�	������� � �� ��� �����	�� �����	��� ��  �� ��� �	��
� T 1

X � ���� ��� ���

������ ����
 ���	����	��� 	� ��� ���
���������� ������ X 	� ��� �	��
�!

K := P 7
4 �� �	��������� ��� 
��"� 	� ��� ���� 	� ��� �	��
�!� #��	�� �	��

�����	�� 	� a, b ∈ {1, . . . , 7}� ���� b ⊂ [
��"(a,K)]  ������ 	� ��� �����! ���

�� a  ��� 	� K� �	�������� �	 T 1
X �

��� ��	������ ��
�$��	� |
��"(i,K)| 	� ��� 
��" 	� ��� �����! {i} �� K
�	� i = 1, 2, 3 �� 4 �� ��� �	����� 	� ��� ���
�� �	
��	��� %	� i = 5
�� 7� ��� 
��" �� ��� ��������	� 	� ��� �����
�� �� �	� i = 6� ��� 
��"

��  	������	�� &� �����	�� ��� 
��"� 	� ����� ���� ���� �	 ' �����	��� (

)�����
�� �� ' �����
��� *������ 

 ���� �	������� ��� �������	� 	� T 1
X

�� 4× 1+ 2× 5+ 1× 3+ 6× 5+ 10× 2 = 67� + �����
  ��� X ��

 �� �����

�� ��� �������
 ��,�� 	� ��� ����!

M1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 q1 q2 q3 q4

−q1 0 l1 l2 l3
−q2 −l1 0 l4 l5
−q3 −l2 −l4 0 l6
−q4 −l3 −l5 −l6 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
����� q1, . . . , q4 �� �����
 )������ �� l1, . . . , l6 �� 
���� ������ ���

�!�� �!������	�� �	� ��� �	
��	��
� �� ���� ����! �� ����� �� ��� ������!�

��� ��		������ 	� ��� �����
  ��� �� �� ����"�� ����� �	������ 
����

�	������



���� ��� ���	
��	���
 P 7
5 ��

����� ������ ��� �������	
 ����	��

0 ��OP6(−7) F ��OP6(−5)⊕ 4OP6(−4)

M1
��OP6(−2)⊕ 4OP6(−3) F t

��OP6 ��OX
��0

�� ������ ����� F �� ��� ������ ���� �	����� ��� �����	� �� ��� ������ M1

��� t2�

����� X �� 	
�
���
�� �� ���� ��
� h1,0(X) = h2,0(X) = 0� ��� ������

��� ����������� �
� �� ������ �� 
 �����
� �
���� 
� �����������  ���!�

	
�������� ������ ��� ���
� 	����� ���

h1,1(X) = 1 �	� h1,2(X) = 61 ,

����� h1,1(X) := ���H1(ΩX) �	� h1,2(X) := ���H2(ΩX)�

��� ����� "��(P 7
4 ) �� 
������������ �� ��� ������# P 7

4 �� D4� ��� ����

��
� ����� �� $ ��������� %� �� �����
��� �& ��� ������
�����

a =

(
1 2 3 4 5 6 7
2 1 3 4 5 6 7

)

��

b =

(
1 2 3 4 5 6 7
3 4 1 2 7 6 5

)
.

���� ����� 
����� �� ��� ����
� �
���& �
� '( ������� )����� �� �
�� 
�

���
��
�� �
���& ���� '( �
�
������� s1, . . . , s20�

��� ��� ��	
���
�	�� P 7
5

%� ���� ������� �� �������� ��� *��� �#
����� P 7
5 � ���� �
���  ��� %� �
�

��
���&+������ ���
�

I0 = (x1x3x5, x1x3x6, x1x4x6, x2x4x6, x2x4x7, x2x5x7, x3x5x7) ,


�� ��� �&,&�& �
���# ��

M =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 x7 −x6 0 0
0 0 0 0 x5 −x4 0
0 0 0 0 0 x3 −x2

−x7 0 0 0 0 0 x1

x6 −x5 0 0 0 0 0
0 x4 −x3 0 0 0 0
0 0 x2 −x1 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.



�� ������� �	 
�� ������� ��������� ������
 � P6

������	
� � 	
 ��� ����	�� ���	�
� �� �
� ��� ������ T 1
X � 	��� ���

��� ����� �������� ��������	�
� �� ��� ���
������	
�� ����� X �� ���

�������K := P 7
5 �� ��
	���	
� ��� �	
  �� ��� ���� �� ��� �������� !��	��

����	
��	�
 �� a, b ∈ {1, . . . , 7}� �	�� b ⊂ [�	
 (a,K)] � ���� �� ��� ������

�� �
� a � ���� �� K� ��
��	���� �� T 1
X �

"�� �������	� ����	#��	�
 |�	
 (i,K)| �� ��� �	
 �	
 (i,K) �� � ������ {i}
	 ��� ���
���� �� � ����	� �������� ��� i = 1, . . . , 7� $� ��� ��
	��� �	
  ��

�
� �	��
	�
�� ����� %
 & ��� ��� �������	� ����	#��	�
 	 � ��	�
���� �
�

	
 & ��� ��� �	
 	 � '�����
���� (���	
� ��� ��	 ��������� ��� �	��
	�
 ��

T 1
X 	 7× 1+7× 5+7× 2 = 56� "�� ���� ���	�� 	 �	������ 	
 ��� ����
�	��

"�� ����	� M �	�� �� ��� ����	�

M1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 l1 l2 x7 −x6 −l3 −l4
−l1 0 l5 l6 x5 −x4 −l7
−l2 −l5 0 l8 l9 x3 −x2

−x7 −l6 −l8 0 l10 l11 x1

x6 −x5 −l9 −l10 0 l12 l13
l3 x4 −x3 −l11 −l12 0 l14
l4 l7 x2 −x1 −l13 −l14 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

����� l1, . . . , l14 ��� �	
��� ����� ���� ����� �����	�
 ��� �	��
 	
 ���

����
�	� �
 ���� )*� "�� ��
���� ���� X 	 � ������ +, �����	�-�� *������

"�� ������	
� (����	�	�
 ��
 �� ������ 	
 � 	�	��� ��

�� � (����	�	�


*���,�

����������� 	
�
�
 ��� ����� �	
��� ���

h1,1(X) = 1 ��� h1,2(X) = 50 ,

����� h1,1(X) := ��
H1(ΩX) ��� h1,2(X) = ��
H2(ΩX)�

"�� ���������	� ����� �� ��� ������� P 7
5 � 	 .��(P 7

5 )
∼= D7� %� 	

��
������ �� ��� ��������	�


a =

(
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 1

)
b =

(
1 2 3 4 5 6 7
7 6 5 4 3 2 1

)
�	�� �����	�
 a7 = 1� b2 = 1� aba = b� . ��������	�
 �	�� � � ���������

	
���	�
� ��������	�
 �
��� ��� ���	�
 �� ��	 ������ $� �	�� ��
	��� �

�
����������� �����	�� �� ��	 	
���	�
� ���	�� 	
 ����	�
 ,�+�



������� �

	�� 
����� ��� ���� �������

�� ���� ���	�
� �
 �� �
�����
 ��� �� ������ ��
 ������ ��� ���� ����

���� ���� ��
 ������������� �
 �����
� �� ��
 	�
����� ���	�
�� ��
 ������

������ �� ������
� ���� ��
 ���	
� P 7
5 � ��� ��
 ���� ������ �� ������
�

���� ��
 ���	
� P 7
4 � ��
� ��
 ���
� �� � ��
	��� �
������� �� � ����
�

��
�	����
�
� �������� �� ��
 ��������� ����� ���
� ��
 ������ �� ��
 ���

�����	���� ����	 �� P 7
i �

��� ��� ��	
��	 ����� ������������

 �����
� ��
 ���
 �� P 7
5 ����� �
 �����
� �� !
����� "�#� ��� 
� X0 �
 ��


!���
���
���
� ���
�
 ��������
� �� ���� ���	
�� �����
� �� !
����� "�#� $�

�

� �� ��
 	�
����� ���	�
�� ��
 �������	���� ����	 �� ��
 ���	
� �� D7�

�
�� ���� ��
 ������������ ���	�
� ���� ��
 �������	���� ����	 �����
�

�� ������ �� T 1
X0
� ��� ���� ��
 	����
�
�� �� ��
 �
��� ����� ����
�	���

�� ���
� ��� ��%� ������������ �� T 1
X0
� ��
 D7 ������ �� ��
�
 ��
 ���
� ��

���
 &�'�

$ ��
 ��%� �� �
����
� ��
 ����� 	����	
�� ��� � ��
�
 ( ����� 	���

� � )��% # �� D7������

{1} {2, 7} ����� 	����	
 (

{1, 3} {2, 4, 7} ������
 '&

{1, 3} {2, 7} ������
 '&

{1, 3} {4, 7} ������
 (

{3, 5} {2, 4} *�������
 '&

���
 &�'+ T 1
X0
�� ,- ���
������ ��� ��
 !���
���
���
� ���
�
 X0 �� P

7
5

,"



�� ������� �	 ��� �
���� �� ���� �������

����� �	� �
� �	��� 
��	 ��� �����
 �� ���� �����	����� �	��� �
 �������
�
�� ���� � ����� ���	� ��� ��
� �� �
 ���� �� � �	��
���� �
� �� ���� � �����
���	� �� �� � ���	�
����

��� �
��	��
� ��	�����	� s1, . . . , s5 �	� �������� �� �����
� ��� ��	����
��	� ti ��		����
��
� �� ��� ���� �	��� 
��	 ��� �����
 �� ��� �����	�����
�	�� �
 T 1

X0
�  �
����	 �
� �� ��� �
��	��
� ��	�����	� ��		����
��
� �� ���

��
�� �� ����� ���
� �	��
����� s := t24 = t25 = t29 = t33 = t35 = t38 = t40� ���
�
� ���� � �����
�� �
 ��� �	���� �
� ��� ��� ����	 �
�� �� 0� �
 ���� �����
��� ���	�! M1 ���� 	���� ��⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 x7 −x6 0 −sx4

0 0 sx7 0 x5 −x4 0
0 −sx7 0 sx5 0 x3 −x2

−x7 0 −sx5 0 sx3 0 x1

x6 −x5 0 −sx3 0 sx1 0
0 x4 −x3 0 −sx1 0 sx6

sx4 0 x2 −x1 0 −sx6 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

"�� Xs �� ��� ��	���� ��
�	���� �� ��� �	�
����� ���#�
� �� ���� ���	�!� ��
�� ��$
�� �� ��� ����� ��
�	���� �� ��� ����
������

p1 = −x1x3x5 + s2x6x5
2 + s2x1

2x7 − sx2x3x4 + s3x3x6x7

p2 = −x1x6x3 − sx1x2x7 + s2x3
2x4 + s2x6

2x5 + s3x1x5x4

p3 = −x1x6x4 + s2x3x4
2 − sx6x5x7

p4 = s3x1x4x7 − x2x4x6 − x3x5sx4 + s2x7x6
2

p5 = −x2x4x7 + x4
2s2x5 + s2x6x7

2

p6 = x5
2s2x4 − x7x2x5 − x7sx1x6 + s3x3x4x7

p7 = x7
2s2x1 − x3x5x7 − sx4x5x6

���� ��	���� ��� �% 
�����  �����
� ��� 
�
&�	� ��	�����	 �� �
� �� ���
����	 ��� ��	�����	� ��		����
��
� �� �	��
����� ����� � ������ ��
�	�� $��	�
�	 � ��
�	�� $��	 ���� ��
���	 ���� �� ����
���
 ' �
� ���	�� ()*� ����	 �
+������ , ���������
 -(./�

���	� �� ���� � 
��	�� �����
 �� ��� ��	� (C∗)7 �
 X0 ⊂ P6 �� ��������
0
 �����
� λ = (λ1, . . . , λ7) ∈ (C∗)7 ��
�� � ���
� (x1, . . . , x7) �� P

6 ��
(λ1x1, . . . , λ7x7)� ��� ���	�� {(λ, . . . , λ)|λ ∈ C∗} ���� �� ��� ���
���� �

P6� �� �� ���� �
 �����
 �� ��� �����
� ��	� T6 := (C∗)7/C∗� �
 �	��	
�� ������ ��� ���	�� H ⊂ Tn �� ��� �����
� ��	� ����� ���� �
 ����
�����
 ��������� ��
����	 ��� �����
�� �����	 ���	�!



���� ��� ��	
��	 ����� ������������ ��

λ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λ1 0 0 0 0 0 0
0 λ2 0 0 0 0 0
0 0 λ3 0 0 0 0
0 0 0 λ4 0 0 0
0 0 0 0 λ5 0 0
0 0 0 0 0 λ6 0
0 0 0 0 0 0 λ7

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
����� ���� 	
 (x1, . . . , x7) ��

λ · (x1, . . . , x7) = (λ1 · x1, . . . , λ7 · x7) .

�� �����	�� ����
� 	
 Xs �� ��
������ �� ��� λ ���� ��� ��	����� ����
λ · pi = cipi �	� i = 1, . . . 7� �
� ci � �	
���
�� ��	� λp1 = c1 · p1� �� 	����

��� ������	
�

λ1λ3λ5 = λ2
5λ6 = λ2

1λ7 = λ2λ3λ4 = λ3λ6λ7 .

�	� �	
��
��
��� �� ��� λ1 = 1� �
� �� ��� ��� ������	
�

λ3λ5 = λ2
5λ6 = λ7 = λ2λ3λ4 = λ3λ6λ7 . �����

��
�� �� ���� ��� �	  	��
� �!������	
 �	� λ5� λ6 �
� λ7�

λ5 = λ2λ4 ���"�

λ6 =
1

λ3

���#�

λ7 = λ2λ3λ4 �����

��	� λp2 = c2 · p2� �� 	����
 ��� ������	
�

λ3λ6 = λ2λ7 = λ2
3λ4 = λ5λ

2
6 = λ4λ5 �����

$
�����
� ���"�� ���#� �
� ����� �
�	 ����� �����

1 = λ2
2λ3λ4 = λ2

3λ4 =
λ2λ4

λ2
3

= λ2λ
2
4 ���%�

��
�� λ3 = λ2
2 �
� λ4 = λ−4

2 � ��	� ���"�� ���#� �
� ����� �� 
	� 	����


λ5 = λ−3
2

λ6 = λ−2
2

λ7 = λ−1
2



�� ������� �	 ��� �
���� �� ���� �������

������	�
 ��� ������	��� ��� λ3, . . . , λ7 	��� ��� �����	�� ���� �� ��� ����
λ7
2 = 1�
�� �������� ���� ��� ���
��� H ���	�
 �� Xs 	� H = Z/7Z� ��	�� ����

�� xi �→ ξi−1xi� ����� ξ 	� � �	�	�	��  �� ���� �� �� !�	� ������	�" �	�� ���
���	�� �� H 	� ���� 	� #$�����%� ����	� &'�( 	� ����� �� ��������� � �	���� ��
��� 
������ ���� �� ��� ���� ������ ���	�"� !�	� 	� ���� �" ���	����	�
� !��
���	��" Xs ��� �� ������ !���� ��� ��� ���" �	�
����	�	��� ) ����� �������	��
�� Y := Xs/H 	� ������������ ��� ��	� 	� ��� �	���� ���	���� �� ��� 
������
�����

��� ��� ���	 
���� ����������

*���	��� ��� ������ ���	�" �� ����	�� 	� +���	�� ,� � ����� ��� ���	�� ����
X0 	� ��� +�����"-#�	���� ������ �� ��� �	��	�	�� ������ ������� P 7

4 	�
!���� ,��� .����	�	�� ,� �' ������ ���� ��� /��
� ������� ��� h1,1(X) = 1
��� h1,2(X) = 61 ��� ��� ������ 
������ ���� X� ����� �� ���� χ(X) =
2(h1,1(X) − h1,2(X)) = 2(1 − 61) = −120� �� *����� � �� ���	�" ���� ���
0���� *��������	��	� �� ��� 12�� �	���� ����	���� 	� 120 �� ��������

!�� ��������	�� 
��� �� ��� ������ 	� 	������	� �� D4� 3� ���
������ ���	�" �� ��������	���� ����� ��� '4 ���	�� ����� ��� ���	�� �� ��	�

���� !�� ���	�� ��� �	���� 	� ����� ��'� ��� ��� ������ �� ���������
	� ���� ���	� 	� �	����� !�� 	����	��� ���	�" 	� ����	��� �" �����	�
 ���
��������� �����	��� 	� ��� ���� ���	��

*���	��� ��� ����� �������� ���	�" ����� s4 	� ��� 	����	��� ��������
���������	�
 �� ��� ���	� ���������� �" a = {5} ��� b = {3, 4, 6} 5b 	�
��� ��	��
�� ��� ��� �	�6 �� a 	� ��� ������	�� �� ��	� ��	��
��7� s7 	� ���
	����	��� �������� ���������	�
 �� a = {6} ��� b = {5, 7}� !�	� ���	�
����	��� �� ��	� �	�
�� �������� ��� �	�6 �� a 	� ��� ���������� 5������	�� ��
� �������
��7� ��� b ����	��� �� ��� ��8����� �	��� �� ��� �������
��� ���
s8 	� ��� �������� ���������	�
 �� ��� ���	� ���������� �" a = {1, 2} ���
b = {3, 4, 7}� /��� ��� �	�6 �� a 	� ��� ��	��
�� b� 9��� ��� ������	��� ��
�
� :, 	� ��� )���	�� �� ���� s4 := t5 = t10� s7 := t17 ��� s8 := t18 =
t19 = t24 = t25� �� ��� ��� ����� ti �� ;���� <�� ��� 
������ ���� 	� ��	�
����� �������� ���	�" 	� ������ �" ��� 4× 4 ��=��� �� ��� ����	�

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 s4x

2
7 x1x2 −x3x4 −s4x

2
5

−s4x
2
7 0 s8(x3 + x4) x5 −x6

−x1x2 −s8(x3 + x4) 0 s7x6 x7

x3x4 −x5 −s7x6 0 s8(x1 + x2)
s4x

2
5 x6 −x7 −s8(x1 + x2) 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ . 5�� 7



���� ��� ���	 	
���� �������
�� ��

� � ���� # �� D7	
����

{1} {3, 4} ��� �
���
�� �

{5} {1, 2} ��������
� 
� �������� �

{5} {3, 4} � �

{5} {3, 4, 6} � �

{5} {3, 6} � �

{6} {1, 2} 
������
� �

{6} {5, 7} � �

{1, 2} {3, 4, 7} �������� �

{1, 5} {3, 4, 6} � �

{1, 5} {3, 4, 6} � �

{1, 2} {3, 4} � �

{1, 2} {3, 7} � �

{1, 5} {3, 4} � �

{1, 5} {3, 6} � �

{1, 6} {3, 4} ���������� �

{1, 6} {5, 7} � �

{1, 7} {3, 4} � �

{1, 7} {2, 6} � �

{5, 6} {1, 2} � �

{5, 6} {3, 4} � �

����� ��� T 1 �� !� ��"����
��� �
� ��� #������	$������ ���"� 
� P 7
4



�� ������� �	 ��� �
���� �� ���� �������

�� �� ��	
���� � �	����������� ������ ���� ��������� s := s4 = s7 = s8�
��� ������ �


⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 sx2

7 x1x2 −x3x4 −sx2
5

−sx2
7 0 s(x3 + x4) x5 −x6

−x1x2 −s(x3 + x4) 0 sx6 x7

x3x4 −x5 −sx6 0 s(x1 + x2)
sx2

5 x6 −x7 −s(x1 + x2) 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ . �����

��� Xs �� ��� ������� ��	����� �� ��� ���	����� ���!�	
 �� ���
 ������� ��
�
  �"	� �� ��� � ��� ��	����� �� ��� ����	�����


p1 = x5x7 + sx2
6 − s2(x1 + x2)(x3 + x4)

p2 = x3x4x7 + s(x1 + x2)x1x2 − s2x2
5x6

p3 = x3x4x6 + sx3
5 − s2(x1 + x2)x

2
7

p4 = x1x2x6 + sx3
7 − s2(x3 + x4)x

2
5

p5 = x1x2x5 + sx3x4(x3 + x4)− s2x6x
2
7

#� � $������ % &'() ���������	� ��� 
�	���� ���
 �� ���
 ������� �
 *�
 ���	
��	��� �	 ���  ����� �� ��� 
�	���� ���
 �
 ��� +��
 "�
 	����� ����
��� ���������	 �� ���� ������� �	 ������� �� ����� �� "	 ���� ����� ���
� �
����� 
�	��������
 �� ���� Q12�

,���� ������
 �� ( ���������
 ����  �-���	� ��
��
� �	 ��
� ��
�
� ���
��	���� "��� ��
 
�	���� ���
 ��  ���	
��	 ������� ���	 .���� �� ����� ���

������ ���
 �� ��	
���� �������
 ����� ��� ��	���� "��� ��
 *� ���	
��	��

�	���� ���
� ,	� �
 �����	� �� ��� 	�	.��� ���������
 ������ �� �/����
��� s1� s4 �	 s8 �� s1� s4 �	 s10� ����� s4 �	 s8 ��� �
 ������ �	 s1 �

��� �	�����	� ��������� �����
��	 �	� �� ��� ��	0 ���	� ��� ������ ��������
�	 s10 �
 �����
��	 �	� �� ��� ��	0 ���	� � ����	��� �	 a = {1, 2} �	 
b = {3, 7}� �	 ���
 ��
� ���  ����� �� ��� 
�	���� ���
 �
 12  ���	
��	��� ��
�
 ������� ���� � 
������ ���������	 �
 ���� �	 3������ � ��� ���� ���

��� ��
�� ��
� �	 ���
� ��
�
� �	 ���
 ��
�� ��� ��	���� "��� �	 ��� �����
��������� ������ �
  �"	� �� ��� 4× 4 ���!�	
 �� ��� ������⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 s4x
2
7 f12 −f34 −s4x

2
5

−s4x
2
7 0 l2 x5 −x6

−f12 −l2 0 0 x7

f34 −x5 0 0 l1
s4x

2
5 x6 −x7 −l1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,



���� ��� ���	 	
���� �������
�� ��

����� f12 = x1x2 + s1(x
2
3 + x2

4)� f34 = x3x4 + s1(x
2
1 + x2

2)� �	
 l1 = s8(x1 +
x2) + s10(x3 + x4) �	
 l2 = s8(x3 + x4) + s10(x1 + x2)�

� �� �	���
� ��� ����� ��� ����������� s1� s4� s8 �	
 s10� �	
 ������ ���
���� ������ ��� s := s1 = s4 = s8 �	
 ��� t := s10� �� ����� ��� 
���	���	
� �	
 
����� ��� � �� ������ ��� ����� ��� ����������� �� 	� ��	��� ����
�������
 ��	����������� ��	�� l1 = l2 �	 ��� ������ ����� �	 ���� �����

 � �	 ��� �������� ������	� ����� �� ���� � �������� H ⊂ T7 � ��� ������	�
����� ����	� �	 Xs� !�	��
�� ��� 
����	�� ������ ������

λ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λ1 0 0 0 0 0 0
0 λ2 0 0 0 0 0
0 0 λ3 0 0 0 0
0 0 0 λ4 0 0 0
0 0 0 0 λ5 0 0
0 0 0 0 0 λ6 0
0 0 0 0 0 0 λ7

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
����� ���� �	 (x1, . . . , x7) ��

λ · (x1, . . . , x7) = (λ1 · x1, . . . , λ7 · x7) .

"�� �������� ����	� �	 Xs �� ��	�����
 �� ��� λ ���� ��� �������� ����
λ · pi = cipi �� i = 1, . . . 5� �	
 ci � ��	���	�� #��� λp1 = c1 · p1� �� �����	
��� �������	�

λ5λ7 = λ2
6 = λ1λ3 = λ1λ4 = λ2λ3 = λ2λ4 .

$�	�� λ1 = λ2� λ3 = λ4� #�� ��	��	��	��� �� ��� λ7 = 1� �	
 �� ��� ���
�������	

λ5 = λ2
6 = λ1λ3 %&��'

#��� λp2 = c2 · p2� �� �����	 ��� �������	�

λ3λ4λ7 = λ2
1λ2 = λ1λ

2
2 = λ2

5λ6

�	�����	� x7 = 1� λ2 = λ1 �	
 λ4 = λ3� �� ���

λ2
3 = λ3

1 = λ2
5λ6 %&�(�'

!����	�	� �������	 &�� �	
 &�(� �� ���

λ2
3 = λ3

1 = λ5
6 %&�(('

#��� λp3 = c3 · p3� �� �����	 ��� �������	�



�� ������� �	 ��� �
���� �� ���� �������

λ3λ4λ6 = λ3
5 = λ1λ

2
7 = λ2λ

2
7

������	�
 λ7 = 1� λ2 = λ1� λ4 = λ3 �� λ5 = λ2
6 �� 
��

λ2
3λ6 = λ6

6 = λ1 ������

����	�	�
 �����	�� ���� �� ���� �� 
��

λ13
6 = 1

��
λ4
3 = λ10

6 .

�� ������� ���� ��� ���
���� H 	� 	�������	� �� Z/13Z �	�� 
��������

(x1 : x2 : x3 : x4 : x5 : x6 : x7) �→ (ξ3x1, ξ
3x2, ξ

11x3, ξ
11x4, ξx5, ξ

7x6, x7)

����� ξ 	� � ��	�	�	 � �!�� ���� �" ��
#�� �	���� 	� ���������� 	� $%��&� ����	� '()� ��	�
 ����	��� 
������*�

�� ��� ���� �� ���������� �* ���	"��	�
� �* � ������� �������	�� �" Xs/H�
�� ��� ��+� ������� �� �	��  ��	"* ���� ��� ����� ���������	��	� �" ��	� �	����
���	��� 	� �������* 120� �� 	� ����� ���



������� �

	�� 
���� ������������ �� ���

���� ������

��� X �� ��� ������ 	�
��� ���� �� ��� ����� ����� �� ������� �
 ����
����������
 ����� ������ ���� ��� ���	� 
������ ��� h1,1(X) = 1 �
� h1,2(X) =
61� ��
�� �� ����

χ(X) = 2 · (h1,1(X)− h1,2(X)) = 2 · (1− 61) = −120 .

�
 ���� ������� �� ������ ���� ���  ��� !������������� �� ��� "#�� ������
��
������ ������ �� 120 �� �� ����� ���

$��� ���� %�����
 &�� ���� Xs �� ��� '��
	���( 	�
��� ���� �� ��� 	���

�
� ��������� �������� �� ��� �� ����� ������ �
� ���� H �� ��� 	����
Z/13Z ����� ���� �
 Xs� ��� Ys �� ��� )�����
� ����� Ys := Xs/H�

�
 ���� �������� �� ��
������ � �����
� ��������
 f : Ms → Ys �
� �����
��� �����
	 ������ ���
	 ����� 	��������

������� ��	�
� ��� ����� ��	�	�
����
�� � Ms �� ����

*�� ������� Xs ��� ���� ������� ��
	��� ���
�� �� (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0)�
(0 : 1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0)� (0 : 0 : 1 : 0 : 0 : 0 : 0) �
� (0 : 0 : 0 : 1 : 0 : 0 : 0)�
*�� 	���� H ���� ����� �
 Xs ���� ���� + �,�� ���
��- *�� ���� ��
	���
���
�� �
� ��� ��� ������ ���
�� (1 : −1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0) �
� (0 : 0 : 1 :
−1 : 0 : 0 : 0)� ����� �� ��� ����� ���
��� ��� )�����
� ����� Ys �� ��� 	���
(C3/H, 0) ����� ��� �����
 �� 	�
������ �� ��� ���	�
� �����, ���� �
�����
(ξ, ξ, ξ−2)� *� ��� ����� 
����� ���� �� �� ��� yi := xi/x1� ��� �
��� x1x2 = y2
�
 �����, '&�.( �� � �
�� ���� ����
� ��� ���
� (−1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0)� %�
��
��� �����, '&�.( �� ��� ��� ��/�	� �����, �� ��� ���� 	�
�����
	 Xs� ��� ���
���0�
� 	�
�����
	 ���� ���� ������ �� �����-

y2y5 + sy3y4(y3 + y4)− s2y6y
2
7

+1



�� ������� �	 ��� �
��� ����	 � ��� ���� ������

y2y6 + sy37 − s2(y3 + y4)y
2
5

y3y4y7 + sy2(1 + y2)− s2y25y6 .

��� v = y2� ���	 ��� 
���	 �������	 ����
 y6 = − s
v
y37 + s2

v
(y3 + y4) y

2
5�

�	
����	� ���
 �	 ��� ��
� �������	 ����


f := wy5 + svy3y4(y3 + y4) + s3y57

����� w �
 ��� �	�� v2 − s4(y3 + y4)y5y
2
7� 
� ������� �� ��� ��� ���	�

(1 : −1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0)� ��� ������	� Xs/H �


����
(
C[y3, y4, y5, y7]/(f)

H
) ∼= ����

(
C[y3, y4, y7]

H
) ∼= C3/H.

��� ����� H ���
 ��

(y3, y4, y7) �→ (ξy3, ξy4, ξ
−2y7) .

��� 
�������	 �
 
������ �	 ��� ����� ��� ���	� (0 : 0 : 1 : −1 : 0 : 0 : 0)�
��� ��	
��� ���  ��� 
�	����� ���	�
� !	� 
��
 ���� D4 ����
 �
����"

���
�
 � ��� ����
 �� ��� 
�	����� ���	�
� #�� P �� �	� � ���
� 
�	�����

���	�
� �� 
������� �� ��	 ����
� P = (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0)� �� 
�� ����

(Xs, P ) ���$ ��$� �������� �� ��	
��� �	 �%	� 	���������� � P � 
� �� ��	

�

��� x1 = 1 ���� P ��� �����	 �	 ���
 �%	� 	����������� ��� yi =
xi

x1
�

��� s(x1 + x2) = s(1 + y2) �
 � �	�� ����	 ��� �����	� �	 ��� ��� � �%�	


����	 ����� �� �����&

y5y7 + sy6
2 − s2(1 + y2)(y3 + y4)

y3y4y7 + sy2(1 + y2)− s2y5
2y6

y3y4y6 + sy5
3 − s2(1 + y2)y7

2

'��� ��� 
���	 �������	 �� ��� y2 = u(s2y5
2y6 − y3y4y7) ����� u �
 � �	��

������� ����	 ��� �����	� ��� ��
� �	 ���� �������	
 ��� 	��

y5y7 + sy6
2 − v(y3 + y4)

y3y4y6 + sy5
3 − vy7

2

����� v �
 ��� �	�� s2(1+ y2)� ��� z1 = y3+ y4� z2 = y3− y4� z3 = y5� z4 = y6
�	 z5 = y7� ���	 �� ����

z3z5 + sz24 − vz1

(z1
2 − z2

2)z4 + 4sz3
3 − 4vz5

2



��

������	�
 z1 =
1
v
(z3z5 + sz24) 	� ��� ����� �����	� 
	���

z3
2z4z5

2 + 2sz3z4
3z5 + s2z54 − v2z2

2z4 + 4sv2z3
3 − 4v3z5

2 .

����� � ���	���� ����
�� ��	� �����	�� 	�

g = z25 + z33 + z22z4 + z54 + w1z3z
3
4z5 + w2z

2
3z4z

2
5 .

����� w1 ��� w2 ��� H 	����	��� ��	�� ��	��� y2 = x2/x1 ���� � y2 �����
��� ���	� � H�� ��� �����	�� g ��� �	��� ��� �� !"� ��� ��� ����#
� ��� $���	�� ����	% � g 	� �� &� �����'� �����	(���	� � �	�
����	�	�� )*+
��� ���� � ��� �	�
����	�� 	� Q12� ��� ����� ��� � ��	� �	�
����	�� 	�

f = z25 + z33 + z22z4 + z54 .

�� ���� � ��� ���� f ��� g ��������� ��� ���� 
���� �� 
	�� �� H 	����	���
���	���� ����
� ��#	�
 g � f ������ ����� ��� �	
	��
,� (��� ������ ��� ���	���� ����
�

z5 �→ z5 −
1

2
w1z3z

3
4 ,

��	�� ���� g �

z25 + z33 + z22z4 + z54 −
1

4
w2

1z
2
3z

6
4 + w2z

2
3z4z

2
5 − w1w2z

3
3z

4
4z5 +

1

4
w2

1w2z
4
3z

7
4 .

��	� �%�����	� ���  � ��	����

u1z
2
5 + u2z

3
3 + z22z4 + u3z

5
4 .

����� u1� u2 ��� u3 ��� H 	����	��� ��	�� ������ ����� ��� �	
	�� ����� �
���	���� ����
�� ��  ��	� ��� �������� ��� f �

-	��� H �� ���� �� (z2, z3, z4, z5) �→ (ξ8z2, ξ
−2z3, ξ

4z4, ξ
−3z5)� ��� ���.

��	�� f 	� ���������	���
 	� ��� ����� ���� f(ξ8z2, ξ
−2z3, ξ

4z4, ξ
−3z5) =

ξ7f(z2, z3, z4, z5)� �� ����� 	� 	� ��� � ���������������� �����	� � ��
��� !
��� ��	
�� (α2, α3, α4, α5) = (2

5
, 1
3
, 1
5
, 1
2
)� 	���

f(λα2z2, . . . , λ
α5z5) = λf(z2, . . . , z5)

�� ��� λ ≥ 0� ,� �� ��� ��� ������ ����	� ��� ��� f = w2 + x3 +
y5 + yz2� ��� �	�
����	�� � Ys �� 0 	� � � ������ ���	 ���
���
 �������	�
�

������������� �	�
����	�� �	�	���  � � 
��� ���	��� ��� 
��� H ���� �
Z := Z(f) := {p | f(p) = 0} ⊂ C4� ��� �� ���� Z/H ∼= /�0(OC4/(f))H �



�� ������� �	 ��� �
��� ����	 � ��� ���� ������

��� ���	
��	 (Z/H, 0) 
� �����	�
�� ��
� ������� ���� 	�� ������
��
������� �������	
��� ��	 H �� � ��
	� �������� �� GLn(C) ��� (Z, 0) ⊂
(Cn, 0) � ���
����
�� r �����	�
� �
������
	� �
	� �� 
������ H ��	
���
��	 F �� � ���� OCn ������	
�� �� OZ ��
�� 
� ���� �� H ������� 
��� Fi

∼=
OCn ⊗ Vi �� H ������� �
	� Vi � ��������	�	
�� �� H� ��	 V��� �� 	��
��������	�	
�� g �→ ��	(g)� �� V ∗

k
∼= Vr−k ⊗ V��� �� ��������	�	
��� 	���

(Z/H, 0) 
� �����	�
��
��	 V �� 	�� �
������
	� (Z/H, 0) ⊂ (C4/H, 0)� �	 
� ������ �� 	�� 
����

(f)H 
� OH
C4 � !� �
�� 	� ����	���	 � ������	 ������	
�� Ṽ → V �� 	�
�

�
������
	��
"��� ��� �� �� ��� ������ 	�� ��	�	
�� ��� �����	� ���� 	�� ���# ��

"��	�� $%&'� !� ��� ��� � ���� σ∨ ��� � ��		
�� M ���� 	��	

C[w, x, y, z]H = C[σ∨ ∩M ]

( �����
�� wαxβyγzδ ���� 	� ξ−3α−2β+4γ+8δwαxβyγzδ� ��
� �����
�� 
�

����
��	 ����� 	�� ��	
�� �� H 
� −3α − 2β + 4γ + 8δ = 0 (��� 13)� ��
�
����	
�� ��� �� ��
		�� α+5β+3γ+6δ = 0 (��� 13)� ��	 M �� 	�� ��		
��

{(α, β, γ, δ)|α + 5β + 3γ + 6δ = 0 (��� 13)}
��� ��	 σ∨ �� 	�� ���	 ��	��	 
� MR� ��	 N := )��(M,Z) �� 	�� ����
��		
�� 
���

N = Z4 +
1

13
(1, 5, 3, 6)Z .

��� ���� ���� σ 
� 	�� ���	 ��	��	 
� NR� ��	 v1, . . . , v4 �� 	�� ���	���
v1 = 1

13
(1, 5, 3, 6) v2 = (0, 1, 0, 0) v3 = (0, 0, 1, 0) ��� v4 = (0, 0, 0, 1)� ���


�������
�� ⊕Zvi → N �
��� �� ���	
��
��	
�� �� 	�� ��	�
*

A :=

⎡⎢⎢⎣
1/13 0 0 0
5/13 1 0 0
3/13 0 1 0
6/13 0 0 1

⎤⎥⎥⎦
	�#�� 	�� ���� ������	�� �� (13,−5,−3,−6) (0, 1, 0, 0) (0, 0, 1, 0) ��� (0, 0, 0, 1)
	� 	�� ���� σ� ��� ���� 
�������
�� M → ⊕

Zwi 
� �
��� �� ���	
��
��	
��
�� 	�� 	�������� AT �

!� ��� � 	��
� ������	
�� XΣ → C4/H �
	�

Ṽ � � ��

��

XΣ

��
V � � ��C4/H



��

[0, 0, 0, 1]� [0, 0, 1, 0]� [0, 1, 0, 0]� [1, 0, 0, 0]� [3,−1, 0,−1]� [3, 0, 0,−1]�
[5,−1,−1,−2]� [5,−1, 0,−2]� [6,−2,−1,−2]� [7,−2,−1,−3]� [8,−3,−1,−3]�
[9,−3,−2,−4]� [11,−4,−2,−5]� [11,−4,−2,−4]� [12,−4,−2,−5]�
[13,−5,−3,−6]� [14,−5,−3,−6]� [15,−5,−3,−6]

����� �	
� ��� ��� ρ �� � ����� ����������� Σ �� ��� ���� σ	

���� Ṽ �� ��� ����� ������� �� V 	 � ���� ��������� �� C4/H ���������
�� � ����� ����������� �� σ	 ���� ��� �� �������� ����� ��� ����� �������
����� !

"	 ��� ������� ����������	
� �� ����� ���� ��� ���� � ���������
���� � ������ ����� �������� �� �� ���������� ������ ����������� �� ����	
����� � ����� ��� ��� �� ���� � ����� ������������ �� ��� ����� v1, . . . , v4	
#� ���� $% �� ��� ������� � ��� ��� �� ���� ����� �� ���� ����������� Σ ��
σ �� ������� ��� ���� �� ������� τ1, . . . , τ53	 &��� ���� �� ��������� �� ���
��� ��� �������� ��	

��� ���������� f �� ���� ����'��������� ��� ��� ����� (f)H ��� ����

�������� �� C[σ∨ ∩ M ]	 (����� Ṽ �� ��������� ��� ����������� 
 �� XΣ

��� ������� ��)��� �� �� ��������� ���������� f̃τ �� ���� C[τ∨ ∩M ] =
C[y1, y2, y3, y4] ���� τ ∈ Σ	 ��� yi �������� �� ��� ��� ��� �� τ � �� ���

��� �� ����� ���� �� ������ �� ���� $%	 �� ������� f̃τ � ���� ��� ����� ��
��� ������� �� (f)H �� ��� ��������� C[σ∨∩M ] ⊂ C[τ∨∩M ] ��� ����� ���
������ ����� �� ����� �� ���� yi	 *� ��� ������ ��� ������� y8f ∈ (f)H 	
��� ������� �� ��� ��������� �� y8f �� [2, 0, 8, 0]�[0, 3, 8, 0]�[0, 0, 13, 0] ���
[0, 0, 9, 2]	

*� ���� ������� f̃τ �� � �����)� τ �� ��������� ��� ����	 +�� τ := τ1 �� ���
���� �� Σ �������� �� ��� ������ [13,−5,−3,−6]� [0, 0, 1, 0]� [3,−1, 0,−1]
��� [8,−3,−1,−3] �� ⊕Zvi	 +�� B �� ��� ���� 

B :=

⎡⎢⎢⎣
13 0 3 8
−5 0 −1 −3
−3 1 0 −1
−6 0 −1 −3

⎤⎥⎥⎦ .

��� ��� �� τ∨ �� �������� �� ��� ������� �� ��� ���� (B−1)T 	 ����
�� M � ��� ��� �� τ∨ �� �������� �� ��� ������� �� (AT )−1 · (B−1)T =

(BTAT )−1	 ��� ����� �� y8f �� ��� ��������� �� � ����� f̃τ �� ��� ����������
yBTAT ·[2,0,8,0] + yBTAT ·[0,3,8,0] + yBTAT ·[0,0,13,0] + yBTAT ·[0,0,9,2]� ���� ��� �����
���� �������� y[i1,...,i4] ����� yi11 · · · yi44 	 ,� ���� ���� f̃τ = y4y

2
1+1+y44y

3
3y

5
2+

y24y3y2	 ,� ���� ��� ��� ������ ���� ��� f̃ �� ���� ��)�� ������ �����������
�� ���� ����� �	�	 ���� Ṽ �� ������	



�� ������� �	 ��� �
��� ����	 � ��� ���� ������

���� ��� ρ �	 Σ
 ���� ���� �� � �	����	� �� ��	 σ
 �����	� �	
������	�� ������� Dρ �	 XΣ� �	� ��� �� �� ������	�� �������� �	
XΣ� ��� ��� ��� ρ
 �� ������	�� ������� Dρ �� � ������
 ������ �����
������ �	� ���� ���� � ��	 ����(ρ) �	 � ������ N(ρ) � �!	 Nρ �� " ��
�#"������ �� N �	���� $�� � ���#�% "� ρ ∩N �	�

N(ρ) = N/Nρ, M(ρ) = M ∩ ρ⊥

&� ���#� Tρ ⊂ Dρ �������	��	� �� ��� ������� ��

Tρ = ���(M(ρ),C∗) = ���(C[M(ρ)]) = N(ρ)⊗Z C∗ .

&� �#"������ Ṽ ���� �	�� �	����� �' �� ��� ������	�� �������� Dρ� &�
���( ����
 � ����#� �� ��	 ��	�����	� �� ��� �� ��	� �� Σ ��	���	�	�
�� ��� ρ
 ����)� �� � ��	 �	 �� *#���	� ������ N(ρ)� &� *#���	� ���
C[τ∨∩M ] → C[τ∨∩M(ρ)] �	�� yi �� ' �� yi �� �� ������	�� �������	��	�
�� �� ��� ρ� &� ���� ��� ������	��� �� #	���	��� +� f τ " ��
���� �� f̃τ #	�� ���� ���,����	 ���
 ��� f τ := f̃τ |(yi = 0)�

- ��	���� �� ��	 τ = τ1 ��#��� �"��
 �	� �� ��� ρ �	���� "�
(3,−1, 0,−1)� .	 ���� ���
 �� ������	�� y3 �� )��
 �	� �� ����	����� f τ

�� y4y
2
1 + 1� �	� �� ��� ρ �	������ Ṽ �	 ���� ������ &��� ����#�����	

��	 " ������� ��� ��� �� �� ����� .� �� ������ ���	����� �� � �	 ���
������ ��	���	�	� Di
 ��	 ��� �� 	� �	�������	� &� ���� �	���� "�
[3, 0, 0,−1]
[5,−1, 0,−2]
[8,−3,−1,−3] �	� [11,−4,−2,−4] �� 	�� �	�����
Ṽ 
 �	� �� �#"������ Ṽ ���� �	����� �' �� �� ������	�� ���������

.	 / �� ��� �' ���� �� �	�������	 �� ����#��"� �	� �	 �	 ��� ��
�	�������	 ��� � �����		��
 "#� �	 �� ��� �� �� �	�������	 ���� �	�
���� ������	�� �������� 0�� �	 ��� �� ������	�� ������� E �	 Ṽ ��� �1
�����		��� - ���� �� �1 �����		�� �� E �	 &�"� 2�1�

- ��� ���( ���� �� ����#���	 �� ����	� #��	� �� �������	� ����
�#�� ��� �� �������	��� �� ����*#���	� ��	�#�������
 � �� ������ "�
3�� 41�5� +� α ∈ N " �� �������� ����� �	����	� ρ� 0	� m ∈ M ��
����	� � �����	�� ��	����� �	 �� �����"�� w, x, y, z �	� � ���� m ∈ f
�� �� ��	����� �� �	 {w2, x3, yz2, y5}� 6!	 α(f) = ��	{α(m) | m ∈ f}�

&� ��#�� �� ���� �����		�� �� Ṽ ∩Dρ �� ����	� �� �	� �	�� ��

α(1, 1, 1, 1) = α(f) + 1 .

&��� ��� ����� " ���(� �� " ��# ��� ��� ρ ∈ Σ ���� Ṽ ∩Dρ �= ∅�

&� ����#� �� ��� �� Ei
 ����� ��7�	� ���	�*#� �� 	�� ��
�	��	� #��	 �� ��������� �� Dρ �	�8�� f̃τ 
 ρ ⊂ τ � ��� ��� ρ � ����#�



��

����� α �	
� χ
E1 (6,−2,−1,−2) P2 �
E2 (3,−1, 0,−1) ��1F2 
E3 (11,−4,−2,−5) F5 �
E4 (7,−2,−1,−3) F2 �
E5 (9,−3,−2,−4) ��2F2 �
E6 (9,−3,−2,−4) ��2F2 �
E7 (15,−5,−3,−6) ��3F2 �
E8 (12,−4,−2,−5) ��3F2 �
E9 (14,−5,−3,−6) F2 �
E10 (1 , 0 , 0 , 0 ) ��3P

2 �
E11 (9,−3,−2,−4) ��1F4 
E12 (5,−1,−1,−2) F3 �

����� ��� ���
������ �� Ṽ ∩ E�

��� 
��	������� f τ � �� ��� ���� τ � f τ �� �� ��� ���� f τ = y
nj

j ynk
k + 1 ����

(nj, nk) �= (0, 0)� �� ���  ����! " !��#����! ������

 ����! "� �� ���� #���� ��� �������#���� Ṽ ∩ Tρ �� � ������ ���� �����

��	 �� !��#����! �� Ñ(ρ)⊗C∗� ����� Ñ(ρ) �� � ���$ � �����#�� ��� ��#������

Ṽ ∩ Tρ → Tρ ��	 �� #��
���! �� �� ��!�#�! �	 � ������ ��
 φ : Ñ(ρ) →
N(ρ)� %�� Ṽ ∩ Dρ �� ��� #������ �� Ṽ ∩ Tρ �� Dρ� �� �� �� ��� ����# &�����	
���� ��� φ−1('���(ρ))�

E1� �����!�� ��� #��� ����� � 
������&� &�#��� (��������( ρ �� (6,−2,−1,−2)�
��� τ = τ29 �� ��� #��� (�������! �	 (13,−5,−3,−6)� (0, 0, 0, 1)� (6,−2,−1,−2)

��! (14,−5,−3,−6)� �� ���� #����� Ṽ �� (�������! �	 f̃τ = y21y4+1+y2y
2
3+y3�

)�����#��! �� y3 = 0 *#�����
��!��( �� ��� ��	 (6,−2,−1,−2)+� ���� (�&��

f τ = y21y4 + 1� ,��#� ��� ��#������ Ṽ ∩ TN(ρ) → TN(ρ) �� ��!�#�! �	 ���

��#������ �� ��� ��������#� Ñ(ρ) ∼= Z2 �� N(ρ) ∼= Z3 (�������! �	 ±(1, 0,−2)

��! ±(0, 1, 0)� ,��#� ��� ��
 φ : Ñ(ρ) → N(ρ) ��⎡⎣ 1 0
0 1
−2 0

⎤⎦
��! Ṽ ∩ Dρ �� φ

−1('���(ρ))� ��� ��� '���(ρ) #������� �� "- ��.���� #�����
��! φ−1('���(ρ)) �� (�������! �	 ��� ��	� �����(� (−1, 0)� (0, 1) ��! (1,−1)�
���� ��� �� !���� �� /(��� �"� ��! �� ��
������� P2� �� ��#�� φ−1('���(ρ))
#�� �� #��#$�! �� (������� P2 ��� ��� ��� "- ��.���� #���� τ ���� ρ � ��	 ��



�� ������� �	 ��� �
��� ����	 � ��� ���� ������

������ 	
��  ��� ������������ P2

������ 	
��  ��� ������������ ��1F2

τ 
 �� ����� 	
�� ���� ��������� �� ��� �����������  �!���� E �� ������ E1


E2
 "�# ��� ρ �� �������� �$ ��� �������!� !����� (3,−1, 0,−1)� �� ���

τ = τ48
 �� ���� ������ Ṽ �� �������� �$ f̃τ = y2y
2
3+1+y1+y24y

2
2y

3
1
 %�������� 

�� y1 = 0 &��������� ��� �� ��� ��$ (3,−1, 0,−1)'� ���� ��!�� f τ = y2y
2
3 + 1


�$ � ������� ����������� �� ��� ��� ���!�� ��� ��� φ−1((���(ρ)) �� �������� 
�$ ��� ��$� ������� ��� ������ (−1,−1)� (0, 1)� (1, 1)� (1, 2) �� (2, 1)
 ����
��� ��  ��#� �� )���� 	
�
 (���� (1, 2) �� ��� ��� �� (0, 1) �� (1, 1)� ��� ���
���������� ��� ���# �� �� F2 �� � �����
 *� ��� ����� ��� � (0, 1) �� ��� ���
�� (−1,−1) �� (1, 2)� �� ��� ��� ���������� ��� ���# �� �� F3 �� � �����

����� �#� �������� ��� ����������


E3
 +�� τ = τ48
 �� ���� ���� f̃τ = y2y
2
3+1+y22y

2
4y

3
3+y1
 %�������� �� y2 = 0

&��������� ��� �� ��� ��$ ρ� ���� ��!�� f τ = 1 + y1
 ��� ��� φ−1((���(ρ)) ��
�������� �$ ��� ��$� ������� ��� ������ (−5,−1)� (−1, 0)� (0, 1) �� (1, 0)�
�� ��  ��#� �� )���� 	
,
 ���� ��� ���������� F5




��

������ 	
��  ��� ������������ F5

E4
 ��� τ = τ36
 �� ���� ���� f̃τ = y23 +y2y
3
1y

2
4y3+y2+1
 ���������� �� y3 = 0

�������������� �� ��� ��� ρ� ���� ����� f τ = 1 + y2
 ��� ��� φ−1( ���(ρ)) ��
��������� !� ��� ���� ������� ��� ������ (−1, 2)� (0,−1)� (0, 1) ��� (1, 0)�
"���� ���������� F2


E5 ��� E6
 �� ����� �"� ����� �� �� � ��#������ �� Ṽ ∩ Dρ ���� �����$
����� TN(ρ) �� � �����
 �� ��� ����� �������� ��� ���� "��� ρ ��������� !�
��� ���#����� ������ (9,−3,−2,−4)
 ��� ���  ���(ρ) �������� �� %& #�'�$

#�( �����
 )������� ��� ���� τ := τ13
 �� ���� ������ Ṽ �� ��������� !�
f̃τ = y3+y2y3+y1y2+y51y2y

2
4
 ���������� �� y3 = 0 �������������� �� ��� ���

(9,−3,−2,−4)*� ���� ����� ��� ��(���#��( f τ = y1y2(1 + y41y
2
4)
 ��� ��#$

������ y1 = 0 ����������� �� ��� ��� (0, 0, 1, 0) ��� ��� ��#������ y2 = 0
����������� �� (1, 0, 0, 0)
 ����� �"� ��#������� ��� (�!�(�� E10 ��� E11�
��� "� ��+� � �(���� (��+ �� ����� �� ,����� �
 -��� ������� (1+ iy21y4) ���

(1 − iy21y4) �� ��� ��(���#��( f τ ���� ���� �� � (����� #�� φ : Ñ(ρ) → N(ρ)
����������� !� ��� #����' ⎡⎣ 1 0

0 1
−2 0

⎤⎦
��� φ−1( ���(ρ)) �� ��������� !� ��� ���� ������� (−1,−2)� (−1,−1)� (−1, 0)�
(0, 1)� (1, 2) ��� (2, 3)
  ���� (−1, 0) = (−1,−1) + (0, 1) ��� (−1,−1) =
(−1,−2) + (0, 1)� ��� ��� ���������� -(2F2


,����� .
 �� � ����� ��� ���� ���# ��� ���  ���(ρ) ���� Dρ �� � (���((�
������( P1 !���(� ���� � �#���� ����� �������


E7
 )������� /��� ��� ���� "��� ρ = (15,−5,−3,−6)
 ��� M !� ��� #����'

M =

⎡⎢⎢⎣
0 1 9 15
0 0 −3 −5
0 0 −2 −3
1 0 −4 −6

⎤⎥⎥⎦



�� ������� �	 ��� �
��� ����	 � ��� ���� ������

2

3

4

5 1

������ 	
��  �������������� �� ��� ������� ��1F2

��� ��� τ �� ��� ���� ��������� �� ��� ������� �� M � �
�
 τ = τ42
 ��� ���

����(ρ) �� ��� ����� �� ���  � ��!���� ����� �� Σ ���������� ��� ��� ρ �����

��� ���"������ ��� #� : N → N(ρ) ��$�� ��

#� :=

⎡⎣1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

⎤⎦×M−1 =

⎡⎣0 0 −2 1
1 3 0 0
0 3 −5 0

⎤⎦
��� ��� ����(ρ) �� N(ρ) �� ��������� �� ��� ���� (−1, 0,−3)� (−1, 0,−2)�

(0,−1, 0)� (0, 0,−1)� (0, 0, 1)� (0, 1, 0)� (1, 0, 0)
 %�� Δ
′
�� ��� ��� ���������

�� 1 ��� −1 �� ��� ������� Z� ��� ��� Δ
′′
�� ��� ��� ��������� �� (−1,−3)�

(−1,−2)� (0,−1)� (0, 1) ��� (1, 0) �� ��� ������� Z2
 ����� �� �� �!��� ��&

'����� �� ��������

0 → Z → N(ρ) → Z2 → 0

(���� ��� ��� Z → N(ρ) �� ��� ��������� n �→ (0, n, 0) ��� ��� ��� N(ρ) →
Z2 �� ��� ���"������ (x, y, z) �→ (x, z)
 ���� �!��� ��'����� ��$�� ���� ��

��������

X(Δ
′
) → X(����(ρ)) → X(Δ

′′
)



��

����� X(Δ
′′
) �� 	�� 
��� � �� F2 �� � ����	� ��� X(Δ

′
) �� P1� ��� �� ����

� 	������ P1 
���� ���� ��1F2�

�� ��� ��� �	 ���	 Ṽ ∩Dρ �� 
� � ����� ���� �	 	�� �
��� �� 	�� ���

Ṽ ∩Dρ → ��1F2� ���� 	�� ����	� ��
���� ��  ��� ! �� "�#�� $�!� 	�� ���

�� �� ������������ ���� 	�� ��	�����	��� �� 	�� ����	� � ��� $� �� ���� ��

����������� �%���	 ���� 	�� ����	� �� ��1F2� ����� 	�� ������� ���#� �� �

����� &����� Ṽ ∩Dρ �� ���������� 	� ��3F2�

E8� '� 	��� ���� 	�� ��� (	��(ρ) ��������	� � ������� 	������ P1 
���� ����

��2F2� ��� Ṽ ∩Dρ �� ���������� 	� ��3F2�

�� ��� 	���� ��	 ρ = (12,−4,−2,−5)� ��� ��	 M 
� 	�� ��	��%

M =

⎡⎢⎢⎣
9 11 13 12
−3 −4 −5 −4
−2 −2 −3 −2
−4 −5 −6 −5

⎤⎥⎥⎦
��� ��	 τ 
� 	�� ���� #�����	�� 
� 	�� ������ �� M � ���� τ = τ47� ��� ���

(	��(ρ) �� 	�� ���#� �� 	�� �� ��%���� ����� �� Σ ���	�����# 	�� ��� ρ ����

	�� ���)��	��� ��� *� : N → N(ρ) #���� 
�

*� :=

⎡⎣1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

⎤⎦×M−1 =

⎡⎣ 0 3 −1 −2
−1 1 2 −4
0 −2 −1 2

⎤⎦ .

��� ��� (	��(ρ) �� N(ρ) �� #�����	�� 
� 	�� ���� (−1, 0, 0)� (−1, 2,−1)�
(0,−2, 1)� (0,−1, 0)� (0,−1, 1)� (0, 0, 1)� (0, 1, 0) ��� (1, 0, 0)� +�	 Δ

′

� 	��

��� #�����	�� 
� 1 ��� −1 �� 	�� ��		��� Z� ��� ��	 Δ
′′

� 	�� ��� #�����	��


� (2,−1)� (−2, 1)� (−1, 0)� (−1, 1)� (0, 1) ��� (1, 0) �� 	�� ��		��� Z2� �����

�� �� �%��	 ��,���� �� ��		����

0 → Z → N(ρ) → Z2 → 0

����� 	�� ��� Z → N(ρ) �� 	�� �������� n �→ (n, 0, 0) ��� 	�� ��� N(ρ) →
Z2 �� 	�� ���)��	��� (x, y, z) �→ (y, z)� ���� �%��	 ��,���� #���� ���� 	�

������#�

X(Δ
′
) → X((	��(ρ)) → X(Δ

′′
)

����� X(Δ
′′
) �� 	�� 
��� � �� F2 �� 	�� ����	�� ��� X(Δ

′
) �� P1� ��� ��

���� � ������� 	������ P1 
���� ���� ��2F2�

�� ��� ��� �	 ���	 Ṽ ∩Dρ �� 
� � ����� ���� �	 	�� �
��� �� 	�� ���

Ṽ ∩Dρ → ��1F2� �� � ������� ����	�	��� �� �� E8� �� ��� 	��	 	�� �������



�� ������� �	 ��� �
��� ����	 � ��� ���� ������

����� �� � 	�
� �
 �
� ���
� �
� �������� �
 ������������ ��
��� Ṽ ∩Dρ

�� ���������� � �	3F2�

E9� �� ρ �� ��
����� �� �� �������� ����� (14,−5,−3,−6)� �
� 	� M
�� �� �����

M =

⎡⎢⎢⎣
0 9 15 14
0 −3 −5 −5
0 −2 −3 −3
1 −4 −6 −6

⎤⎥⎥⎦
�
� 	� τ �� �� ��
� ��
����� �� �� ��	��
� �� M � ���� τ = τ50� ��� ��


���(ρ) �� �� ����� �� ��  ! ������	 ��
�� �
 Σ ��
��
�
� �� ��� ρ �
���

�� ���"����
 ��� #� : N → N(ρ) ����
 ��

#� :=

⎡⎣1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

⎤⎦×M−1 =

⎡⎣0 0 −2 1
0 3 −5 0
1 1 3 0

⎤⎦ .

��� ��
 ���(ρ) �
 N(ρ) �� ��
����� �� �� ���� (−1,−3, 2)� (−1,−2, 2)�
(0,−1, 1)� (0, 0,−1)� (0, 0, 1)� (0, 1, 0)� �
� (1, 0, 0)� �� Δ

′
�� �� ��
 ��
$

����� �� 1 �
� −1 �
 �� 	���� Z� �
� 	� Δ
′′
�� �� ��
 ��
����� ��

(−1,−3)� (−1,−2)� (0,−1)� (0, 1) �
� (1, 0) �
 �� 	���� Z2� ����� �� �


���� ��%��
�� �� 	�����

0 → Z → N(ρ) → Z2 → 0

����� �� ��� Z → N(ρ) �� �� �
�	����
 n �→ (0, 0, n) �
� �� ��� N(ρ) →
Z2 �� �� ���"����
 (x, y, z) �→ (x, y)� ���� ���� ��%��
�� ����� ���� �

�����
��

X(Δ
′
) → X(���(ρ)) → X(Δ

′′
)

��� ����� �� E9 �
��� ��� 	�� ���"����
 �� � ����
�	 ����� �
 � ����

�������� �
� E9 �� � P1 ��
�	� ���� ��� ������ �� � 	���	 ��������
 �� �


E7 ���� 
� �		 �� ��� Ṽ ∩Dρ 	��&� 	�&��

'� 	��& � ��  ! ����� �� XΣ ��
��
�
� Dρ� (��� �� ���� ����� Ṽ ∩Dρ�

) ������
� �� ����
 �� �� ��
�� τ22� τ24� τ50 �
� τ51� *
 ���� ���� �����

�� ��	�
����	 f τ �� �� �� ���� 1 + x+ y2� ��
�� Ṽ ∩Dρ �� � �
��
 �� ����

������ �� C2� ���� �	�� ������ � ���� F2�

+���� ,� *
 �� ����� Ei �� �
 ���� �	����� �
 XΣ ��������
��
� � �

�$����
���
�	 ��
� �
 Σ�

E10� ���� �����
�
 �� Dρ1 ∩ Dρ2 � ����� ρ1 �� ��
����� �� (1, 0, 0, 0) �
�

ρ2 �� ��
����� �� (9,−3,−2,−4)� �� ��� ���� ��
����� �� ���� ����
 ��



��

��� ���� τ := τ42	 
� ���� ����� Ṽ �� �������� �� f̃τ = y2y3+ y3+ y21y2+ y2	
���������� �� y2 = 0 �������������� �� ��� �� (1, 0, 0, 0)�� ���� ����� f τ = y3
�������������� �� ��� �� (9,−3,−2,−4)�	 �� ��� ����� Nρ1,ρ2 �� �� ���
��������� �� N �������� ��  ������ �� (ρ1 ∩N)× (ρ2 ∩N) ��

N(ρ1, ρ2) = N/Nρ1,ρ2 , M(ρ1, ρ2) = M ∩ ρ⊥1 ∩ ρ⊥2
��� M �� ���  ���! ���� ���� �� ��� ������� ��������� τ � �	�	⎡⎢⎢⎣

0 15 9 1
0 −5 −3 0
0 −3 −2 0
1 −6 −4 0

⎤⎥⎥⎦ .

�� ��� "� : N → N(ρ1, ρ2) �� ��� ���#������  �

"� :=

[
1 0 0 0
0 1 0 0

]
×M−1 =

[
0 0 −2 1
0 −2 3 0

]
.

$�� ��� �� ����� �� Σ ��������� ���� ρ1 �� ρ2 �� ������ �� ��� ��� �� � ���
�� N(ρ1, ρ2) ����� "�	 $���� �� %  !� � ����� �� Σ ��������� ����
(1, 0, 0, 0) �� (9,−3,−2,−4)� �� ���� ���#��� ���� �� ��� �� �������� ��
��� ��� (−2, 3)� (−1, 1)� (−1, 2)� (0,−1)� (0, 1) �� (1, 0)	 $��� �� ����������
&�3P2	

E11	 $��� �� ��� ������������ �� Dρ� ρ �������� �� (9,−3,−2,−4)� �� ���
���'�!�������� ������� ������������� �� ��� �� (0, 0, 1, 0)	 $�� �� �������
�� �� ��� � ��� E10� ����

"� =

[
1 −1 0 3
0 4 0 −3

]
�� ��� �� �������� �� ��� ��� (−1, 4)� (0,−1)� (0, 1)� (1,−1) �� (1, 0)
���������� &�1(F4)	

(����� )	 �� ���� ��� ��������� ����������	 ��� P ��  �������� �� Rd	
*�� ����� ���� ��� ��� F �� P �� �����

NF := {c ∈ (Rd)∗|F ⊂ {x ∈ P |cx ≥ cy ∀y ∈ P}} .

�� ����� ��� ������ ��� NP �

NP = {NF |F ��  ��� �� P} .

E12 �� �� ����� �� ������  �������� Δ �� M(ρ)R ����� �� +��(ρ) �
��� � ��	 ,�� ��� �� ρ �� �������� �� ��� ������ (5,−1,−1,−2)	 -��'
����� ��� ���� ���� ����� �� ��� ���� τ � ����� τ �� ������ �� ��� �������



�� ������� �	 ��� �
��� ����	 � ��� ���� ������

������ ���	 
�� ������ ���� ����(ρ) �� � ����� ����

(0, 1, 0, 0)� (9,−3,−2,−4)� (7,−2,−1,−3)�(5,−1,−1,−2)� ��� � �� ��� ���

���� ���� ������ ��� ������ ���������� τ � ����

M =

⎡⎢⎢⎣
0 9 7 5
1 −3 −2 −1
0 −2 −1 −1
0 −4 −3 −2

⎤⎥⎥⎦ .


�� �� ����� ��� !� : N → N(ρ) �� ����� ��

!� :=

⎡⎣1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

⎤⎦×M−1 =

⎡⎣−1 1 0 −3
−1 0 −1 −2
0 0 2 −1

⎤⎦

�� ��� ����(ρ) �� N(ρ) �� ��������" �� ��� ���� (−3,−2,−1)� (−1,−1, 0)�
(0, 0, 1)� (0, 1, 0) ��" (1, 0, 0)� #� � ����������� ��� ������ ���� ��������

(0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 0, 4), (0, 1, 2)

��� ����(ρ) �� ����� ���� ��� $���� ����

%� ��� SΔ �� ��� ���"�" C�������� ��������" �� ������� tkχm� �����

m �� �� ������� � ��� ���&��&� ��� kΔ ��" χm = xm1ym2zm3 �� m =
(m1,m2,m3)� 
�� '( ������� ����� �������" �� ��� ������� ��� ) ��������

���� ��" * ������� ������� ������ ���� �� ��� �+������



��

z0 = t
z1 = tx
z2 = ty
z3 = tz
z4 = txz
z5 = tz2

z6 = tz3

z7 = tz4

z8 = tyz
z9 = tyz2

������� 	� �
������� � Dρ �� P9� ��� ���	����� 	�� ����� �� ��� 2 × 2

����� � ��� 
	����

[
z3 z5 z6 z7 z4 z8 z9
z0 z3 z5 z6 z1 z2 z8

]
��� �������� ��� ������ (1, 0, 1)� ������������� �� ��� �	��	��� z4� ��������
��� ��	�� z4 �= 0 ���� xi = zi/z4�  �� ��
	����� �������	��� 	�� x1� x7 	��
x9� ������������� �� ��� ���� ���� ������� (−1, 0, 3)� (−1, 1, 1) 	�� (0, 0,−1)�
 ��� �� ��� ��	� � ��� ���� �� !�	�(ρ) ���� �	�� �����	��� �� ��� �������
(−3,−2,−1)� (−1,−1, 0) 	�� (0, 1, 0)� �� ���� ��	��� Ṽ ∩Dρ �� ����� �� ���
���	���� x7+x9+x2

1x7� �� ��� ����� �������	���� ���� �� z/x · (1+y+ z2)� ��
	��� �� ����� ��	�� Ṽ ∩Dρ �� ����� �� ��� ���	���� u·(1+y+z2)� ����� u �� 	�
���������� ���
��� �� C[x, y, z, 1/x, 1/y, 1/z]� !���� (1+y+z2) = z0+z2+z5�
��� ���	����� �� Ṽ ∩Dρ ������ �� ��� 2× 2 
����� � ��� 
	����

[
z3 z5 z6 z7 z4
z0 z3 z5 z6 z1

]
 ��� �� 	 (4 : 1) �	����	� ������ �� ���� �
�������" ���� E12 = F3�

 �� ��	�� # �� 	 ���
	� �������� �������� $� 
	� �������� �������� ���
������������� � ��
������� ���� 	 ��
�����	� ��
���� %��� ���� �����	
 ��
��	��	���� �����	
&�  �� �������� {i} ���������� �� ��� ��
������� Ei�
	�� {i1, . . . ik} �� 	 	�� � Ei1 ∩ · · · ∩ Eik �= ∅�

 �� ������������ ��
���� 
	� �� ��
����� �� ���'��� 	� ��� �	�����
Ṽ ∩ Dρ1 ∩ Dρ2 	�� Ṽ ∩ Dρ1 ∩ Dρ2 ∩ Dρ3 � $� ���� ���� ��� 	���� � ���
��
�����
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{1, 2, 7}, {2, 7, 8}, {3, 8, 11}, {4, 10, 11}, {4, 10, 12}, {5, 7, 9}, {5, 7, 10},
{5, 10, 12}, {6, 7, 9}, {6, 7, 10}, {6, 10, 12}, {7, 8, 9}, {7, 8, 10}, {8, 10, 11}.
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����� ������ ��� ����� ��	�	�
����
�� � E �� ���

���� ����� ��� �������� �!������ �	������ ��� ��� ��� ���� E ��� ��	���
	�������� �� ��" ������ ��� #���	 ��	���	���� χ(E) $"

χ(E) =
∑
i

χ(Ei)−
∑
i<j

χ(Ei ∩ Ej) +
∑

i<j<k

χ(Ei ∩ Ej ∩ Ek) .

%�� �	�� &�$�� ��� �� ���� Σχ(Ei) = 61� �� ���� χ(P1) = 2� &��� �	��
��� ����	������ �����!� �� ������ χ(E) = 61− 25× 2 + 14 = 25�

'�	 ��� ����	 � ()�������* �������	����� �� ��" ��� ��� +,�" �		����� 
���� �� ������	�� $" +���� -��� ��� �	���� $" .��"	�� �� /�0� &���	��

�
1� 2� � 	����� 	��������� �� Cn/H� H � 3���� ��$�	��� �� SLn� ��� #� 
��	 ��	���	���� �� ��� �!�������� ������	 ���� $� ��� ���$�	 �� ������"
������ �� H� 2� ��	 ��� ���� �� 
�� 4����� ����� �!�������� ������	� E ′�

�� ���� ����	���� � 	��������� Ms → Ys� ���	� Ys �� ��� )�������
Xs/H� 5�� U $� ��� ��������� �� ��� � �������	 ������ �� Ys�

����� ����	� ��� ����� ��	�	�
����
�� � U �� −6�

���� &�� �������	 ��	���" Xs ������� �� ��� ����	�� ���	�� 
� 6���$� 
7�� � ���� �� P6� 8 +�����" � ���������� ����� ���� ��� ����� ����
�� � ����	�� ��� ��	�����	 ��������� �� ������� &�� ������ 3$�	 ���
#���	 ��	���	����  
�1� ��� 9	��������� ������ &�� +����	 3$�	 �� ��� � 
����������� Q12 �������	��" �� � ����� ��� �� 
� � ����	��� &��� χ(Xs) =
−120 + 4× 12 = −72� :���

χ(U) =
χ(Xs \ {6 ������})

13
=

−72− 6

13
= −6
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����� �� ������� 	
�
�� ����� �� �����
���� Ms → Ys �� �� ������	���

���� ���� �� � 	������ ��
� 	����� ��� ����	������ ������� E ��� ��� 	�����

��� ����	������ ������� E ′� �� ��� χ(Ms) = χ(U) + 4χ(E) + 2χ(E ′) =
−6 + 4 · 25 + 2 · 13 = 120�
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 T 1
X �� �	 �������

X = ����(T/p)� ��� �	 ����� p �	 � ��	
 T �
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τ1 : ���� ��� ��� ���� �	� 	� �� 	�� ��� ��� 	� ���� �
� ��� ��� ���
τ2 : ���� ��� ��� ���� ��� ��� 	� ���� ��� ��� ��� �������� ��� ��� ���
τ3 : �	� 	� 	� ��� ��� ��� ��� ���� ���� ��� ��� ���� ���� ��� ��� ���
τ4 : ���� ��� ��� ���� ��� ��� 	� ���� ��� ��� ��� �������� ��� ��� ���
τ5 : �	� �� 	� 	�� �	� 	� �� 	�� �� ��� ��� ���� ���� ��� ��� ���
τ6 : �	� �� 	� 	�� �	� 	� �� 	�� ��� ��� ��� ���� ��� ��� 	� ���
τ7 : �	� 	� �� 	�� ��� 	� 	� 	�� ��� 	� 	� ���� ��� ��� 	� ���
τ8 : �	� �� 	� 	�� �	� 	� 	� ��� �� ��� ��� ���� ��� ��� ��� ���
τ9 : �	� �� 	� 	�� ��� 	� 	� 	�� ��� ��� ��� ���� ��� ��� ��� ���
τ10 : �	� 	� 	� ��� ��� 	� 	� 	�� ��� ��� ��� ���� ���� ��� ��� ���
τ11 : ��� 	� 	� 	�� ��� ��� 	� ���� ��� ��� ��� ���� ���� ��� ��� ���
τ12 : �	� 	� �� 	�� ��� 	� 	� 	�� ��� ��� 	� ���� ���� ��� ��� ���
τ13 : �	� 	� �� 	�� ��� 	� 	� 	�� �� ��� ��� ���� ���� ��� ��� ���
τ14 : �	� �� 	� 	�� �	� 	� 	� ��� �	� 	� �� 	�� ��� 	� 	� 	�
τ15 : �	� 	� 	� ��� ��� 	� 	� 	�� ��� ��� 	� ���� ��� ��� ��� ���
τ16 : �� ��� ��� ���� ��� 	� 	� 	�� ��� ��� ��� ���� ��� ��� ��� ���
τ17 : �	� �� 	� 	�� �	� 	� 	� ��� ��� 	� 	� 	�� ��� ��� ��� ���
τ18 : ��� 	� 	� 	�� ��� ��� ��� ���� ��� 	� 	� ���� ��� ��� 	� ���
τ19 : �	� �� 	� 	�� �	� 	� �� 	�� ��� 	� 	� ���� ��� ��� 	� ���
τ20 : ���� ��� ��� ���� �	� 	� �� 	�� ��� ��� 	� ���� ���� ��� ��� ���
τ21 : ��� ��� 	� ���� ���� ��� ��� ���� ���� ��� ��� �������� ��� ��� ���
τ22 : �� ��� ��� ���� ���� ��� ��� ���� ���� ��� ��� �������� ��� ��� ���
τ23 : ��� ��� 	� ���� ���� ��� ��� ���� ���� ��� ��� �������� ��� ��� ���
τ24 : �� ��� ��� ���� ���� ��� ��� ���� ���� ��� ��� �������� ��� ��� ���
τ25 : �	� 	� 	� ��� ��� ��� 	� ���� ��� ��� ��� ���� ���� ��� ��� ���
τ26 : �	� 	� 	� ��� �	� 	� �� 	�� ��� ��� 	� ���� �
� ��� ��� ���
τ27 : ���� ��� ��� ���� �	� 	� 	� ��� ��� ��� 	� ���� �
� ��� ��� ���
τ28 : ���� ��� ��� ���� �	� 	� 	� ��� ��� ��� ��� ���� ���� ��� ��� ���
τ29 : ���� ��� ��� ���� �	� 	� 	� ��� ��� ��� ��� ���� ���� ��� ��� ���
τ30 : ��� ��� 	� ���� ��� ��� ��� ���� ���� ��� ��� �������� ��� ��� ���
τ31 : ���� ��� ��� ���� �	� �� 	� 	�� �� ��� ��� ���� ���� ��� ��� ���
τ32 : �	� 	� �� 	�� �� ��� ��� ���� ���� ��� ��� ���� ���� ��� ��� ���
τ33 : �	� 	� �� 	�� ��� ��� 	� ���� ���� ��� ��� ���� ���� ��� ��� ���
τ34 : �	� 	� �� 	�� ��� 	� 	� 	�� ��� ��� ��� ���� ��� ��� 	� ���
τ35 : �	� �� 	� 	�� ��� 	� 	� 	�� ��� ��� ��� ���� ��� 	� 	� ���
τ36 : �	� �� 	� 	�� �� ��� ��� ���� ��� ��� ��� ���� ��� ��� ��� ���
τ37 : �	� 	� �� 	�� �� ��� ��� ���� ��� 	� 	� 	�� ��� ��� ��� ���
τ38 : �	� 	� 	� ��� �	� 	� �� 	�� ��� 	� 	� 	�� ��� ��� 	� ���
τ39 : ���� ��� ��� ���� �	� �� 	� 	�� �	� 	� 	� ��� �� ��� ��� ���
τ40 : ��� 	� 	� 	�� �� ��� ��� ���� ���� ��� ��� ���� ���� ��� ��� ���
τ41 : ��� 	� 	� 	�� ��� ��� 	� ���� ���� ��� ��� ���� ���� ��� ��� ���
τ42 : �	� 	� 	� ��� ��� 	� 	� 	�� �� ��� ��� ���� ���� ��� ��� ���
τ43 : �	� �� 	� 	�� �	� 	� �� 	�� �� ��� ��� ���� ��� ��� ��� ���
τ44 : �	� 	� 	� ��� �� ��� ��� ���� ��� 	� 	� 	�� ��� ��� ��� ���
τ45 : �	� �� 	� 	�� �	� 	� �� 	�� ��� 	� 	� 	�� ��� 	� 	� ���
τ46 : �	� �� 	� 	�� ��� ��� ��� ���� ��� 	� 	� ���� ��� ��� 	� ���
τ47 : �� ��� ��� ���� ���� ��� ��� ���� ���� ��� ��� ���� ���� ��� ��� ���
τ48 : ��� ��� 	� ���� ���� ��� ��� ���� ���� ��� ��� �������� ��� ��� ���
τ49 : ���� ��� ��� ���� �	� �� 	� 	�� �	� 	� �� 	�� ���� ��� ��� ���
τ50 : �	� 	� 	� ��� �� ��� ��� ���� ���� ��� ��� ���� ���� ��� ��� ���
τ51 : ���� ��� ��� ���� �	� 	� 	� ��� �� ��� ��� ���� ���� ��� ��� ���
τ52 : ���� ��� ��� ���� �	� 	� 	� ��� ��� ��� 	� ���� ���� ��� ��� ���
τ53 : ���� ��� ��� ���� �	� 	� 	� ��� �	� 	� �� 	�� �
� ��� ��� ���

����� �	
� ��� ����� ����� �� ��� ����������� Σ	
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1 ����	 ��
���� �� ������ ���	 ��� ������ ������� �� M1 ���

l1 = x4

l2 = t65x1 + t57x2 + t61x3 + t30x5

l3 = −x5

l4 = x6

l5 = −t55x1 − t59x2 − t63x3 − t33x6

l6 = −x7

��� ��� �
��� ����� ���

g1 = −t15x
3
7 − t17x3x

2
7 − t18x2x

2
7 − t19x1x

2
7 − t22x2x3x7 − t24x1x3x7

−t25x1x2x7 − t36x
3
1 − t37x

2
1x7 − t42x

2
2x7 − t43x

3
2 − t46x

3
3 − t47x

2
3x7

−t67x
2
1x3 − t68x

2
1x2 − t76x

2
2x3 − t77x1x

2
2 − t82x2x

2
3 − t83x1x

2
3

g2 = −t1x
3
1 − t2x

3
2 − t3x

3
3 − t6x

3
4 − t9x3x

2
4 − t10x2x

2
4 − t11x1x

2
4

−t16x
3
7 − t20x3x

2
7 − t21x2x

2
7 − t23x1x

2
7 − t26x

3
5 − t27x2x

2
5 − t28x3x

2
5

−t29x1x
2
5 − t31x

3
6 − t32x3x

2
6 − t34x1x

2
6 − t35x2x

2
6 − t48x

2
4x5 − t49x4x

2
5

−t50x
2
5x6 − t51x5x

2
6 − t52x

2
6x7 − t53x6x

2
7 − t54x

2
1x6 − t56x

2
2x5 − t58x

2
2x6

−t60x
2
3x5 − t62x

2
3x6 − t64x

2
1x5 − t66x

2
1x7 − t69x

2
1x4 − t72x

2
2x4 − t75x

2
2x7

−t78x
2
3x4 − t81x

2
3x7 − t84x3x4x5 − t85x2x4x5 − t86x1x4x5 − t87x3x5x6

−t88x2x5x6 − t89x1x5x6 − t90x3x6x7 − t91x2x6x7 − t92x1x6x7 − x1x2x3

g3 = −t4x
3
4 − t5x3x

2
4 − t6x3x

2
4 + t6x

2
4x5 − t7x1x

2
4 − t8x2x

2
4 − t12x2x3x4

−t13x1x3x4 − t14x1x2x4 − t38x
2
1x4 − t39x

3
1 − t40x

3
2 − t41x

2
2x4 − t44x

3
3

−t45x
2
3x4 − t70x

2
1x3 − t71x

2
1x2 − t73x

2
2x3 − t74x1x

2
2 − t79x2x

2
3 − t80x1x

2
3

��
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2 �	
�� 
���� �� ������� ���� ��� ����� g �


g = t15x
3
7 + t16x6x

2
7 + t17x4x

2
7 + t18x3x

2
7 + t19x2x

2
7 + t21x3x6x7 + t22x3x4x7

+t23x2x6x7 + t24x2x4x7 + t50x
3
2 + t51x

2
2x7 + t52x

2
2x6 + t53x

2
2x4 + t55x

3
3

+t56x
2
3x7 + t57x

2
3x6 + t58x

2
3x4 + t65x

3
4 + t66x

2
4x7 + t68x3x

2
4 + t69x2x

2
4

+t75x
3
6 + t76x

2
6x7 + t78x3x

2
6 + t79x2x

2
6 ,

	� ��� ��	���
 q1, . . . , q4 	��

q1 = t10x
2
5 + t12x3x5 + t13x2x5 + t34x

2
2 + t36x

2
3 + t60x

2
4 + t61x4x5

+t62x3x4 + t63x2x4 + t70x5x6 + t71x
2
6 + t72x3x6 + t73x2x6

q2 = x4x6 + t1x
2
2 + t2x

2
3 + t8x

2
1 + t11x

2
5 + t25x

2
7 + t29x1x5 + t32x2x3 + t35x2x5

+t37x3x5 + t43x1x2 + t48x1x3 + t54x2x7 + t59x3x7

q3 = x2x3 + t3x
2
4 + t4x

2
6 + t6x

2
1 + t14x

2
5 + t20x

2
7 + t26x1x4 + t28x1x5 + t30x1x6

+t39x4x6 + t64x4x5 + t67x4x7 + t74x5x6 + t77x6x7

q4 = t5x
2
1 + t7x1x6 + t9x1x4 + t27x

2
4 + t31x

2
6 + t40x1x2 + t41x

2
2 + t42x2x6

+t44x2x4 + t45x1x3 + t46x
2
3 + t47x3x6 + t49x3x4 .

�� ��� P 7
3 �	
�� 
���� �� ������� ���� ��� ������
 �� ��� 
����� �	���� M1

	�� ����� ��

g = x1x2x3 + t1x
3
1 + t4x

3
2 + t7x

3
3 + t10x

3
4 + t12x3x

2
4 + t13x2x

2
4 + t14x1x

2
4

+t15x
3
5 + t17x3x

2
5 + t18x2x

2
5 + t19x1x

2
5 + t20x

3
6 + t21x

3
7 + t23x3x

2
6 + t24x2x

2
6

+t25x1x
2
6 + t27x3x

2
7 + t28x2x

2
7 + t29x1x

2
7 + t36x

2
1x4 + t38x

2
1x5 + t40x

2
1x6

+t42x
2
1x7 + t44x

2
2x4 + t46x

2
2x5 + t48x

2
2x6 + t50x

2
2x7 + t52x

2
3x4 + t54x

2
3x5

+t56x
2
3x6 + t58x

2
3x7 + t60x

2
4x6 + t61x3x4x6 + t62x2x4x6 + t63x1x4x6

+t64x
2
4x7 + t65x3x4x7 + t66x2x4x7 + t67x1x4x7 + t68x

2
5x6 + t69x3x5x6

+t70x2x5x6 + t71x1x5x6 + t72x
2
5x7 + t73x3x5x7 + t74x2x5x7 + t75x1x5x7

+t76x4x
2
6 + t77x4x

2
7 + t78x5x

2
6 + t79x5x

2
7

q1 = x4x5 + t2x
2
1 + t5x

2
2 + t8x

2
3 + t22x

2
6 + t26x

2
7 + t30x1x2 + t32x1x3 + t34x2x3

+t41x1x6 + t43x1x7 + t49x2x6 + t51x2x7 + t57x3x6 + t59x3x7

q2 = x6x7 + t3x
2
1 + t6x

2
2 + t9x

2
3 + t11x

2
4 + t16x

2
5 + t31x1x2 + t33x1x3 + t35x2x3

+t37x1x4 + t39x1x5 + t45x2x4 + t45x2x5 + t53x3x4 + t55x3x5 .
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q1 = t20x
2
1 + t22x

2
2 + t35x1x3 + t38x2x3 + t57x

2
3 + t34x1x4 + t37x2x4

+t67x
2
4 + t21x1x5 + t23x2x5 + t8x3x5 + t7x4x5 + t5x

2
5

q2 = t1x
2
1 + t30x1x2 + t2x

2
2 + x3x4 + t33x1x5 + t36x2x5 + t6x

2
5 + t48x1x6

+t52x2x6 + t63x5x6 + t16x
2
6 + t50x1x7 + t55x2x7 + t65x6x7 + t14x

2
7

q3 = −x1x2 − t3x
2
3 − t39x3x4 − t4x

2
4 − t56x3x5 − t66x4x5 − t9x

2
5 − t58x3x6

−t60x4x6 − t62x5x6 − t15x
2
6 − t42x3x7 − t45x4x7 − t64x6x7 − t11x

2
7

q4 = −t51x
2
1 − t54x

2
2 − t44x1x3 − t43x2x3 − t26x

2
3 − t47x1x4 − t46x2x4

−t28x
2
4 − t13x1x7 − t12x2x7 − t27x3x7 − t29x4x7 − t10x

2
7 ,

	� ��� ����	� ����
 	�� ����� ��

l1 = t18x1 + t19x2 + t32x3 + t31x4

l2 = x7

l3 = −x6

l4 = t49x1 + t53x2 + t59x3 + t61x4 + t17x6

l5 = x5

l6 = t41x1 + t40x2 + t24x3 + t25x4 .

�� ��� P 7
5 �	
�� 
���� �� ������� ���� ��� ������
 �� ��� 
����� �	���� M1

	��
l1 = t8x1 + t9x3 + t24x2

l2 = t1x1 + t23x3 + t26x6 + t44x4 + t45x5

l3 = t5x5 + t36x3 + t42x7 + t46x1 + t48x2

l4 = t16x3 + t17x5 + t35x4

l5 = t10x1 + t11x6 + t25x7

l6 = t6x6 + t27x1 + t39x4 + t50x2 + t52x3

l7 = t3x3 + t22x1 + t34x5 + t51x6 + t54x7

l8 = t18x4 + t19x6 + t38x5

l9 = t4x4 + t30x2 + t37x6 + t43x1 + t56x7

l10 = t12x2 + t13x4 + t29x3

l11 = t2x2 + t28x4 + t31x7 + t47x5 + t49x6

l12 = t14x2 + t15x7 + t33x1

l13 = t7x7 + t32x2 + t41x5 + t53x3 + t55x4

l14 = t20x5 + t21x7 + t40x6 .
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