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Sammendrag

Jeg viser at man for enhver funksjon f i en delmengde av de Kalmarele-
mentere funksjonene kan konstruere bevis for utsagn pa formen N(f(my,...,
my,)) med hgyde linezr i my, ..., m,. Delmengden bestar av de elementare
funksjonene, unntatt modifisert subtraksjon og funksjoner hvor modifisert
subtraksjon inngar i definisjonen. For enkelhets skyld kaller jeg delmengden
av de elementere funksjonene strengt voksende. Uttrykket N(f(m1,...,m,))
uttrykker at f er definert for argumentene my,..., m,. De korte utlednin-
gene oppnas ved a bruke induktive predikater om funksjonene, introdusert
av Jervell og Zhang [15], som snittformler. Uten snitt har en utledning av
N(f(my,...,m,)) minst like stor hgyde som tallverdien av f(my,...,m,).
Jeg gir en algoritme for & sgke etter snitt ut i fra definisjonen av den funk-
sjonen som forekommer i utsagnet man vil bevise. Algoritmen er integrert i
en modifisert versjon av den automatiske teorembeviseren PESCA.

Videre viser jeg at hvis det finnes et bevis av N(f(mq,...,m,)) med
hgyde linezer i my,...,m,, sa er f elementeer. | dette beviset benytter jeg
at snitteliminasjonsteoremet gir et elementart band pa snitteliminasjon, nar
snittkompleksiteten er kjent.

For & kunne benytte snitteliminasjonsteoremet har jeg definert et bevis-
system for fgrste ordens aritmetikk hvor aksiomer er omskrevet til ikkelogiske
slutningsregler. Metoden, introdusert av Negri og von Plato [22], gir systemer
som bevarer snitteliminasjon, i motsetning til tradisjonelle aksiomsystemer
hvor full snitteliminasjon ikke er mulig. Systemet inneholder ikke induksjons-
aksiomet.



Takksigelser

Det kan bade veere en fordel og en ulempe a velge et tema for hovedfags-
oppgaven som ens veileder er engasjert i. Veilederen har god kjennskap til
omradet, men kan ha sterke meninger om hvordan oppgaven skal lgses. |
arbeidet med denne oppgaven har jeg bare opplevd fordelene. Min veileder
Herman Ruge Jervell har ingen kjepphester i forhold til eget materiale. Han
er apen for a hgre pa nye idéer og innfallsvinkler. I tillegg har han god over-
sikt over logikkfaget. Man kan alltid komme til Jervell med spgrsmal. Da
vet han som regel svaret pa det man lurer pa og har gjerne en bok med et
kapittel om akkurat dét staende i sitt rikholdige bibliotek.

Delen om subrekursjonsteori i oppgaven kom i havn takket vaere Lars Kris-
tiansen som i praksis har fungert som biveileder pa dette feltet. Kristiansens
bidrag begynte med at han pa strak arm leverte et innfgringskompendium
i subrekursjonsteori da han hgrte at noen av Jervells studenter var interes-
sert 1 emnet. Han foreslo en tilnarming til startpunktet for oppgaven — a
vise at de primitivt rekursive funksjonene er bevisbart beregnbare 1 en ele-
mentar tallteori (avsnitt 3.3). Kristiansen forklarte sentrale bevismetoder i
subrekursjonsteori og skisserte gangen i et bevis for den andre delen av ho-
vedresultatet i oppgaven: Hvis en funksjon er induktiv, sa er den elementaer
(kapittel 7 og 8).

Sara Negri har ogsa hatt avgjgrende betydning for vinklingen pa opp-
gaven. Jervell introduserte meg for Negri og Jan von Platos system for a
overfgre aksiomer til ikkelogiske regler. Deres metode gir systemer som beva-
rer snitteliminasjon. Denne egenskapen ved bevissystemer med regler gjor at
de egner seg for strukturell analyse, 1 motsetning til tradisjonelle aksiomsys-
temer hvor snitteliminasjon ikke er mulig. Negri hjalp meg a tilpasse systemet
deres til en teori for primitiv rekursiv aritmetikk. Hun har dessuten lest og
gitt grundige tilbakemeldinger pa avsnitt 2.2 og kapittel 3. Derfor er disse
kapitlene skrevet pa engelsk. Hun kom inn i arbeidet pa et tidspunkt hvor
jeg allerede hadde begynt a skrive resten av oppgaven pa norsk. Jeg vil og-
sa takke ogsa Negri og von Plato for deres gjestfrihet da jeg besgkte dem i
Rithimaki sommeren 2001.
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Kapittel 1

Introduksjon

... vissheten om at det av og til, etter at man
har mgtt veggen i dagevis, plutselig kommer et
slikt stort gyeblikk hvor man ser Igsningen og far
lyst til & reise seg pa lesesalen og rope “Yeah!”.

— Elise @by, Matemagiske gyeblikk,
Apollon 3-4, 2000

I bevisteori har det pagatt et arbeid for a avgrense hvilke funksjoner som er
“bevisbart totale i praksis”. Oppgaven min bygger videre pa dette arbeidet.
Idéen er a bruke snittformler for a korte ned utledninger i predikatlogikk.
Snittintroduksjon 1 klassisk logikk kan sammenlignes med bruk av lemmaer
eller hjelpesetninger i matematiske bevis. Temaet for oppgaven ligger 1 skjae-
ringsfeltet mellom bevisteori og subrekursjonsteori. Et formelt bevis er ty-
pisk gitt 1 et formelt system som for eksempel sekventkalkyle, beskrevet i
avsnitt 2.2. Enkelt sagt bestar et formelt system av en mengde regler for a
regne pa symboler. Rekursjonsteori handler om de beregnbare funksjonene,
det vil si funksjoner som kan beregnes av en algoritme. Selv om en funksjon
er beregnbar i1 prinsippet er den ikke ngdvendigvis beregnbar i praksis. Ek-
sempel pa en funksjon som bare er beregnbar 1 prinsippet, er en som raskt
krever flere skritt enn antall atomer i universet pa a beregne resultatet.

1.1 Motivasjon

Motivasjonen bak arbeidet for a avgrense de praktisk bevisbart beregnbare
funksjonene er dels bevisteoretisk og dels filosofisk. Den bevisteoretiske mo-
tivasjonen er a gi en karakteristikk av de Kalmarelementere funksjonene i
en elementaer tallteori, det vil si en fgrste ordens tallteori om de elementeere
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funksjonene. Ved a bruke hjelpesetninger eller snitt kan man korte ned for-
melle bevis om utrykk pa formen N(f(m1,...,m,)), hvor f er elementeer og
N er predikatet for at noe er et naturlig tall. En karakteristikk gar to veier.
For det ene ma man vise at hvis f er elementaer, sa er det mulig & finne korte
bevis for N(f(my,...,my,)), for alle m € N. For det andre ma man vise at
hvis dette er mulig, sa er f elementeer.

En annen motivasjon er a finne metoder for & mekanisere snittsgk 1 in-
duktive strukturer. Bruk av snitt har vist seg vanskelig a fa til 1 automatisk
bevissgk, fordi det innebzrer et element av gjetting. Snittformelen kan veere
en hvilken som helst utledbar formel. En fordel med snitt er at det kan redu-
sere lengden pa bevis dramatisk. Derfor kan det vaere nyttig a se pa metoder
for a finne snitt.

Det filosofiske aspektet handler om & anskueliggjgre hvordan store tall
ma beskrives indirekte for a bli handterlige eller begripelige om man vil. Jer-
vell [14] trekker paralleller til Archimedes indirekte metode for & telle antall
sandkorn i universet. Archimedes benytter seg av myriader (= 10*) — antall
maur 1 en maurtue. Ved a bruke myriadene som byggesteiner kommer han
fram til et anslag pa antall sandkorn i universet. Jeg har i denne oppga-
ven kun befattet meg med de bevisteorietiske aspektet og vil ikke komme
ytterligere inn pa de filosofiske motivene.

1.2 Litt historikk

Pa 1930-tallet ble det gjort flere forsgk pa a finne en enkel matematisk ka-
rakteristikk av klassen av beregnbare funksjoner. Det vil si man gnsket &
klassifisere de funksjonene som det er mulig a beregne for en maskin, ved at
det finnes en entydig oppskrift som maskinen kan fglge. Dette arbeidet resul-
terte i flere modeller for beregnbarhet, deriblant A-kalkyle (Alonzo Church)
Kleene-rekursjon (Stephen Cole Kleene) og Turingmaskiner (Alan M. Tu-
ring). De ulike modellene viste seg a karakterisere den samme klassen av
funksjoner. Dette fikk Church til a fremsette tesen om at enhver beregnbar
funksjon kan beregnes av en Turing-maskin (og dermed innen enhver av de
andre formalismene), kjent som Church-Turings tese.

Selv om modellene til Church, Kleene og Turing gir en avgrensning av de
prinsipielt beregnbare funksjonene, fins det funksjoner som vokser sa raskt at
de ikke er praktisk beregnbare med noen kjente metoder. Det er ikke mulig
i det generelle tilfellet & avgjere hvorvidt en funksjon f med et input m
terminerer eller ikke. Dette resultatet er kjent som stoppeproblemet og viser
en viktig begrensning pa hva som er mulig a beregne mekanisk.

Siden Church framla sin tese har har mye arbeid veert lagt ned i & dele
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de beregnbare funksjonene inn i mindre klasser etter som hvor komplekse de
er. Det finnes ulike mater & beskrive kompleksitet av en funksjon pa. Hvis
man beskriver funksjoner ved hjelp av teorien om Turingmaskiner kan man
male kompleksitet enten ved rom; hvor mye tape som brukes til & beregne
en funksjon, eller tid; hvor tid males i antall skritt beregningen tar. Noen
kjente kompleksitetsklasser er LINSPACEF (klassen av funksjoner som kan
beregnes av Turingmaskiner i linezrt rom) P, NP, EXP og sa videre. Innen
rekursjonsteori har man arbeidet med & inndele funksjonene i hierarkier, hvor
hver klasse gjerne genereres av en mengde definisjonsskjemaer. Den grunn-
leggende idéen bak hierarkiteori beskrives av Rose [30]. Man konstruerer en
muligens transfinit sekvens av klasser av funksjoner slik at hver klasse er
inneholdt i den neste. Sekvensen begynner med de primitivt rekursive funk-
sjonene eller de elementare funksjonene eller en liknende klasse, og unionen
av hele sekvensen er klassen av rekursive funksjoner. Grzegorczyks hierarki
for de primitivt rekursive funksjonene blir beskrevet naermere 1 kapittel 2.

I tillegg til & dele de ulike beskrivelsene av beregnbare funksjoner inn i
mindre grupper har man vaert opptatt av & undersgke om ulike undergrup-
peringer beskriver samme klasse. I 1963 viste Ritchie [28] at klassen &£? i
Gregorczyk-hierarkiet karakteriserer klassen LINSPACEF. Cobham [4] har
gitt en maskinuavhengig karakteristikk av klassen PTIME. For en grundige-
re gjennomgang av forholdet mellom subrekursjonsteoretiske funksjonsklasser
og kompleksitetsklasser kan man lese Clote [3].

Arbeidet med a gi rekursjonsteoretiske karakteristikker av kompleksitets-
klasser har inspirert liknende arbeid 1 bevisteori. Ved a se pa hva som kan
utledes og hva som ikke kan utledes i en gitt forste ordens tallteori kan subre-
kursjonsteori benyttes til & karakterisere uttrykkskraften til teorien. Man sier
gjerne at man har en bevisteoretisk karakteristikk av en funksjonsklasse. Tid-
ligere har man sett pa sammenhengen mellom kompleksitetsklasser og bundet
aritmetikk. Bundet aritmetikk er svakere utgaver av Peano-aritmetikk hvor
man har induksjon over bundne kvantorer. Peano-aritmetikk beskrives i av-
snitt 2.3. For eksempel er det vist at de primitivt rekursive funksjonene er
ngyaktig de bevisbart beregnbare i teorien /¥ [8] (Robinson-aritmetikk pluss
induksjon for ¥;-formler, definisjon 2.12). I avsnitt 10.2 om relatert arbeid
beskrives nyere arbeid som er gjort for a gi rekursjonsteoretiske karakteristik-
ker av kompleksitetsklasser og bevisteoretiske karakteristikker av rekursjons-
og kompleksitetsklasser.
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1.3 Oversikt

Kapittel 2 gir en kort innfgring 1 grunnleggende begreper i1 rekursjonsteori
og bevisteori. Kapitlet gir ogsa en oversikt over noen kjente resultater som
brukes senere i oppgaven. Bevissystemet defineres 1 kapittel 3.

I de neste tre kapitlene presenteres idéen bak induktive predikater (ka-
pittel 4) og beviset for den ene delen av hovedresultatet i oppgaven: Hvis
funksjonen f er elementar kan man finne utledninger av utsagn pa formen
N(f(my,...,m,)), med hgyde linezer i my,...,m, (kapittel 5). De korte
utledningene oppnas ved & bruke induktive predikater om funksjonene, in-
trodusert av Jervell og Zhang [15], som snittformler. Ifglge deres definisjon
er et predikat P induktivt hvis fglgende er utledbart:

P(0)
Va(P(z) D P(S(x)))

Uten snitt har en utledning av N(f(my,...,m,)) minst like stor hgyde som
tallverdien av f(mq,...,m,). Jeg gir en algoritme for a spke etter snitt. Al-
goritmen bruker definisjonen av den funksjonen som forekommer i utsagnet
man vil utlede. Videre viser jeg at algoritmen finner snittformler for alle de
elementere strengt voksende funksjonene. I kapittel 6 gis et eksempel pa for-
skjellen pa direkte og indirekte bevis av at fakultetsfunksjonen er veldefinert.

Beviset for den andre delen av hovedresultatet: Hvis en funksjon er in-
duktiv, sa er den elementaer, presenteres 1 de to neste kapitlene. Fgrst viser
jeg at bevistreer i PRA kan kodes som tall (kapittel 7 og vedlegg C). Jeg
definerer en variant av Kleenes T -predikat for & sjekke om et tall koder en
utledning av N(f(mi,...,m,)). Definisjonen og beviset er noksd omsten-
delig. Kapittel 8 inneholder selve beviset for at f er elementaer hvis den er
induktiv. Beviset gar ut pa a konstruere en elementaer algoritme for a beregne
f(ma,...,m,) fra en utledning D av N(f(m1,...,m,)), nar hgyden av D er
linezer i my,...,m,. Her benytter jeg blant annet at snitteliminasjonsteore-
met gir et elementeert band pa eliminasjon av snitt nar snittkompleksiteten
er kjent.

Algoritmen definert i kapittel 5 er integrert i en modifisert versjon av
den automatiske teorembeviseren PESCA, kalt PESCA*. Teorembeviseren
beskrives i kapittel 9. Jeg har ogsa brukt PESCA* til & generere de fleste
formelle utledningene i denne oppgaven, se figurer 6.1, 6.2 og 6.3 for direkte
utledninger av henholdsvis N(+mn), N(xmn) og N(n!) og figur 6.7 for en
indirekte utledning av N(n!). Tillegg A gir utledninger av snittformler over
noen induktive predikater, generert i PESCA*. Det er omstendelig a lese og
skrive utledninger i sekventkalkyle, men de er enkle & verifisere maskinelt.
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Skriving av utledninger i sekventkalkyle er derfor en oppgave som egner seg
bra for maskiner. Utledninger i sekventkalkyle kan imidlertid fort ta stor
plass. Jeg har derfor ngyd meg med a gjengi deler av bevisene som er generert
i PESCA*, mens repetisjoner av delbevis og overganger som jeg har vist er
mulige, er angitt med metanotasjon.

I kapittel 10 tar jeg opp et sporsmal som har veert stilt 1 forbindelse med
arbeidet, presenterer relatert arbeid og vurderer retninger for videre arbeid.

1.4 Resultat

Som nevnt 1 avsnitt 1.1 var det et mal 1 oppgaven a vise at man kan finne
korte bevis for utsagn av typen N(f(my,...,m,)) hvis og bare hvis f er ele-
mentaer. Dette viste seg a ikke vaere mulig ved metodene til Jervell og Zhang.
Isteden viser jeg 1) Hvis f er elementzer og f ikke er funksjonen for modifi-
sert subtraksjon og denne ikke inngar i definisjonen av f, sa er f induktiv i
en utvidet versjon av bevissystemet PRA, definert i kapittel 3. Jeg har ikke
klart & gi en god betegnelse av denne delmengden av de elementaere funk-
sjonene. For enkelhets skyld vil jeg heretter si at en funksjon f er induktiv
hvis den er elementar og strengt voksende (definisjon 2.5). Da far jeg med
for fa funksjoner, siden for eksempel projeksjonsfunksjonen ogsa er induktiv
(lemma 5.2), men jeg far i hvert fall ikke med for mange. At en funksjon er
induktiv innebarer at man kan gi et kort bevis for N(f(my,...,m,)) ved
hjelp av snitt. 2) Hvis funksjonen f er induktiv sa er den elementer. Dette
resultatet er ikke symmetrisk og dermed svakere enn det som var gnsket.

Funksjonen modifisert subtraksjon skaper trgbbel for det gnskede hoved-
resultatet. For a vise at denne er induktiv legger Jervell og Zhang til aksio-
mene:

=0y =10
~Szy =0V =Szy = S—zy

Problemet er at de ved a legge til disse aksiomene far med alt for man-
ge funksjoner. I avsnitt 5.4 viser jeg at det finnes en funksjon f som ikke
er elementzer og hvor man kan finne en utledning med konstant lengde av
N(f(mi,...,my,)) i PRA utvidet med disse aksiomene. Faktisk finnes det
uendelig mange slike ikke-elementare funksjoner, som har korte bevis for at
de er beregnbare.

I konklusjonen (kapittel 10) foreslar jeg en alternativ framgangsmate for
a oppna en bevisteoretisk karakteristikk av de elementare funksjonene.
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1.5 Hva er nytt?

Bevissystemet jeg bruker er definert ved sekventkalkyle utvidet med defi-
nerende likninger for de primitivt rekursive funksjonene omskrevet til ikke-
logiske slutningsregler, etter en ny metode introdusert av Negri og von Pla-
o [22]. Systemet inneholder ikke induksjonsaksiomet. Dette gjor systemet
svakt men har den fordelen at man kan oppna full snitteliminasjon pa ende-
lige utledninger. Kreisel [16] har vist at den vanlige prosedyren for snitteli-
minasjon ikke fungerer i fgrste ordens aritmetikker med full induksjon. For &
vise konsistens av Peano aritmetikk ma man overfgre en utledning som bru-
ker induksjonsaksiomet til en uendelig utledning. Deretter kan man eliminere
snitt fra den uendelige utledningen. Snitteliminasjonsteoremet holder heller
ikke for utledninger i sekventkalkyle utvidet med ikkelogiske aksiomer, som
er en vanlig mate a definere tallteori pa. Reglene i det nye systemet defineres
imidlertid pa en mate som tillater full snitteliminasjon. Dette har nyttige
strukturelle anvendelser for systemet, blant annet bevares det gvre bandet
pa snittfrie utledninger som fglger fra snitteliminasjonsteoremet.

Jeg gir et detaljert bevis for at enhver strengt voksende elementaer funk-
sjon f er induktiv i en forste ordens tallteori (PRA+AddAss, TimesAss) med
regler for likhet, definerende likninger for de primitivt rekursive funksjonene
og assosiativitet av addisjon og multiplikasjon. Jervell og Zhang [15] gir en
strategi for a finne induktive predikater for alle Kalmarelementare funksjo-
ner, men de definerer ikke en fullstendig tallteori. De definerer predikater for
addisjon, multiplikasjon, eksponensialfunksjonen og modifisert subtraksjon
og viser lukningsegenskaper under de ulike skjemaene. Jeg bygger videre pa
deres strategi, men enkelte av predikatene definert i1 kapittel 5 har en litt an-
nen form, se avsnitt 4.2. Jeg viser ogsa at aksiomene Jervell og Zhang legger
til for modifisert subtraksjon fgrer til at for mange funksjoner kan gis korte
bevis for at de er totale.

Beviset for at hvis en funksjon f er induktiv sa er den elementer, er gitt
i detalj. Jervell og Zhang [15] gir ikke dette beviset, men antyder at det kan
vises ved hjelp av snitteliminasjonsteoremet.

Videre har jeg etterstrebet en mest mulig mekanisk strategi for a generere
induktive predikater. Dette har gjort det enkelt & implementere strategien i
et Haskell-program og integrere det i en interaktiv teorembeviser. Program-
met som genererer predikater for funksjoner har en semantisk begrensning:
Hvis funksjonen f er definert ved rekursjon over en funksjon ¢ ma systemet
inneholde aksiomer for assosiativitet av h. For gvrig genereres predikatene ut
i fra syntaktiske kriterier og har lik syntaktisk form.



Kapittel 2

Teoretisk bakgrunn

I denne oppgaven gir jeg et gvre band pa hgyden av utledninger av bestemte
utsagn. Utsagnene dreier seg om typetilhgrighet av en klasse av subrekursive
funksjoner. Kjernen av oppgaven grenser mellom bevisteori og subrekursjons-
teori.

Dette kapitlet inneholder noen sentrale resultater i subrekursjonsteori og
bevisteori, som blir referert til i senere kapitler.

2.1 Subrekursjonsteori

Rekursjonsteori handler om de beregnbare funksjonene. En beregnbar funk-
sjon kan uformelt beskrives som en funksjon beregnbar av en algoritme. Ro-
gers [29] gir en uformell beskrivelse av begrepet algoritme. Det finnes noen
opplagte kriterier som det hersker enighet om blant matematikere.

e En algoritme gis som en endelig mengde av instruksjoner.

o Det finnes en regne-agent, vanligvis et menneske, som kan handle 1 trad
med instruksjonene og utfgre beregningene.

e Man har fasiliteter for a utfere, lagre og sjekke opp tidligere skritt i
beregningen.

e Beregningen er diskret og gjennomfgres uten kontinuerlige eller analoge
redskaper.

e Beregningen er deterministisk og utfgres uten bruk av vilkarlige meto-
der, som for eksempel terningkast.

Videre kan en legge til at beregningen ma veere mulig a gjennomfgre i et
endelig antall skritt. I tillegg finnes kriterier som det ikke er opplagt om

7
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ma oppfylles for at noe skal kunne kalles en algoritme. Et kriterium som
det kanskje kan veere uenighet om mellom databehandlere og matematikere
er om det skal finnes noen band pa antall skritt i beregningen. Det vil si
at man pa forhand kan avgjere hvor mange skritt en algoritme vil bruke
pa a beregne en funksjon med hensyn pa et gitt argument. For klassen av
beregnbare funksjoner er ikke dette kriteriet oppfylt.

Definisjon 2.1 (Turingberegnbar funksjon) At en funksjon f er Turing-
beregnbar vil si at det finnes en maskin M slik at for alle arqumenter x 1

domenet D til f, M(z) = f(z). Det vil st for alle x € D sa stopper M med
inpul = etter et endelig antall skritt med output f(z) pa tapen.

Stoppeproblemet for Turingmaskiner sier at det ikke er mulig a avgjere
1 det generelle tilfellet hvorvidt en maskin stopper pa et vilkarlig input. Av
dette fplger at det ikke er mulig & avgjgre generelt om en funksjon er turing-
beregnbar og dermed heller ikke om den er beregnbar. Hadde man krevd at
alle beregninger skulle stanse etter et bestemt antall skritt, sa kunne man
avgjort hvorvidt en funksjon er beregnbar.

2.1.1 Primitiv rekursjon

I denne oppgaven ser jeg pa en delmengde av de rekursive funksjonene. En
funksjon kalles rekursiv hvis den beregnes av en algoritme som er definert
ved et kall pa seg selv. De subrekursive eller primitivt rekursive funksjonene
skiller seg fra de beregnbare funksjonene ved at det alltid er mulig a beregne
hvor mange skritt som trengs for a beregne f i et gitt argument. De er totale
og beregnbare funksjoner over heltall. Men det finnes totale og beregnbare
funksjoner som ikke er primitivt rekursive.

I dette avsnittet introduseres en del grunnleggende begreper og egenska-
per ved de primitivt rekursive funksjonene som jeg far bruk for i de senere
kapitlene. Grunnleggende resultater som allerede er kjent vises i liten grad
her. Beviser for lemmaer og pastander 1 dette avsnittet finnes blant annet i
Rose [30], Sudkamp [32] og Kristiansen [17].

Nullfunksjonen O, etterfglgerfunksjonen S og projeksjonsfunksjonene I
er de primitivt rekursive initialfunksjonene. En funksjon f definert ved hjelp
av funksjoner g, h og j og skjemaene for komposisjon eller primitiv rekursjon,
er primitivt rekursiv hvis g, h og j er primitivt rekursive. Skjemaene er
definert som fglger:

Komposisjon:

flze, .o yzn) =h(gi(zr, .y 20), ooy G2, ooy 20))
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Primitiv rekursjon:
flzr,. o 20,0) = g(yr, - -, yn)
flzr, ..o, 20, 8y) = h(z1, ..y 2n,y, f(21, 00 20, Y))

Definisjon 2.2 (Klassen P av primitivt rekursive funksjoner) er til-
lukkingen av de rekursive initialfunksjonene under definisjonsskjemaene kom-
posisjon og primitiv rekursjon.

Definisjon 2.3 En funksjon [ er definert ved begrenset rekursjon over g, h
0g j hvis [ er definert ved primitiv rekursjon og

flze, o zny) <jglar, ..., 20,9)
Lemma 2.4 Subtraksjonsfunksjonen — er primitivt rekursiv.

Bevis. Modifisert subtraksjon defineres ved primitiv rekursjon over forgjen-
gerfunksjonen, som kan defineres ved primitiv rekursjon over projeksjons-

funksjonen.
P(0)=0
P(Sy) = T{(y, P(y))
~20 = Ill(:r:)
xSy = P(=zy) O

Definisjon 2.5 (Strengt voksende funksjon) FEnn+1-er funksjon f kal-
les strengt voksende hvis for alle tall my,...,m,,n,p € N

n<p= f(my,...,mun) < f(my,...,m,,p).

Notasjon

En rekke vanlige aritmetiske funksjoner kan konstrueres ved primitiv rekur-
sjon. For eksempel er funksjonen + primitivt rekursiv:

+(0,y) = I (y)
—|—(Sl’,y) = h(—l—(:t;,y),;z:,y),h(:z:,y,z) = S(If’(:l:,y,z))

Hvis man fglger skjemaene for komposisjon og primitiv rekursjon helt presist,
slik som her, kan definisjonene bli veldig omstendelige og vanskelige a lese.
Alle funksjonene i eksemplene som fglger kan skrives primitivt rekursivt pa
tilsvarende mate, men jeg vil ofte bruke standardnotasjon for enkelhets skyld.
Funksjonene skrives med prefiksnotasjon, slik som i eksemplene over.
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2.1.2 Elementaere funksjoner

Den viktigste metoden for a konstruere subrekursive funksjoner er ved repe-
tert iterasjon av en operasjon som allerede er definert. Addisjon er iterasjon
av etterfglgerfunksjonen, multiplikasjon er iterasjon av addisjon og sa videre.

Definisjon 2.6 La [ vere en primilivt rekursiv funksjon. Da kan man defi-
nere en ny funksjon ved bundet sum eller bundet produkt over f:

bundet sum: ¥ f(Z,1) = f(Z,0)+ -+ f(Z,n)

bundet produkt: _I}Of(a_:', i) = f(Z,0)+---+ f(Z,n)

Lemma 2.7 De primitivt rekursive funksjonene er lukket under bundet sum
og bundet produkt.

Dette kan man forsikre seg om ved a sjekke at fglgende definisjoner er primi-
tivt rekursive:

g |/O\'M

IA
= &
hoh T

N — =
=Y\
<
A
<

Ved hjelp av disse skjemaene kan man definere en ny, viktig klasse av funk-
sjoner.

Definisjon 2.8 (De Kalmarelementzre funksjonene, £') De Kalmdr-
elementere initialfunksjonene er nullfunksjonen O, etterfolgerfunksjonen S,
projeksjonsfunksjonene L7, addisjon + og modifisert sublraksjon —. Klassen
av Kalmdrelementere funksjoner £ er tillukkingen av de Kalmdrelementere
initialfunksjonene under bundel sum, bundet produkt og komposisjon.

De Kalmarelementare funksjonene har sitt navn etter den ungarske mate-
matikeren Laszléo Kalmar. Han var den fgrste til & introdusere denne klassen
av funksjoner, i 1943. £ inneholder de fleste nyttige tallteoretiske funksjone-
ne over heltall. De Kalmarelementare funksjonene kalles heretter stort sett
elementere.

Teorem 2.9 [30, s. 11] Hvis [ er en primitivt rekursiv funksjon og [ er
bundet av en elementer funksjon g og dens hjelpefunksjoner er elementeere,
sa er [ elementer.
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Regning med logiske operatorer

Relasjoner over heltall kan representeres ved funksjoner med verdiomrade

0,1.

Definisjon 2.10 La R vere en relasjon over naturlige tall. f kalles den
karakteristiske funksjonen til R dersom

flz1,...,xn) =1 ndar R(xy,...,x,) tolkes som sann i standardmodellen

flz1,...;2,) =0 ndar R(xy,...,x,) tolkes som usann i standardmodellen

Pa denne maten kan man regne pa logiske utsagn, noe som blant annet kan

brukes i s@kealgoritmerl.

Lemma 2.11 De elementere relasjonene er lukkel under de utsagnslogiske
operalorene.

Bevis. La p og q veere de karakteristiske funksjonene til relasjonene P og ().
Folgende logiske operasjoner kan defineres ved komposisjon over de elemen-
teere funksjonene —, + og x.

—P==(1,p)
PvQ==(1,=1,+(p,q))
PAQ=x(p,q)
Alle andre utsagnslogiske operatorer kan defineres ved -,V og komposisjon.

O

Pa samme mate kan man definere elementaere relasjoner. Relasjonen sign gir
0 hvis argumentet er 0 og 1 ellers. Relasjonen cosg gir 0 hvis argumentet er
0, 1 ellers. Relasjonene < og > er de vanlige ordningsrelasjonene og eq er
likhetsrelasjonen.

sign(z) = ~(1,=(1, z))
cosg(x) = =(1,x)

< zy = sign(—(y, z))

> ay = sign(=(z,y))

eqry = cosg(+(< zy, > zy))

'Da matematikerne Haskell B. Curry og Reuben Louis Goodstein viste at konnektivene
1 utsagnslogikk kan defineres i en elementar aritmetikk valgte de & la 0 representere sann og
1 falsk. Jeg velger imidlertid & holde meg til den mer moderne tradisjonen innen teoretisk
databehandling hvor 0 er falsk og 1 er sann.
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Definisjon 2.12 (Bundne kvantorer) 1.

di < nP(i) = Det eksisterer en « mindre enn n slik at P(i) holder.
Vi <nP(1) = For alle i mindre enn n holder P(1).

2. (a) En formel A er Ay hvis den inneholder bare bundne kvantorer.
(b) o =1p = A
(¢) Hvis en formel A er 11, er 3z A ¥, 4.
(d) Hvis en formel A er ¥, er Ve A Il 4.

Lemma 2.13 De elementere relasjonene er lukkel under de bundne forste
ordens kvantorene (31 < n) og (Vi <n).

Beuvis. La p veere den karakteristiske funksjonen til den elementare relasjonen
P(Z,y). De karakteristiske funksjonene for bundet 3 og bundet V defineres
ved:

Begrenset sgk

For & kunne vise at totale divisjonsfunksjoner er elementare ma jeg introdu-
sere en ny operator, p-operatoren som brukes til begrenset sgk. Det a dele
et heltall pa et annet er en mer komplisert operasjon enn a legge to tall
sammen. Det fgrste innebaerer en form for sgk, fordi man spgr; hvor mange
ganger kan jeg dele z pa y? Hvis man skulle programmere en funksjon for
heltallsdivisjon i et funksjonelt programmeringssprak som Scheme, ville man
kanskje trekke y fra x helt til = ble mindre enn y og samtidig telle antall
subtraksjoner. Nar man skal overholde skjemaet for primitiv rekursjon kan
man imidlertid ikke bruke en slik tilnzerming. Antall kall pa en funksjon er
gitt pa forhand av rekursjonsargumentet. I stedet regner man pa verdier fra
passende karakteristiske funksjoner ved hjelp av bundet minimalisering.

Definisjon 2.14 (Bundet minimalisering) La P vere en elementer re-
lasjonen og p vere den karakteristiske funksjonen til P. Da er

pi < ylp(ee, ..., 2,,10)]

det minste tallet 1 slik at p(xy,...,2,,1) = 1. Det vil si P(xq,...,2,,1) er
sann.
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Lemma 2.15 De elementere funksjonene er lukket under bundet minimali-
sering.

Bevis. Bundet minimalisering kan defineres ved:

pi <ylplt,z1,...,2,)] = ¥ eosg(p(i,z1,...,2,))

z<yt<z
Siden cosg er elementear og de elementzere funksjonene er lukket under bundet

sum og bundet produkt, er yi < y[p(7, ¥)] elementaer nar p er det. O

Ved hjelp av begrenset minimalisering kan man definere en rekke divisjons-
funksjoner. For & gjgre heltallsdivisjon total kan man sette /0 = 0.
Eksempler pa noen elementeaere divisjonsfunksjoner:

quo(z,y) = x(sign(y), pt < y[> x(+(z,1),y)z])
rem(z,y) = =(z, x(y, quo(z,y)))

divides(z,y) = {

1 hvis z > y,y > 0, og y ikke deler =
0 ellers

= eq(rem(z,y),0) A sign(z)
ndivisors(y) = g]odim'des(y, i)
prime(y) = eq(ndivisors(y), 2)

For a fa alle de beregnbare funksjonene kan man legge skjemaet for ube-
grenset minimalisering (eller bare minimalisering) til de primitivt rekursive
funksjonene.

Primtallskoding

Ved hjelp av operatorene definert over kan en definere relasjoner og funksjoner
til bruk i koding og dekoding av bevis. Fra lemmaene over kan man vise at
folgende relasjoner og funksjoner er elementaere:

nprimes(y) = Yi<yprime(i), gir antall primtall mindre enn eller lik y.

pn = (i < 2" ) [nprimes(i) = n 4 1] som gir det n’te primtallet.

Definisjon 2.16 (Sekvenstall) La p; veere det i ’te primtallet. Sekvenstallet
(x1,...,2,) er gitt ved p§ X pi* X -+ X pir.

Eksponenten til £ i dekomposisjonen av y fas fra funksjonen:

exp(y, k) = pr<y[k°ly A =(k"tHy)]
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I kapittel 7 defineres et dekodingssystem som gjer bruk av fglgende ele-
mentare funksjoner og predikater:

(), = exp(z,p,); den n’te komponenten til =
In(xz) = (x)o; antall koordinater i x, hvis x er et sekvenstall, 0 ellers
Seq(z) = (Vn < z)[n > 0A (2), #0=n <lIn(x)].

Jeg far ogsa bruk for en begrenset versjon av skjemaet for verdiforlgprekur-
sjon. La n og k veere faste tall og la j;(y) < y for i = 1,..., k. Da defineres
f over funksjonene g, h, j1, ..., jr ved skjemaet for verdiforlgprekursjon:

flzr,.o o 20,0) = gz, ..., 2y)
flzr, ..o 2n, Sy) = h(x1, ... 20, Y,
f(xh .- '7$n7j1(y))7 .- '7f($17 .- 7$n7]k(y)))

Definisjon 2.17 (Bundet verdiforlgprekursjon) FEn funksjon [ er defi-
nert ved bundet verdiforloprekursjon over funksjoner g,h,ji,...,Jr og l hvis
[ er definert ved verdiforloprekursjon og

flzy, .oz, y) <lzy,...,2,,y)

Teorem 2.18 De elementere funksjonene er lukket under bundet verdifor-
loprekursjon.

Bevis. Anta at g, h,ji1,...,Jr og | er elementare og at ji(y) < y for ¢ =
1,...,k. La 7 sta for x1,...,2, og la f veere gitt som i definisjonen av be-
grenset verdiforlgprekursjon. Definer en ny funksjon

F(Z,0) = p(0)*®)

Det folger av lemmaene over at F' er primitivt rekursiv. Merk at alle hjelpe-
funksjonene er elementare. Hvis jeg kan vise at F' er begrenset av en elemen-
teer funksjon fglger det fra teorem 2.9 at F' er elementeer. Siden j;(y) < y for
1=1,...,k, sa folger det at

F(Z,y) = p(0)7F0 x p(1)7EN . p(y) ) = g,pf(fvi)

Ved antakelsen er f(Z,y) < l(z1,...,2,,y), sa 'I}pf(f’i) < Mgy p!@). La
YY) -

.

m(Z,y) = i<, p"®). Da folger F(Z,y) < m(Z,y). Funksjonen m er ele-
mentaer og F' er dermed definert ved begrenset rekursjon over elementee-
re funksjoner, sa F' er elementzer. Funksjonen f er gitt ved komposisjonen
f(@,y) = F(Z,y)[y]. Dermed er f elementeer. O

De elementere funksjonene er ogsa lukket under bundne versjoner av andre
definisjonsskjemaer, men det blir kun bruk for bundet verdiforlgprekursjon i
denne oppgaven.
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2.1.3 Gregorczyk-hierarkiet

Mye aktivitet innen matematisk logikk siden Church framla sin tese har veert
rettet inn mot a klassifisere de beregnbare funksjonene etter ulike kriterier.
Ideen er a konstruere en sekvens av klasser av funksjoner med gkende kom-
pleksitet slik at hver klasse er inneholdt i den neste. Sekvensen begynner
med de primitivt rekursive funksjonene eller de elementare eller en liknende
klasse og unionen av alle klassene er de beregnbare funksjonene.

Den polske matematikeren Andrzej Gregorczyk introduserte 1 1953 et
hierarki over de primitivt rekursive funksjonene. Hans arbeid bidro til utvik-
lingen av mer omfattende hierarkier som omtales av Rose [30]. Gregorczyk
introduserte klassene £ (r = 0,1,2...). Hver av klassene i hierarkiet er ekte
inkludert 1 den pafglgende. Hierarkiet defineres ved:

G = Ur<w 57“

G er da klassen av primitivt rekursive funksjoner.

Definisjon 2.19 Sekvensen av primitivt rekursive funksjoner Ey for k =
0,1,2,... er gitt ved

Eo(z,y) = 2y
Ei(z) = +2%2
Ek+2(0) - 2
Epa(x + 1) = Ergr (Erpa(z))
Definisjon 2.20 Sekvensen av subrekursive klasser € forr =0,1,2,... er
gitt ved
E er tillukkingen av funksjonene O, S, T" under komposisjon og begrenset
rekursjon.
EtY er tillukkingen av funksjonene O,S,I" og Fo under komposisjon og

begrenset rekursjon. E., 0,8, I" og Fy kalles initialfunksjonene 1 1.

Teorem 2.21 [17, 5. 19] La [ vere en funksjon i E° med aritet n. Da finnes
det faste tall i og k (der 1 <1 < n) slik at

fler,.ooz,) <z + k.
Lemma 2.22 /30, 5. 36] f € £ = fv € £ for y en variabel.
Det vil si at hvis en funksjon f er i en Gregorczyk-klasse, s& kommer man

et niva opp ved a rekursere ubegrenset over f. For eksempel er funksjonen
+ € &', mens funksjonen x som rekurserer over 4 er i 2.
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Et korollar av dette resultatet er at nar g og h er i £" og f er definert
ved hjelp av ubegrenset rekursjon over g og h, s er f € £+,

Eksempelvis kan man definere hypereksponensialfunksjonen ved hjelp av
ubegrenset primitiv rekursjon over eksponensialfunksjonen:

Definisjon 2.23 (Hypereksponensialfunksjonen)

hyp(0,y) =y
hyp(Sz,y) = y"rtov)

Toertarn er et spesialtilfelle av hypereksponensialfunksjonen som det blir
bruk for blant annet i snitteliminasjonsteoremet.

Definisjon 2.24 (Toertarn)

()
:lkH(:z;)

X
97 ()

Toertarn gir et tarn av toere, hvor eksponeneroingen gjgres den vrange
veien. Eksempelvis er

3

34(3) = 2677,

Det kan vises at enhver elementar funksjon majoriseres av hypereksponen-
sialfunksjonen.

Lemma 2.25 [26, s. 100-103] For enhver elementeer funksjon f(my,...,my,)
finnes en gitt m slik at for max(myq,...,my,) > 1 holder ulikheten

f(ma,...,my) < hyp(m, max(mq,...,my,)).

Teorem 2.26 [30, s. 33] Klassen £ er klassen av Kalmdrelementere funk-
sjoner £'.

Til senere bruk tar jeg med noen funksjoner og deres respektive klassetil-
hgrighet.

Teorem 2.27

i. Funksjonen = (modifisert subtraksjon) er med i E°. Det er ogsi kon-
stantfunksjonen, c?, og funksjonen x + k der k er el vilkarlig fast tall.

ii. Funksjonen max er med 1 E' [17, s. 23].
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iti. Funksjonen J*(z) er med i £ der k er et vilkdrlig fast tall.
w. E er lukket under bundet sum for i >2 [17, s. 23].

v. & er lukket under bundet produkt for 1 >3 [17, s. 23].

Bevis. (Bevis av teorem 2.27 punkt i og ii) Punkt i: Konstantfunksjonen ¢}
er gitt ved ¢ = (x1,...,7,) =1 for alle i,n € N. Funksjonen ¢! kan defineres
ved komposisjon over etterfglgerfunksjonen, nullfunksjonen og projeksjons-
funksjonen:

& =8...80TF(x1,...,x1)

i ganger

0,8 og I er alle med i £° og £° er lukket under komposisjon, si ¢ €
£°. Punkt iii: Funksjonen J*(z) for gitt & kan skrives ved komposisjon over
eksponensialfunksjonen. a

Korrolar 2.28 (Korrolar til teorem 2.27 og definisjon 2.20) Lao ve-
re en n-eer funksjon 1 £, r > 3. Da er funksjonen g definert ved g(xy,...,x,) =
o (x1,...,2,)), for vilkarlig fast k, ogsi i E".

Bevis. Funksjonen g er definert ved komposisjon over funksjonene o og 3*(z)
som begge er i £". O

2.2 A proof system for first order logic

According to Schwichtenberg and Troelstra [33] proof theory may be roughly
divided into two parts: structural proof theory and interpretational proof
theory. In structural proof theory one analyse the properties and structure
of derivations in formal systems. The central methods are cut elimination
and normalization. In interpretational proof theory, the tools are syntactical
translations of one formal theory into another. 1 will only be concerned with
the methods of structural proof theory.

To avoid confusion I adopt the convention of Schwichtenberg and Troel-
stra to use the word derivation about formal arguments, whereas the word
proof is used only on the meta-level.

As the formal system for the derivations in this thesis, I use a variant of
sequent calculus for classical logic (LK). Sequent calculus was introduced by
the German logician Gerhard Gentzen in the nineteen thirties and has later
been refined by other logicians.
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The variant I use is a classical Gentzen system with shared context in
the premise, called G3c+Cut in conformity with Schwichtenberg and Troel-
stra [33] and Negri and von Plato [22].

Later G3c+Cut is extended with non-logical rules for equality and primi-
tive recursive functions. The idea of extending proof systems with nonlogical
rules of inference was first introduced by Sara Negri [20] for the intuitionistic
theories of apartness and order. It has been developed further by Negri and
Jan von Plato [21, 22| and is also described in Schwichtenberg and Troel-
stra [33].

First T give some preliminary definitions for later use.

2.2.1 Notation and definitions

A logical system consists of a formal language with an alphabet and a system
of axioms and rules for making logical inferences.

Alphabet:

e The logical connectives, A,V,—, D
e Quantifiers, V, J
o A set of variables: z,x,, ...

e Function symbols f, g, ... for all primitive recursive functions. Ev-
ery functions symbol has an arity n > 1, which decides the number
of arguments that f can take. Constants are functions with no
arguments.

e Relation symbols, R, S,T,.... Unary relations are called pred-
icates. In particular the language contains the binary relation
symbol =, written infix.

Language: The language consists of terms and propositions defined as fol-
lows:
e Terms are defined inductively by the clauses:

1. Variables and names are terms.

2. If f is a function symbol with arity n and ¢1,...,1, are terms,
then f(ty,...,1,) is a term.

e Formulas:

1. L is a formula.
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2. An atomic proposition is an expression of type R(ty,...,1,)
where R is a relation symbol with arity n and each ¢; is a
term.

3. If A and B are propositions, then =A, AV B, ANB, AD B,
VzA and dz A are propositions.

Definition 2.29 The depth of a formula is defined inductively as the mai-
mum length of a branch in ils construction tree:

|P| =0, for P atomic.

|Ao B| = max(|A|,|B|)+1 for binary operators o, |o A| = |A|+1 for unary

operalors o.

Definition 2.30 The height of a derivation |D| is defined inductively by:
1. |D| =0 if D is an axiom;

2. Let Dy,..., D, be derivations with height dy,...,d,, R be a rule with

n premises. Let D be the derivation:

Dy, D,

I'=A R

Then |D| = maxz(dy,...,d,) + 1.2

Notation 2.31 For sequents derived in a proof system S the following no-
tation is used

FST = A

If I want to indicate that a deduction D derives I' = A [ write DF° T = A
(or DFT = A if S is given from the context).

That D derives a sequent in a system S in al most n steps is denoted
DHT = A
If I want to state that a proposition A s derivable in a system S I write

F= A or just F5 A

2Several results in the coming sections are proven by induction on the heights of deriva-
tions. For some results T refer to proofs in Negri and von Plato [22] and Schwichtenberg
and Troelstra [33]. Their definitions of the height of derivations look slightly different from
the one given here, but the measures of height are equivalent in all three definitions.
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Definition 2.32 (Rule types) There are two main types of rules in a proof
system (G. The primitive rules that are part of the system and the rules that
are either deriwvable or admaissible:

A rule with premises Sy, ..., 5, and conclusion S s said to be derivable
in G if for each instance of Sy,...,S, there is a deduction of S from S; by
the rules of GG.

It 1s said to be admassible if, whenever an instance of Sy, ..., S, is deriv-
able in G, the corresponding instance of S is derivable in G.

2.2.2 Sequent calculus for classical logic

Sequent calculus derives sequents of the form I' = A, where I' and A are
finite sets. I'is called the antecedent and A the succedent. Let I' = Py, ..., P,
A =@Qy,...,Q,, where n,m > 0. The intuitive interpretation of validity in
sequent calculus is that I' = Aisvalid it AA---A...P, D Q1 V- -V Q,
is true. The logical rules of sequent calculus for classical logic give a formal
theory of the derivability relation. It is now common to use the symbol =
inside the system, instead of - which is a meta-level expression. Deductions
in sequent calculus are finite trees with a single root and axioms at the top
nodes.

Sequent calculus for classical logic has a semantical motivation in which
the system is obtained by analyzing truth conditions for formulas. Each rule
breaks composed formulas into simpler ones. The problem of checking the
truth value of a composed formula is reduced to checking the truth values of
its subformulas. Moreover these transitions are done locally in a derivation.
Thus one obtains a guided way to search for a derivation of a sequent.

The usual way of searching for a derivation in sequent calculus is root-
first. One starts with the theorem one wants to prove and sees if it is possible
to arrive at axioms in the top nodes by application of the rules.

The root-first proof search procedure runs contrary to the formal defi-
nition of a derivation which is given inductively: Instances of axioms are
derivations, and if instances of premises of a rule are conclusions of deriva-
tions, an application of the rule gives a derivation.

Thus when proofs are given by induction on the height of the proof tree
one often use the “top-down” approach to derivations. Whereas when I give
a constructive proof that there exists derivations of certain expressions, the
derivation is constructed root-first.

Sequent calculus for classical logic has properties that are useful in the
analysis of derivations. The most important is the existence of cut-free deriva-
tions corresponding to the existence of normal form in natural deduction.
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Gentzen’s original formalization of sequent calculus contained the Cut
rule:
I'=AA AT FA
T = AA!
The general idea is that if you can show a formula A from the axioms of a

system, then you can use A together with the axioms to show A. The use of
Cuts in classical logic can be compared to the use of lemmas in mathematical

ut

proofs. One start with showing some intermediate results and use these to
prove the main theorem.

The problem with the Cut rule is that it allows infinite branching of the
search space. The cut formula can be any derivable formula.

To meet this problem Gentzen showed that it is always possible to elimi-
nate cuts in a derivation in sequent calculus. He gave an effective procedure
for eliminating cut that always terminates.

The existence of cut-free derivations has several applications. It is used
to show the subformula property and consistency of the system LK. The
subformula property says that in a cut-free derivation all the formulas are
subformulas of the end-sequent.

2.2.3 The proof system G3c+Cut

I describe the calculus G3c+Cut and some of its properties. In the rules of
G3c+Cut the sets I' and A are finite multisets, that is, lists with multiplicity
but no order. I' and A can be empty. The formula with the connectives in a
rule is called the principal formula and its components in the premises are
the active formulas. I', A are called the context.

The name G3c+Cut indicates the basic properties of the proof system.
The letter (¢ indicates that it is a sequent system (Gentzen system) and the
letter ¢ says that it is a classical system.

The number 3 means that the contexts in both premises of two-premise
rules are the same. This is called context-sharing. Rules that are not context-
sharing are called context-independent. Example of context-independent ver-
sus context-sharing rules:

'=A A=2B
I'A= AAB

In the former rule the contexts in the premises are independent of each other,
whereas in the latter the contexts in the premises are the same. Context-

I'=A I'=10B
I'=AAB

RA

RA

sharing has advantages for the proof search. In systems with shared contexts
one can uniquely determine the premises, once it is decided which formula
of the end-sequent is the principal one.
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Extension of a system by a rule R is indicated through writing +Rule.
Thus the +Cut says that G3c is extended with the Cut rule.
I'=AA ATl = A
I = AA!

ut

Note that this variant of the cut rule has context-independent premises.

Definition 2.33 The axioms and rules for G3c:
Aziom:

P,I' = A, Pax (P atomic)

Logical rules:

A B, I'= A '=AA I'=s>AB
AANBT = A N T= A AMNB
Al'=sA B TI'= A I'=AAB

AVBT = A LV T=A AvE Y
I'=AA B I'= A AT =AB

A>BT=A I° T=AASB 2
Alt/z],Vz A, T = A I'= A, Aly/z]

ViAT = A LY F= AvzA o
Aly/z],I'= A I'= A, dzA, Alt/x]
JeAT = A L [= A, 324
;FiAu‘

In RY and L3, y cannot occur free in ', A,Vx A or dJx A.

An important property of G3 systems is that the structural rules of weak-
ening and contraction are absorbed into the the rules and axioms. They are
admissible and need not be part of the system as such. To obtain admissi-
bility of contraction the principal formulas of the conclusion in LV and Rd
must be repeated in the premise.

Lemma 2.34 (Height preserving inversion in G3c) [22, p. 75]
i. Iftr, ANB,I'= A thent, A, B, ' = A.

ii. IfF, T'=A AV B thent, ' = A A, B.

iii. IfF, AoV Ay, I = A thent, A,I'= A(i €0,1).

. IfF, T'= A Ag AN Ay thent, T'= A A;(1 €0,1).
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v. IfF, T = A, AD B thent, AT = A,B.
vi. IfFn AD B, T = A then -, T' = A, A and b, B,T' = A.

vit. If F, T' = AVzA then -, I' = A, Alz/y], for any y such thal y ¢
FV(I, A, A).

vigi. If b, 2 AT = A then b, Alz/y],T = A, for any y such thalt y ¢
FV(I, A, A).

Theorem 2.35 (Height-preserving weakening for G3c) [22, p. 75]
i. IfF,T'= A, thent, D,I' = A.

ii. IfF, T = A, then b, T = A, D.

Theorem 2.36 (Height-preserving contraction for G3c) [22, p. 75]
i. IfF, D, DT = A, thent, D,T = A.

ii. IfF, T = A,D,D, then -, ' = A, D.

Theorem 2.37 [22, p. 81-86] The sequent T' = A is derivable in G3c iff it

1s valid.

2.2.4 Cut elimination and upper bounds

Definition 2.38 The level of a cut is defined as the sum of the depths of the
deductions of the premises. The rank of a cut on A is |A|+ 1. The cutrank
of a deduction D, is the maximum of the ranks of the cutformulas occurring

mn D.

Notation 2.39 A derivation with conclusion I',T" = A, A" obtained by ap-
plying height-preserving weakening to D with conclusion I' = A is denoted
DI = A']. In this case D is said to be weakened with I" = A’

Notation 2.40 Derivalions of the premises in an n-premise rule are denoted
Do, ..., D,. The depth of a derivation D is d, the depth of Dy,..., D, are
denoted dy, ..., d,.

Theorem 2.41 /33, p. 9] Cut elimination holds for G3c+Cul.
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I outline the course of the proof given in Schwichtenberg and Troelstra [33]°.
Proofs that the cut elimination theorem holds for extensions of G3c¢c are
extensions of the proof outlined here. The strategy used by Schwichtenberg
and Troelstra [33] is to remove cuts that are topmost among all cuts with
rank equal to the rank of the whole deduction. It provides a constructive
method for replacing a sub-deduction D of the form
Dy D,
'=AA AT'=A
I'= A

where cr(D;) < |A| = er(D)—1 fori € 0,1, by a deduction D* with the same

conclusion, such that er(D*) < |A]. This is proved by a main induction on

the cutrank, with a sub-induction on the level of the cut at the bottom of D.
Three cases are considered:

Cutcg

1. at least one of Dy, D; is an axiom;

2. Dy and D; are not axioms, and in at least one of the premises the
cutformula is not principal;

3. the cutformula is principal on both sides.

I do not go through the various instances of the three cases, but refer to
the proof in Troelstra and Schwichtenberg [33].

Theorem 2.42 (Hyper exponential bounds on cut elimination) /33,
p. 149] For every deduction D in G3c+Cul of culrank k there is a cul-free
deduction D* with the same conclusion, achieved by eliminating cuts from D,
such that

D= < 3*(|DY)

2.3 First order structures and theories

In the previous section I gave rules for a calculus of pure logic. It contains
only logical axioms and rules. The propositions derivable in G3c+Cut are
logical tautologies as for example A A B O A. In order to be able to derive
propositions about functions one must add non-logical axioms or rules. Ax-
ioms are syntactical descriptions of functions and relations, but they can also
be regarded as interpretations of elements in the structure of the language.

3Schwichtenberg and Troelstra show eliminability of context-sharing Cut, Cutcs, and
then show the eliminability of Cut as a consequence.
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Definition 2.43 (First order structure) Let L be a first order language
as defined in the previous section.

o A structure, A for L contains a non-emply set A and interpretations
of the names, relations and function symbols in L over A.

o A closed proposition C is said lo be valid in A, written A= C, if il is
true in A.

For example the axiom Vzy(x + y) = (y + x) give an interpretation of the
function plus, denoted '+’ as having the property of being commutative.
Together a proof system and a set of axioms constitutes a theory:

Definition 2.44 (First order theory) Let L be a first order language as
defined in the previous section.

1. A first order theory T' consists of

o The language L.

o A set of propositions from L called the nonlogical axioms (rules)

of T.

o The proof system for first order logic as described in the previous
section.

2. If T is a first order theory with language L and A is an L-structure
then A is a model for T if all nonlogical axioms in T are valid in A.

3. A proposition C is said to be a logical consequence of T, written T' = C,
if C is valid in all models for T.

In 1889 the Italian logician Guiseppe Peano gave five axioms to charac-
terize the natural numbers?.

N(0)

Vz(N(z) D N(Sz))

Vaey(x =y D Sz = Sy)

Vz(Sz #0)

(0: K AVz(K(z) D K(Sz))) D Vz(K(x))

TN N N N
U = W N~
~— N e S

4In Peano’s original axiomatization he used 1 as the first number instead of 0. Ax-
ioms 2.1 to 2.5 are written in conformity with modern tradition where the first number is

0.
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The two first axioms of Peano arithmetic generate an inductive set that
consists of the natural numbers. The remaining axioms ensures that the
terms satisfying the N predicate coincide with the natural numbers. In the
next chapter I extend G3c+Cut to a theory of primitive arithmetic, called
PRA, without the induction axiom. This is a much weaker theory than Peano
arithmetic.

Godel’s completeness theorem for first order theories exists in several
formulations. The following is given by Fenstad and Normann [6]:

Theorem 2.45 (Completeness of first order theories) [6, s. 18] Let
T be a first order theory and C' a proposition in the language of T'. Then the
following equivalence holds:

TeCeTEC

To readers familiar with Godel’s incompleteness theorem this may be a bit
confusing. The incompleteness theorem states that if 7' is an axiomatisable
theory with NV as one of its models there is a closed proposition C' that is true
in N but not derivable in 7. Remember the meaning of T' = C for theories.
It denotes that ' is a logical consequence of T'. Furthermore a proposition
is a logical consequence of a theory if it is valid in «all it’s models. Hence if
a proposition C'is true in N but false in a non-standard model of T it is not
a logical consequence of T" and therefore not derivable in 7.

The notion of a non-standard model was first introduced by Skolem end
Lowenheim. In the early nineteen thirties they found that all theories that
have an infinitely enumerable model isomorphic to N has models with cardi-
nalities larger than N. In other words all theories that has NV as their model
has a non-standard model. This is called the upward Skolem-Léwenheim

Theorem [5].



Chapter 3

A theory of primitive recursive
arithmetic

In this chapter G3c+Cut is extended to a theory for primitive recursive
functions. Normally a theory is defined as a logical system that contains
an explicitly stated set of axioms from which theorems can be derived. In
sequent calculus one way to obtain a theory for equality and functions is to
add axioms in the form of sequents of type = A. Nonlogical theorems of
the theory can be derived by introducing cuts on the axioms. The problem
with this method is that it leads to failure of cut elimination. Negri and von
Plato [21] presents a simple example given by Girard: The axioms have the
forms = A D B and = A. The sequent B is derived from these axioms by

A=A B=21HB
=ADB A ADB=1H
= A A= B
=B Cut

LD

ut

Inspection of the rules for sequent calculus described in section 2.2.3 show
that there can be no cut-free derivation of = B, which leads Girard to con-
clude that Gentzen’s cut elimination theorem fail for proper axioms. Negri
states more generally that “the cut elimination theorem does not apply to
sequent calculus derivations having premises that are not logical axioms.”
This problem with axiomatic systems makes them unsuitable for the
structural analysis of derivations in primitive recursive arithmetic, which is
the issue of this thesis. Negri and von Plato [22]| have developed a method
for transforming nonlogical axioms into inference rules. They show that all
classical theories axiomatized by purely universal axioms can be transformed
into rule systems that allow full cut elimination. A statement is universal
if it is in prenex normal form with only universal quantifiers in the prefix.

27
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3.1 Extensions of G3c+Cut with nonlogical
rules

My application of Negri and von Plato’s rule scheme differ from the examples
they give in that I keep the cut rule as part of the system. This is because
I give upper bounds on derivations D of certain arithmetic expressions. To
obtain these bounds it is necessary to use cuts.

Negri and von Plato show that all structural rules, including the cut rule
are admissible in extensions of G3c that follow their rule scheme. Thus they
obtain cut-free systems for several axiomatic theories.

The method of transforming axioms into rules can also be used to obtain
a system with cut, and then show that the cut rule can be eliminated from
derivations. To show that a rule R is admissible in a system S is equivalent
to showing that S is closed under R. Thus a proof that a rule R is admissible
in S is also a proof that if a sequent is derivable in S, the same sequent is
derivable in S without the use of R. In fact Schwichtenberg and Troelstra [33]
give a proof that one has full cut elimination in G3c+Cut extended with rules
of the type Negri and von Plato describe.

The basis proof systems of this section and proofs of their various prop-
erties are found in Schwichtenberg and Troelstra [33] and Negri and von
Plato [22|. Where new axioms or rules are added I verify that they satisfy
the rule scheme of Negri and von Plato.

3.1.1 Transforming a classical theory into a rule system

Nonlogical rules added to a system in the place of axioms must satisfy the
following principle.

Principle 3.1 In nonlogical rules, the premises and conclusion are sequents
that have atoms as active and principal formulas in the antecedent and an
arbitrary context in the succedent.

It follows from the principle that the inversion lemma 2.34 holds for exten-
sions of G3c¢ with nonlogical rules. Following this principle one can convert
theories axiomatized by universal axioms into rule systems: First eliminate
all the quantifiers. Then one can use the existence of conjunctive normal form
in classical propositional logic. This states that each formula is equivalent to
a conjunction of disjunctions of atoms and negations of atoms. Each conjunct
can be converted into the classical equivalent form PiA---AP,, D Q{V---VQ,

which is representable as a rule of inference:
Q,I'=A ... @, I'=A

P,....P,,I'=A

Reg
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I', A are arbitrary multi-sets. Due to the arbitrary context in the succedent
right contraction is still admissible for extensions of G3c. To obtain admis-
sibility of left contraction it is necessary to repeat the principal formulas of
the conclusion in the premises:

O, Pi,....Po.,T=A ... Q.P,....P.,T=A

P... . PoT=A fieg
Here Py,..., P, in the conclusion are principal in the rule, and P;,..., P,
and Qq,..., (), are active in the premises. To take care of the case in which

a substitution produces two identical formulas that are both principal in a
nonlogical rule, Negri and von Plato have included the condition:

Closure Condition 3.2 Given a system with nonlogical rules, if it has a
rule where a substitution instance in the atoms produces a rule of the form

Qi P, ..., Puo, PLP,T=A ... QuPi,...,Pus,P,P,T =A

Pi,....P, 4, P.P.T = A fteg
then it also has to contain the rule
Q,P,....Po_o,P,T=A ... Q. P, ...,P,,,PT=A R
€q

Pr P, P.T = A

Here are some examples of axioms that are covered by the rule scheme and
their transformation into rules. Axioms of the type PAQ, PV @Q and P D ()
become:

P = A, Q=A P=A Q=A Q,P=A
= A = A = A P=A

In conformity with Negri and von Plato [22] I denote an extension of G3e¢
with rules that satisfy the given conditions as G3c¢*

Theorem 3.3 The rules of weakening and contraction are admissible in

G3c*.

The proof is an extension of the results for the purely logical calculus, theo-
rems 2.35 and 2.36. Negri and von Plato [22, p. 131] give proofs of height-
preserving admissibility of weakening and contraction for G3im*!. The new
cases that arise from the nonlogical rules are analogous for the classical and
intuitionistic extensions.

1An extension of an intuitionistic multi-succedent Gentzen-system.
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3.1.2 Cut elimination in G3c*4Cut and its applications

As mentioned extensions of G3¢ with nonlogical rules, following the scheme
of Negri and von Plato, allows for full cut elimination. This has some useful
applications for G3c*+Cut. It allows one to show a restated version of the
sub-formula property of cut-free derivations and it preserves the upper bound
on cut-elimination that follows from the classical cut elimination theorem.
Both these properties of G3c¢*+Cut are exploited in later chapters.

Theorem 3.4 (Cut elimination) The Cut rule

DO Dl
I'=A,D DI = A
NN

can be eliminated in G3c*+Cut.

The proof for G3c+Cut extends to G3c*+Cut. For the new rules it is
sufficient to show that they all commute with the cut rule. This is shown
both in Negri and von Plato [22, p. 133] and in Schwichtenberg and Troelstra
[33, p. 132-133] for an extended version of the Negri and von Plato-system.
Since all the nonlogical rules permute with the cut rule, they do not
interfere with the upper bound on cut elimination given in theorem 2.42.

Corollary 3.5 For every deduction D in G3c¢*+Cul of cul-rank k there is a
cul-free deduction D* with the same conclusion, achieved by eliminating cuts
from D, such that

N D
1D*| < 2P,

From the cut elimination theorem for G3c*+4Cut and the form of nonlogi-
cal rules the usual sub-formula property of cut free derivations can now be
restated.

Theorem 3.6 If I' = A is a cut-free derivation in G3c¢*+Cut then all for-
mulas in the derivation are either sub-formulas of the end-sequent or atomic
formulas.

Proof. Only the cut rule and nonlogical rules can make formulas disappear
in a derivation D. Since all principal formulas of nonlogical rules are atomic,
the weaker sub-formula property follows for cut-free derivations. a

By the sub-formula property, only nonlogical rules are used in cut-free deriva-
tions of an atomic expression, A. Thus, the task of proof search is divided
into a logical and a mathematical part.
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3.1.3 The cost of eliminating nonlogical rules

As mentioned one can distinguish between two main types of rules in a proof
system: The primitive rules that are part of the system, and the ones that
are either derivable or admissible. In a system with nonlogical rules, none of
the primitive nonlogical rules can be eliminated without loosing expressive
power. However one can show that certain nonlogical rules are admissible.
If an admissible rule is used in a derivation, this rule can later be eliminated.
It is of interest to know the cost of eliminating such a rule.

Following the notation introduced in this chapter a rule that introduces
an atomic formula P is called Regp.

For use in later proofs I show the following:

Proposition 3.7 If P is an atomic formula and there is a cut-free derivation
Fm= P in G3c*+Clul, then the rule

1s admissible in G3c*+Clul.

Proof. A rule can be eliminated by replacing it with a cut on the introduced
proposition and then eliminating the cut. a

The upper bound on cut elimination from corollary 3.5 is 2|1D| = 27l
when D contains only atomic cuts. The derivation grows exponentially in
the height of the original derivation. However when there are only atomic
cuts in the derivation, one can get a better measure of the cost.

Proposition 3.8 (Bounds on elimination of atomic cuts) Let D be a
deduction in PRA ending in a cut on an atomic, mathematical expression P:

Dy D,
"= P,A P,F:>A0t
I, T = A, A Y

It is essential that I" and A" are assumed emply. For the rest of the section
I therefore let out I and A’ in the examples.

Let Dy and Dy be cut-free derivations of height dg and d; respectively.
Then D can be transformed to a cut-free deduction D* with height d* = dg+d; .

Proof. The proof is by induction on dy and makes use of closure under height
preserving contraction and weakening.
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Since 1" is empty, the base case becomes dy = 1. Then the formula P
must have been introduced in the left premise by a nonlogical rule and the
cut is unnecessary:

Pjpg D,
=P Pl'=A
= A Cut
is transformed to
D,
Pl'= A
I'= A

By definition d* = d; +1 = dy + dg

Induction hypothesis: The proposition is true when dy < k.

Induction step: It is necessary to show that the proposition holds when
do - [{7

To show this I'look at the last rule in Dy. From the assumption that T, A’
are empty and the sub-formula property of cut-free derivations in PRA, it
follows that Dy contains nonlogical rules only. Since all nonlogical rules have
arbitrary formulas in the succedent, P can not be principal in the rule.

Doy Do
=P Pl'= A
r=A Cut

where dy = max(do1,. .., don) + 1 is transformed to
Doy D, Dom Dy
Q1= P P,F:>AC Qmn=P PI'=A
0T = A ut QuT=48
I'= A
Now the induction hypothesis can be used on dqy, ..., dy,, to obtain cut free
sub-deductions D}, ..., Dy, with di;, = do; + dy,1 < < m:

9 Om
DSI DSm
Q,I'=A ~-QmF$AR
I'= A

This gives the above derivation D* with height decided by the equation:

Cut

(by definition) d* = max(dy,, ..., d;,,) + 1
(by induction hypothesis) = max(dos + d1,...,dom + d1) + 1
=maz(do;) + 1 + dy
= do + dy
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Proposition 3.9 If there is a cul free derivation -, I' = A with one in-
stance of the admissible rule Regp, then there is a derivation of the same
sequent with no occurrences of Regp with height d = m 4+ n where m is the

height of the derivation of P.

Proof. Let D be the cut-free derivation

%{ M= A

Replace the sub-deduction D; with a deduction D} where Regp is replaced
with a cut on P. Now Dj is the deduction

D/IO Dlll
I'=pP PI"'= A
1 = A ul

By proposition 3.8 D) can be transformed into a cut-free deduction Di* with
the same conclusion such that di* = d},+ d}; = di +m. This gives a cut-free
derivation D* of I' = A such that

d* = doy + dYf
=do+di+m by proposition 3.8
=d+m

Proposition 3.10 If there is cul free derivation -, I' = A with admissible
rules Regpy, ..., Regp,, where the height of derivations of each P; is m;,1 <
1 < n, then there is a derivation of the same sequent with no admissible rules

with height d =n +my + -+ + m,,.

Proof. First replace all instances of Regp; with cuts. Eliminate the upper-
most cut. The new derivation is now n + m; and there are n — 1 cuts left.
For each cut eliminated m; is added to the height of the tree. This gives the
required height:

nAmy At My
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3.2 Application to number theory

In this section I give an application of the rule scheme described above for
a formal theory of numbers. The theory used in this thesis is axiomatized
by universal axioms only. First I define a basis theory that later is extended
with the axioms necessary to prove that all the strictly growing elementary
functions are inductive. It includes the two first axioms of Peano arith-
metic, defining axioms for equality, transitivity, equality between functions
and defining axioms for all primitive recursive functions. The axioms consti-
tute a theory for primitive recursive arithmetic.

The choice of having a strictly universal theory puts limitations on what
kind of system one can use. Full Peano arithmetic 2.3 is excluded because the
induction axiom 2.5 cannot be transformed to universal form. This choice
is motivated first by the wish to investigate which functions can be proven
to be inductive from as few axioms or rules as possible. Second a universal
axiomatized theory can be transformed into a system of nonlogical rules that
satisfies the rule scheme of Negri and von Plato.

Without the induction axiom there are very few general properties of
function terms that are derivable. For example it is not possible to derive
within the system that Vzy(z + y = y 4 ), see section 5.3.

I now show that the axioms of PRA can be transformed into nonlogical
rules that satisfy the rule scheme of section 3.1 and the closure condition.
Axioms:

I also have defining axioms for all primitive recursive functions. For example
for addition T have axioms

+al0 =a
+aSb = S(+ab)

Negri and von Plato give an extension of G3c to a theory of equality with
the following rules:

a=al=A, a=0b,P(a),P(b),I'= A
= A of a=b Pla),l = A

Repl
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For transitivity they give the rule:

b=ca=ba=c,'= A
a=ba=cI'=A

Trans

They show that the closure condition and principle 3.1 are satisfied by the
rules for equality and transitivity [22].
The axiom of equality between functions becomes:

f(al,...,an):f(bl,...,bn),al:bl,...,an:bn,F:>A I
a1 =by,....a,=b,, T = A af

where n > 1.

Without loss of generality (and to avoid clutter) I assume n = 2 in the
following definitions. In the case where one of the a; and b;s are duplicated
in Fqfl, 1 get multiple instances of a; = b;:

fla,a) = f(b,b),a=b,a=bT = A B
a=ba=bT=A af

In order to satisfy the closure condition I therefore need the contracted rule

fla,a) = f(b,b),a=0b,T = A B
a=0b = A 9/

For functions defined by primitive recursion I get the following inference
rules:

f(a,0) = g(a),T = A 10 f(a, Sb) = h(a,b, f(a,b)),T = A ;
= A = A ree

and for functions defined by composition:

f(a7b) :h(g(a,b),j(a,b)),FéA f ,
oA comp

The rule of symmetry is derivable in PRA:
b=al'= A
b=a,a=a,a=b1= A
a=a,a=5bT=A
a=b0'= A

W, W
Trans

Ref

These rule schemes cannot lead to duplications of principal formulas in the
conclusion. Thus they satisfy the closure condition.

The addition of the above rules to G3c+Cut gives the system G3c+PRA
+Cut. For simplicity I refer to this system simply as PRA in the preceding
section.
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Since all of the added rules follow the rule scheme and satisfy the closure
condition I may conclude that the structural rules of weakening and contrac-
tion are admissible in PRA. I may also conclude that cuts may be eliminated
from derivations in PRA.

PRA is a consistent theory since all of its axioms are true in the standard
interpretation N. It follows from the upward Skolem-Léwenheim Theorem 5]
that PRA has non-standard models, since it has N as a model.

3.3 Provably total functions in PRA

A function denoted by f is total over the natural numbers N if V& (N(z) D
Jy(N(y) A f(z) = y)). This notion is captured by the expression Yz(N(z) D
N(f(z))). PRA is not strong enough to derive such statements for primitive
recursive functions f. Thus totality of a function f is not derived within
the system itself, but T show by induction on the height of derivations that
all primitive recursive functions f are total with regard to PRA. That is all
primitive recursive functions f and for all mq,...,m, € N, the proposition

N(f(my,...,m,)) is derivable in PRA.

Notation 3.11 Let m be a number. Then m is a term corresponding to m.

3.3.1 Elementary bounds on derivations

In order to obtain the main result of this chapter I first need to show that for
all my,...,my € N there exists an n € N such that f(mq,...,mz) = n and
there exists a corresponding derivation D in PRA of f(my,...,m;) =n. In
the course of the proof I verify that D can be transformed into a derivation D*
with only nonlogical rules of the system. Furthermore there exists a function
o, such that o(mq,...,m,) gives an upper bound on the height of D* and o
isin &".

Proposition 3.12 Let f be an n-ary primitive recursive function in Gregor-
czyk class €, r > 2. Then for all my,...,m, € N there exists a k € N, and
there exists a derivation D € PRA, that contains only nonlogical rules, and
a primitive recursive function o € £ such that:

D FPRA )= flmy,...,m,) =k

o(mi,...mn

Proof. The proposition is shown by induction on the construction of f.
Basis step: I first show that the proposition holds for the initial func-
tions. All the initial functions are in £°, thus they are also in &2,
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1. The null-function can be defined for any number n of arguments by
composition over the constant-function:

On(z1,...,x,) = cg(z1,...,2,) =0

One instance of the inference rule for O,, gives the derivation:

2. f=8(z). S(m)=m + 1 which is a number in N. For all numerals in
N one can show

For the basis steps let o(m) = ¢}(m) = 1,n > 0. The o is in £2.

Main induction hypothesis: Assume the proposition is true for func-
tions ¢1,..., ¢, and h.

Induction step: It must be shown that the proposition is true also for a
function f, when f is defined by ¢1,..., ¢,k and the schemes for primitive
recursion or composition.

Composition: Assume that ¢;,...,¢, and A € €. Function [ is defined
by

f(ll, e ,ln) = h(gl(ll, .. .,ln), e ,gm(ll, .. ,ln))

Without loss of generality it can be assumed that m = n = 2. The
function f must be in £, since £ is closed under composition. It must
be shown that for all [,m € N there is a ¢ € N such that I—E(F}fjn)é
f(l,m)=gand o € .

Let [,m € N. By IH 1 it follows that for all [, m € N thereisa k; € N
and a derivation D;,2 € 0,1, such that D; FE%{*m)é gi([,m) = k; and
0; € E.

By proposition 3.7 the rule

gi(zvm) :Eiar = A
'=A

Regy,
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is admissible in PRA.

By admissibility of the rules Reg,, and Reg,, and some instances of the
equality rules ¢g1(/,m) and g2(l,m) can be replaced by terms in h:

By proposition 3.9 the admissible rules for Reg,, can be eliminated with
cost 6;(1,m).

By IH 1 there is a number ¢ € N and a derivation D, such that
D, Fiaﬁ@)é h(ki, ks) = q,7 € . Again admissibility of the derivable
rule for A can be used to obtain h(kq, k) = ¢ in the antecedent. Then
by the derivable rule of symmetry and one instantiation of transitivity
the formula h(g;(I,m), g2(l,m)) = G is obtained in the antecedent. The
inference rule for f and two new instances of symmetry and transitivity
yields f(I,m) = ¢ in the antecedent. Thus a derivation of f(I,m) = ¢
can be obtained:

11m) = 4, bgr(Lm),go(Lm) = f(Lm), hor(bom). o (bom)) =a = S(bm) =a
h(gl 77"?” sg2(i7m)) = f(ivm)vh(gl(i’m 7g2(i,771)) =1= f(ﬁm) =19 Syrr + LW
f(m) = h(g1(I,m),92(I,m)), h(g1(I,m), g2(I,m)) = 7 = f(I,m) = q feomp + LW
Mar(hm) g2(l.m)) = 7, h(k1 ko) = B (1 m) g2(l ) b1 ka) =7 = fm) =7
hkio ko) = hgr(bm) g2(lm) b k) = 7= fhm) =0 o
h(k1, k2) = ¢, h(g1 (T, m), g2 (I, m)) = h(ky, k2) = f(m) = q IH/R
—— — - ——— €gh
R{g1(I,m), g2(I,m)) = h(k1,k2) = f(I,7n) = q LW
hor(lm) 2(lm)) = h(kr k) o2(bm) = ko n(bom) =k = f(Lm) =7
slm) = koo (m) = k= LR) =7 | '
nlm)=k = itm=1 . ”
€991

By proposition 3.10 D can be transformed into a derivation D* where
all the admissible rules are eliminated. D* is bounded by a function
o(l,m) =k +do(l,m) + &1 (1, m) +v(g1(l,m), g2(l, m)).

o is composed of the functions +, dg, 41,7, g1, g2 that all are in E",r > 2.
Since & is closed under composition o is also in £".

Primitive recursion: I show that the proposition is true for a primitive

recursive function f with a sub-induction on the recursion variable n.

f(mv 0) = g(m)
f(m,n+1) = h(n,m, f(n,m))
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Sub basis step: n = 0. Assume g € £. By the main induction
hypothesis there is a number py € N and a derivation Dyy such that
Doo l—lg(ljrﬁé g(m) = po. By proposition 3.7 the rule

g(m) =po,I' = A
= A

Reg,

is admissible in PRA. By Reg,, the inference rule for f0, one instance
of the derivable rule of symmetry and one instance of transitivity one
obtains a derivation Dq of f(m,0) = po.

£(0,7m) = po,g(m) = £(0,m),g(m) = po = f(m,0) = po Trans
g(fn)iz f(Om:m),g(v?) = :0 = f(:vf:J) = f) Sym. LW
f(0,7m) = g(m),g(m) = po = f(m,0) = po 10
g(m) = po = f(m,0) = po R
— €9g
= f(m,0) = po

Sub induction hypotheses (IH 2): Suppose the proposition is true
for n = k.

Sub induction step: I show that the proposition is true for & + 1.
Let f be in €. By definition f(m,k+ 1) = h(m,k, f(m.,k)). By IH 2
there is a p; € N such that f(m,k) = p; and Do I—Emk)é f(m, k) =
p1,0 €E".

By the admissibility of Regs and instances of the equality rules f(m, k)
can be replaced by p; in h:

By the main induction hypothesis there is a p, € N and a derivation
Di1: D1y I—ERA V= h(m,k,p1) = p2,7 € €. By the admissibility of

(k7m7pl
Regy, the inference rule for frec and some instances of the equality

rules a derivation D; of f(m,k + 1) = p, is obtained.
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f(m,k +1) = pa, h(m, k, f(m, k) = f(m,k+ 1), h(m, k, f(m, k) = p2 = f(m, k+1) = p2 T
h(m, b f(m,F)) = f(m k+ 1) h(m b f(m D) =2 = fmk+ D =pp
F(m,k + 1) = h(m, k, f(m, B)), h(m, k, f(m, k) = p2 = f(m,k+1) = ps ffe ’
h(ﬁ’z,%,fﬁ’l,fﬂ)):72:}_]((777’7‘7]6:}-1):72 W
h(m,k, f(m,k)) = p2,h(m,k,p1) = pa, h(m, k,p1) = h(m, k, f(m, k) = f(m,k+1)=ps
— — — = = Trans
h(m, k,p1) = p2, h(m, k, p1) = h(m, k, f(m, k) = f(m,k+1) = p2 Reg
h(m, k,p1) = h(m, k, f(m, k) = f(m,k+1)=pa "
= — = — = = Sym, LW
b, k, f(m,B)) = h(m ko) m = mok =k, f(mB) = = flmk+ ) =
m=mk=hfnB=p= k) =p !
kE=Fk f(m,k)=p = f(m,k+1)=ps Ref
fm,k)=p1 = f(m, k+1) = p3 R
p— egf

4
=
3
ES
4+
=

Let |Do| = ¢ and |D;| = ¢’. By proposition 3.10 these can be trans-
formed into derivations Df and Dj with height ¢ + §(m) and ¢ +
o(k,m)+~(k,m, f(k,m)) respectively. This gives the following primi-
tive recursive definition of o:

o(m,0) =c+ 6(m)
o(m,k+1) =+ o(m, k) +~vy(m,k, f(m,k))

Through some fiddling one can rewrite the definition to fit the schema
for primitive recursion. In order to show that ¢ is in £, It must be
shown that o is also defined by limited recursion, see figure 3.1. By

o(mk+1) =¢ +o(mk) + (m,k, f(m,k)
:cla(k—l,m) + V(k_lamaf(k_lam)
+ (m, k, f(m,k))

.: d+o(0,m) + ~(0, mfgoam)g

+  ~(m, kf(m, k)
In other words:

k-1

o(m,k) = c+8(m) + X (¢ +(m,i, f(m,i)))

Figure 3.1: Definition of ¢ by limited recursion.

assumption +,4,7, f € £ ,r > 2. £ is closed under bounded sum for
r > 2. Thus o is defined by limited recursion over functions in £".
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This concludes the proof that for all primitive recursive functions f and
for all natural numbers my,...,m, there exists a number n such that =
f(my,...,m,) = nis derivable in PRA. Furthermore I have shown that the
height of such derivations are bounded by a function in the same Gregorczyk
class as f. It is now easy to show that all primitive recursive functions are

well defined in PRA:

Corollary 3.13 Lel [ be an n-ary primitive recursive function in Gregorczyk
class €', r > 2. Then for all my,...,m, € N there exists a derivation D €
PRA, that contains only nonlogical rules, and a primitive recursive function
o € & such that

DERS = N, my).

Proof. The result follows from proposition 3.12. It is already shown that if
[ is a primitive recursive function, then for all my,...,m, in N there is a k
in NV and a derivation D I—UP&AI )= flmy,...,m,) =k.

When the sequent = f(m;,...,m,) = k is derivable in PRA the rule

flmy,...,m,) =k T = A
I'=A

Regy

is admissible in PRA by proposition 3.7.

By using one instance of NN, k instances of RN, one instance of Regy and
Repl, one obtains a derivation D" of N(f(my,...,my,)), where k is denoted
by S*(0). Without loss of generality it can be assumed that n = 2.

) Repl

SNGamy

D' has height ¢ + f(my,...,m,). By proposition 3.10 D’ can be trans-
formed into a derivation D™ with only nonlogical rules with height bounded

by the function o'(my,...,m,) =c+ f(m,...,m,) + o(my,...,my,).
Since o’ is composed of the functions +, o and f, and these are in ", o’
isin £ O

I have shown that for all primitive recursive functions f and for all numbers
my,...,m, there exists a derivation D F= N(f(m;,...,m,)) in PRA. 1
have also shown that the height of such a derivation D is bounded by a
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function in the same Gregorczyk class as f. In the following chapters I show
that when f is a strictly growing elementary function, it is possible to yield a
derivation of = N(f(my,...,m,)) with height bounded by a function linear
in the arguments of f. The derivation is obtained by the use of cut formulas.



Kapittel 4

Sok etter snitt 1 induktive
strukturer

Hvis man har en induktivt definert mengde kan man vise egenskaper som
vil gjelde for alle elementer i mengden. Et matematisk induksjonbevis vil
gjerne veere pa formen: Du har en egenskap P som du vil vise gjelder for alle
elementer i en mengde. Forst ma du finne og vise et eller flere basistilfeller
med egenskapen P, for eksempel tallet 0 hvis mengden er de naturlige tallene.
Anta sa, induksjonshypotese (IH), at P gjelder for et vilkarlig tall n. Hvis du
klarer ved hjelp av TH a vise at P gjelder for n + 1 kan du sla fast at P vil
gjelde for alle elementene i mengden.

Matematisk induksjon er vanskelig & mekanisere. Det innebarer et ele-
ment av gjetting a finne ut akkurat hva induksjonshypotesen skal veere. Ofte
viser det seg at man ma sikte mot en mer generell egenskap enn den man gns-
ker a vise. Videre er det ikke alltid opplagt & vite pa hvilket punkt i beviset
man trenger induksjonshypotesen.

Hvis man skal verifisere at resultatet av a kalle en funksjon f med et
argument m gir et naturlig tall kan man gjgre dette ved a regne ut funk-
sjonverdien. I en formell teori over de unare tallene vil bevisene etterhvert
bli veldig store for raskt voksende funksjoner slik som fakultetsfunksjonen.
For store nok verdier kan de bli uhandterlige, selv om de prinsipielt sett er
Igsbare.

Resultatet i denne oppgaven bygger videre pa en idé introdusert av Jervell
og Zhang [15] om & konstruere hjelpesetninger eller snitt som har innbakt
strukturen fra et induksjonsbevis. Dermed kan man oppna noe av det samme
som man oppnar med induksjon ved a bruke snitt istedenfor. Eksempelvis
ville det skisserte induksjonsbeviset over kunne uttrykkes som

P(0) AVz(P(z) — P(Sz))

43
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hvor Sz star for etterfglgeren til z. Snittformelene som introduseres senere i
dette kapitlet vil veere pa denne formen. Hva man klarer & vise ved hjelp av
denne typen snitt avhenger av hvordan P er formulert. I de fglgende kapit-
lene viser jeg at man kan definere predikater med en bestemt struktur som
kan brukes i snitt av denne typen. Predikatene formuleres ut i fra den pri-
mitivt rekursive definisjonen av funksjonstermen i pastanden man vil utlede.

Péastandene jeg gnsker & vise er pa formen N(f(my,...,m,)). Dette kan leses
som “funksjonen f anvendt pa argumentene my,...,m, er et naturlig tall”.
Det vil si det samme som at f er definert i1 argumentene my, ..., m,.

4.1 Abstraher med snitt

Snittregelen i sekventkalkyle for klassisk logikk (LK) beskrives i avsnitt 2.2.3.
Som nevnt kan snittintroduksjon i klassisk logikk sammenlignes med bruk
av lemmaer i matematiske bevis. Problemet med snittregelen er at den kan
lede til en uendelig forgrening i sgkerommet. Dette har gjort det vanskelig a
bruke snittregelen i automatisk bevissgk. Snittformelen kan veere en hvilken
som helst utledbar formel.

For a mgte problemene snittregelen skaper viste Gentzen at det alltid lar
seg gjore & eliminere snitt i en (LK-)utledning. Men i noen tilfeller er en
interessert i a bruke snittregelen. I kapittel 6 viser jeg at en direkte utledning
D i PRA av et utsagn pa formen N(f(m1,...,m,)), nar f(my,...,m,) = n,
har hgyde |D| > n. Hvis f vokser eksponensielt i my,...,m, kan D fort
bli veldig hgy. Ved bruk av passende snittformler kan man redusere hgyden
pa utledningen drastisk. I neste kapittel gis en strategi for a introdusere
snittformler i slike utledninger nar f er elementear og strengt voksende.

Hvis en fjerner alle lemmaer 1 et stgrre matematisk bevis, ville beviset
bli uforholdsmessig stort og uhandterlig. Likeledes gir prosessen med a fjer-
ne snitt i verste fall hypereksponensiell vekst 1 hgyden av den opprinnelige
utledningen ved korrolar 3.5.

Boolos [2] argumenterer for & bruke bevissystemer som bevarer snittrege-
len. Han viser et eksempel pa en utledning som eksploderer i hgyde hvis man
eliminerer snitt. Aksiomene under beskriver det uneere tallsystemet. Symbo-
let 4 star for sammensetning av 1-ere, d star for dobling og Lz star for “x er
et tall”.
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VaeVyVz+ z + ys = + + zyz
Veder = + + zx

L1

Vae(Lz D L+ x1)

La H,, veere en forkortelse for

H,=1Ldd...dl
—

2mn

Da er pastanden Hs = Lddddddddl. Boolos viser at en utledning i et system
uten snitt av H; inneholder i overkant av 10°® symboler, “more symbols than
there are nanoseconds between Big Bangs”.

Den korteste utledningen i1 naturlig deduksjon med snitt inneholder feerre
enn 3280 symboler som er et langt mer overkommelig antall.

4.2 Induktive predikater

Introduksjonen av snitt kan ses pa som en form for abstrahering. Jervell og
Zhang [15] viderefgrer ideen fra Boolos [2] med & bruke snitt i utledninger
av typen “f(my,...,m,) er et tall”. De gnsker a vise at ved a legge til noen
hjelpeaksiomer til en tallteori kan man alltid finne snitt for & korte ned en
utledning av N(f(my,...,m,)) nar f er elementaer. For a fa til dette in-
troduserer Jervell og Zhang induktive predikater og termer. Et predikat P
kalles induktivt hvis det har tilsvarende egenskaper som N. Det ma vere
mulig & utlede P(0) A Vz(P(x) D P(Sz)). De induktive predikatene brukes i
snittformler.

En direkte, det vil si snittfri, utledning av N(f(m,...,m,)) krever like
mange skritt som tallverdien av uttrykket, se kapittel 6. Med snitt kan man
far utledninger med lengde linezr i argumentene til f. Dette vises i neste
kapittel. Hvis f vokser eksponensielt innebarer dette en dramatisk forbed-
ring. Zhang [34] har vist at de mest effektive snittene vil ha hgy kompleksitet
malt i form av ngstede kvantorer. Med andre ord kan man forvente at jo mer
kompleks en funksjon er, det vil her si jo raskere den vokser, jo flere ngstede
kvantorer trengs i predikatet som brukes i snittformelen for funksjonen.

Jervell og Zhang [15] gir konkrete eksempler pa induktive predikater for
noen elementare funksjoner. De gir ogsa en strategi for & konstruere et induk-
tiv predikat for en funksjon f, nar f er definert ved henholdsvis komposisjon
bundet sum eller bundet produkt over induktive funksjoner. Jervell og Zhang



46 KAPITTEL 4. SNITTSOK I INDUKTIVE STRUKTURER

definerer ikke en fullstendig tallteori. Jeg har definert et formelt system for a
kunne etterprgve Jervell og Zhangs pastander om induktive predikater. Vi-
dere har jeg villet undersgke om det gar an & generere induktive predikater
mekanisk, ut 1 fra rent syntaktiske kriterier. Jeg bygger videre pa strategien
deres, men enkelte av predikatene har en litt annen form, se avsnitt 4.3.

Jeg gir en mer formell definisjon av induktive predikater enn den til Jervell
og Zhang. Definisjonen har bade en syntaktisk og en semantisk del. Ved a gi
en induktiv definisjon kan jeg senere bevise egenskaper ved predikatene over
strukturen deres.

Definisjon 4.1 (Induktive predikater) La S angi et bevissystem som in-
neholder de to forste Peano-aksiomene N(0) og N(z) D N(Sz) og defineren-
de likninger for de primitivt rekursive funksjonene. Induktive predikater i S
defineres induktivt:

1. N er induktivt.

2. La Fy,..., F,y vere induktive predikater, f vere en n+1-er primitiv
rekursiv funksjon. F er induktiv hvis

(a) F' er definert ved:

F(y) =Fo(y) ANVzy,...,zo(Fi(z) A A Fy(zy,)
D Fopi(f(z1,. . 20,9)))

(b) Fs F(0) AVz(F(z) D F(Sz)) og
Fs F(z) D N(z)

Merk at nar f er uneer blir predikatet:

F(z) = Fo(z) A Fr(f(2))

For at et predikat F'skal veere induktivt, ma det altsa ha de samme egenska-
pene som N og for alle z, hvis F/(z) m& man kunne utlede N(z). Nar F er
definert som over sier jeg at F' beskriver termen f(z1,...,2,).

Definisjon 4.2 (Induktive termer) Fn term f(my,...,m,) er induktiv
hvis den beskrives av et induktivt predikat.

Nar man gnsker a vise at bestemte pastander kan utledes er det viktig a
presisere hvilket bevissystem de kan utledes i. Heretter snakker jeg derfor
om induktive predikater med hensyn pa et gitt bevissystem.
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4.3 Mekanisk generering av predikater

Jeg har undersgkt muligheten for a generere induktive predikater mekanisk,
ut 1 fra rent syntaktiske kriterier. Malet er a lage en algoritme som sgker etter
snittformler for utsagn av typen N(f(my,...,m,)) ut i fra definisjonen av f,
samt eventuelle tilleggsaksiomer om f. Programmet som sgker etter snitt er
integrert i den automatiske teorembeviseren PESCA*. Begge deler beskrives
i kapittel 9.

Dnsket er a formulere predikater som fanger opp de elementaere funksjo-
nenes totale natur, det vil si at de er definert for alle naturlige tall. Ved hjelp
av induktive predikater kan man slutte at f(my,...,m,) er i mengden av
naturlige tall, uten a regne ut tallet. For funksjoner som vokser sa raskt som
fakultet er det ngdvendig a abstrahere vekk tallverdien for & fa en handterlig
utledning nar argumentet bli stort nok.

4.3.1 Bemerkning om argumentplassering

I definisjonsskjemaet for primitiv rekursjon

flzr,. o 20,0) = g(yr, .-, yn)
flza,.o 20, Sy) = h(z, ... 20y, f(2,. .0 20))

kalles argumentet lengst til hgyre rekursjonsargumentet. Det styrer antall
kall pa funksjonen h. Definisjonsskjemaet krever at rekursjonsargumentet og
det rekursive kallet begge alltid er pa argumentplassen lengst til hgyre. Merk
at hvis h ogsé er primitivt rekursiv kan man veere sikker pa at f(z,...,z,)
substitueres inn pa plassen til rekursjonsargumentet i k. Predikatet for ad-
disjon, A(z) = N(z) AVy(N(y) DO N(4yz)) omtaler rekursjonsargumentet
i addisjonsfunksjonen. Dette er et viktig poeng. Hadde = og y byttet plass,
det vil si: A(z) = N(z) AVy(N(y) D N(+zy)), sa hadde det ikke gatt & vise
at A er induktivt.

For & fa en entydig algoritme som enkelt lar seg mekanisere krever jeg
at alle rekursivt definerte funksjoner fglger det vanlige skjemaet for primitiv
rekursjon'. Hvis funksjonen h er kommutativ, det vil si h(a,b) = h(b,a)
sa trenger man strengt tatt ikke fglge skjemaet gitt over, da rekkefglgen

T PESCA* brukes et definisjonsskjema hvor rekursjonsargumentet er lengst til venstre.
Dette er fordi jeg i utgangspunktet brukte notasjon som 1a tettere opp til Jervell og
Zhang [15]. S& lenge kallet pd f i h ogsd konsekvent gjgres pa plassen lengst til venstre
utgjor dette kun en syntaktisk forskjell og har ingenting a si for utledningene. Jeg har
derfor valgt & ikke endre pa dette i PESCA* eller 1 beviser generert i PESCA*, se for
eksempel figur 6.1.
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pa argumentene ikke spiller noen rolle for resultatet. Jervell og Zhang [15]
benytter seg av dette. De definerer multiplikasjon slik:

x 0y =y
x Sxy =4y X xy

hvor det rekursive kallet ikke gjgres pa plassen til rekursjonsvariabelen i ad-
disjonsfunksjonen. Definisjonen over gar bra sa lenge f er kommutativ, siden
+zy = +yx. Men nar f ikke er kommutativ kan man ikke velge rekkefglgen
pa argumentene vilkarlig, for eksempel —Vz, y(z¥ = y”). Med denne definisjo-
nen klarer Jervell og Zhang a utlede et induktivt predikat for multiplikasjon

M(z) = A(z) AVA(y) D N(xzy).

uten en regel for assosiativitet. Problemet er at med et slikt predikat for
multiplikasjon klarer man ikke a definere et predikat for den vanlige ekspo-
nensialfunksjonen.

Ved & definere x slik

xx0) =z

XrSYy =4z X xY

far man ikke til & utlede et induktivt predikat for multiplikasjonsfunksjonen
i1 PRA. Som nevnt i kapittel 3 er PRA mindre uttrykkskraftig enn Peano-
aritmetikk, siden jeg ikke har med induksjonsaksiomet. De definerende lik-
ningene for elementare funksjoner kan ses pa som regneregler. De kan brukes
til & vise pastander som 242 = 4 og ikke noe szrlig mer. For eksempel er det
ikke mulig a utlede en sapass basal egenskap ved addisjon som z+y = y + =z,
se avsnitt 5.3. Jervell paviste at ved a legge til en regel for assosiativitet av
addisjon kan predikatet

M(z) = A(x) ANVA(y) D A(xzxy)

vises a veere induktivt ogsa nar multiplikasjon defineres ved det vanlige skje-
maet for primitiv rekursjon. Kravet om a folge definisjonsskjemaet for primi-
tiv rekursjon tydeliggjor derfor hvilke egenskaper ved f som trengs for a defi-
nere et induktivt predikat. Det nye predikatet M kalles flatt (definisjon 5.9).
Nar predikatet M er flatt kan man ogsa utlede et induktivt predikat for eks-
ponensialfunksjonen. Mer generelt viser jeg i avsnitt 5.3 at hvis en funksjon
[ er definert ved rekursjon over en assosiativ funksjon med flatt predikat,
sa kan man konstruere et induktivt predikat for f. Dermed far enkelte av
predikatene stgrre kompleksitet med hensyn pa kvantorngsting enn dem som
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Jervell og Zhang definerer. Et flatt predikat for M far dybde 3A 4 3, se
definisjon 2.29.

Jeg kunne ogsa ha utledet et induktivt predikat for multiplikasjon ved a
legge til kommutativitet for addisjon i stedet for assosiativitet. Men da hadde
jeg ikke fatt et predikat for bundet produkt. P4 samme mate kunne jeg lagt
til assosiativitet for addisjon og kommutativitet for multiplikasjon for a fa
et predikat for bundet produkt. Da hadde utledningen av at predikatet for
bundet produkt er induktivt blitt noe kortere. For a fa en mest mulig generell
algoritme velger jeg a kun legge til aksiomer for assosiativitet for pluss og

gange.



Kapittel 5

Elementare strengt voksende
funksjoner er induktive

Jeg viser at en delmengde av de Kalméarelementare funksjonene er induktive
i en utvidet versjon av bevissystemet PRA. definert 1 kapittel 3. Delmeng-
den bestar av alle elementere funksjoner unntatt modifisert subtraksjon og
funksjoner f hvor modifisert subtraksjon inngar i definisjonen. Som nevnt
i introduksjonen (avsnitt 1.4) sier jeg for enkelhets skyld at en funksjon f
er induktiv hvis den er elementar og strengt voksende (definisjon 2.5). Re-
sultatet vises ved a gi induktive predikater for de Kalmérelementere initial-
funksjonene unntatt modifisert subtraksjon. Videre viser jeg at de induktive
predikatene er lukket under komposisjon, bundet sum og bundet produkt,
jamfgr definisjon 2.8.

Algoritmen for a konstruere induktive predikater er integrert i den au-
tomatiske teorembeviseren PESCA*, beskrevet i kapittel 9. T tillegg til de-
finisjonsskjemaene nevnt over kan programmet ta funksjoner definert ved
primitiv rekursjon. Teorem 2.26 gir at klassen £ er klassen av Kalmarele-
menteere funksjoner £ og £ er lukket under begrenset rekursjon. For & vise
at en funksjon f € & er definert ved begrenset rekursjon ma man vise at
den majoriseres av en funksjon i samme klasse. Programmet gjgr ingen slik
sjekk, men det har en semantisk begrensning: Hvis funksjonen f er definert
ved rekursjon over en funksjon g ma systemet inneholde aksiomer for assosia-
tivitet av h. Senere viser jeg (korrolar 8.11) at hvis en funksjon f er definert
ved primitiv rekursjon over induktive funksjoner ¢ og h, hvor g er en av i-
nitialfunksjonene og PRA inneholder en regel for assosiativitet av h, sa er
[ elementzr. Dermed kan ikke programmet tildele predikater til funksjoner
som ikke er elementare.

Flere av bevisene for at bestemte elementare funksjoner er induktive gis i
sekventkalkyle. Utledningene er generert i den automatiske teorembeviseren
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PESCA* beskrevet 1 kapittel 9. Det er enkelt a sjekke maskinelt at beviser
utfert i sekventkalkyle er korrekte fordi det er et formelt system, men de kan
veere noksa omstendelige a lese. For lesbarhetens skyld har jeg skrevet ut noen
av bevisene 1 dette kapitlet med tekst. De likner ganske mye pa hverandre,
sa jeg tar kun med de jeg anser som viktigst. Utledningene 1 sekventkalkyle
finnes 1 tillegg A.

I de fglgende bevisene ser jeg kun pa de elementare funksjonene, sa jeg
klarer meg med en delmengde av aksiomene i PRA. T tillegg til aksiomer for
likhet trengs aksiomene definert 1 figur 5.1.

(5.1) N(0)

(5.2) N(z) D N(Sx)

(5.3) O(z)=0

(5.4) I (21, xn) = 2y

(5.5) P(0)=0

(5.6) P(Sz) ==z

(5.7) ~z0 ==z

(5.8)  =Say = pLi(e,y, =(z,y))

(5.9) +20==x

(5.10) 4 2Sy = S(+zy)

(5.11)  xz20=0

(5.12) x Sy = +y(xzy)

(5.13) Eog(;zjl,...,:z:n,i) =g(z1,...,2,,0)

(5.14) is%yg(:nl, ce Ty t) = g(x, . 2, Sy)%]yg(xl, ey Ty l)
(5.15) ilgog(wl,...,xn,i) =g(x1,...,2,,0)

(5.16) igyg(xl, cey Ty t) = Xg(T1, ., Ty, Sy)ilgyg(xl, ey Ty t)
(517)  Chgry....gm(x1,. . yx0) = h(gi(z1, o, 20)y s G2, o 20))

Figur 5.1: Definerende likninger for de elementare funksjonene

I aksiomer 5.13 til 5.17 er ~ og ¢; funksjonsvariable. Ved hjelp av dis-
se aksiomene og aksiomskjemaene kan man konstruere alle de elementaere
funksjonene, jamfgr definisjon 2.8.

[ trad med regelskjemaet til Negri og von Plato definert i kapittel 3 skrives
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aksiomene om til ikkelogiske slutningsregler.

5.1 Predikater for initialfunksjonene

Forst viser jeg at de Kalmarelementare initialfunksjonene, definisjon 2.8,
unntatt modifisert subtraksjon = er induktive.

Aksiomene N(0) og Vz(N(z) D N(Sz)) kan til sammen ses pa som et in-
duktivt predikat for etterfglgerfunksjonen. Det sier at for ethvert naturlig tall
n gir etterfelgerfunksjonen anvendt pa n et nytt element i N. Dette predika-
tet er ngdvendig for & kunne konstruere predikater om de andre elementzre
funksjonene. Funksjonen + er definert ved iterasjon over etterfglgerfunksjo-
nen. Det er lett & se at denne er total over de naturlige tallene; a legge
sammen to hele tall gir et helt tall. Det induktive predikatet for addisjon er
heller ikke sa veldig komplisert. Det kan utledes kun fra de ikkelogiske reglene
for N og addisjon i PRA.

Lemma 5.1 Funksjonen + er induktiv ¢ PRA.

Beuvis. Predikatet for addisjon er definert ved:
A(z) = N(z) AVy(N(y) D N(+yzx))
Det er ngdvendig a vise at A(0) og at hvis A(z) sa fglger det at A(Sz).

Bevis for A(0)
N(0) ved aksiom 5.1.

Anta N(b). Ved aksiom 5.9 er +b0 = b. Ved reglene Sym og Repl kan
+b0 substitueres i N for b. Dermed far jeg N(+4b0). Siden b var vilkarlig
valgt kan det konkluderes at Vy(N(y) D N(+y0)). Det vil si A(0).

Bevis for A(z) D A(Sz)

Anta A(a). Ma vise at A(Sa). Det vilsi N(Sa) og Vy(N(y) D N(4ySa)).
N(a) og Vy(N(y) D N(+4ay)) folger fra antakelsen. Fra N(a) folger
N(Sa) ved aksiom 5.2.

Anta N(b). Fra antakelsen folger N(+ba). Dermed folger ogsa N (S(+ba))
ved aksiom 5.2. +bSa = S(+ba) ved aksiom 5.10 Substitusjon gir
N(+4bSa) Siden b var vilkarlig valgt kan det konkluderes at Yy(N(y) D
N(4ySa)) og dermed er A(Sa). Siden a var vilkarlig valgt kan man
slutte Yz A(z) D A(Sz).
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Dette beviset er ogsa generert i PESCA*, figurer A.1, A.2 og A.3.
Det er ngdvendig a vise at hvis A(x) sa N(z). Dette folger fra definisjonen
av A. O

Lemma 5.2 Nullfunksjonen O og projeksjonsfunksjonene I er induktive 1
PRA.

Bevis. For nullfunksjonen kan man definere folgende predikat:

O(z) = N(z) AN N(O(x))
O(0) folger opplagt.

O(z) D O(Sx)
Anta O(a)
Det vil si N(a) A N(O(a))
N(Sa) folger fra aksiom 5.2 og
N(O(Sa)) folger fra aksiom 5.2 siden N(O(y)) = 0 for alle y.

Predikatet for Z;

() = N(x) AVyz(N(y) A N(2) O N(Z;(y, ,2)))
IM(x1,...,x,) = x; sa for 0 far man N(0) A N(0) som opplagt er utledbart i
PRA.

Anta N(a) Da far man ved litt omskrivning N(a)AN(a) D N(Sa)AN(Sa)
som opplagt kan utledes i PRA.

Man kan definere tilsvarende predikater for alle varianter av Z*, 1 < < n.
O

I praksis sjelden har man sjelden bruk for predikatet til Z" og O. Jeg tar de
med for argumentets skyld.

5.2 Komposisjon over induktive predikater

Jeg ma na vise at de induktive predikatene er lukket under komposisjon.
Dette gjor jeg ved & gi en framgangsmate for a konstruere et predikat for en
funksjon f nar f er definert ved komposisjon over funksjoner A, j1,..., Jpn.
Forst gis en induktiv definisjon for komposisjon av induktive predikater. Der-
med kan jeg vise egenskaper ved komposisjon av predikater ved induksjon
over oppbyggingen av predikatene.

Definisjon 5.3 (Komposisjon over induktive predikater) La F' og G
vere induktive predikater. Komposisjonen F[G] hvor G erstatter N i F defi-
neres induktivt:

1. FI[Gl=G nar F =N
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2. La F vere definert ved

Fy) =Fo(y) AVz1, ..., xn(Fi(z) A2 A Fu(z,)
0 Fn+1(f($17 sy Ty y)))

Da er F[G] definert ved

FIG)(y) =FoGl(y) AV, -, 2n(F[Gl(21) A - A Fa[G](22)
) Fn-}-l[G](f(wla sy Tny y)))

I det fglgende viser jeg at de induktive predikatene er lukket under skje-
maet over. Det vil si hvis F' og G er induktive, s& er komposisjonen F[(]
induktiv. Jeg ma vise at F'[G](0) og at Yz (F[G](x) D F[G](Sx)) er utledbart.
Gangen 1 beviset er som fglger: Tkkelogiske regler som introduserer induktive
predikater er admisible i PRA. Disse er like som reglene for N bortsett fra
at NV er byttet ut med en annen bokstav, for eksempel GG. Ved & bytte ut
reglene for N med regler for G i utledningen av F'(0) A Va(F(z) D F(Sz))
far jeg en utledning av F[G](0) A Va(F[G](z) D F[G](Sz)). Intuisjonen bak
dette er at siden de induktive predikatene er like i form som reglene for N
sa kan jeg bytte ut N med G alle steder i en utledning av et utsagn A og fa
en utledning av A[G/N]. Uttrykket A[R/P] star for utsagnet A hvor predi-
katet P er erstattet med predikatet R. Forst etablerer jeg formelt at denne
intuisjonen holder:

Lemma 5.4 La G veere et G3¢*-system, P vere el uncert predikat og A veere
et forsteordens utsagn hvor P forekommer. La S C G slik at S inneholder
alle ikkelogiske slutningsregler Ry, ..., R, hvor P forekommer. La S' veere S
hvor P er erstattel med ) overall hvor P forekommer og la A" vere A med

Q erstattet for P. Da holder folgende:
HuisDF3T = Asa D' FS TV = A’
hvor ' er en muligens tom mengde med utsagn og I'" er I' hvor alle forekoms-

ter av P er erstattel med ().

Bevis. Lemmaet vises ved induksjon over oppbyggingen av A med subinduk-
sjon pa hgyden n av utledningen. Ved snitteliminasjonsteoremet for G3c¢* kan
utledningene antas a veere snittfrie.

Basistilfelle: A er atomeer.

1. AntaDFT = A og |D| = 0.

Ved definisjon 2.33 av G3c inneholder I' enten L eller A. Hvis I" inne-
holder L, sa inneholder IV L og A’ kan utledes i S’
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Anta I inneholder A. Siden A er atomeer er A pa formen P(ty,...,1,) og
A" = Q(ty,...,t,). Siden I'" er I' hvor P er erstattet med @ inneholder
["A’, sa kan I" = A" utledes i 5.

2. Anta lemmaet holder for utledning med hgyde n = k. Det er ngdvendig
a vise at den holder for n = k 4+ 1. | induksjonssteget ma man se pa
den siste regelen som er brukt i utledningen. Siden A er atomaer ma
den siste regelen enten veere ikkelogisk eller en venstre-regel.

(a) Siste regel er en logisk venstre-regel: La R veere LV.

D, D,
C,\I"=A DI*"=A
CvDI*=A

I'* = '\ C' vV D. Induksjonshypotesen gir D, = C', I = A’ og

D, d' T = A LV givr C'V D',I"* = A’. De andre tilfellene

hvor R er en logisk venstre-regel kan vises pa tilsvarende mate.
(b) Siste regel er en ikkelogisk regel:

DOI DOm
Ri=A ... R,=>A
= A

Regp

Ved induksjonshypotesen for n finnes det utledningeri 5" av R} =
A ... R = A’ 5" inneholder Regr hvor P er erstattet med @
1 Ry,..., R,. Siden alle ikkelogiske regler har vilkarlige formler i
suksedenten folger det at A’ kan utledes fra Regr[@Q/P] i 5.

Induksjonstilfelle: La A = B A C. De andre tilfellene blir tilsvarende. Anta
DT = BAC. Ved inversjonslemmaet 2.34 er I' = B og I' = C utledbart
i S. Induksjonshypotesen gir at " = B’ og I'" = (" er utledbart i S’. Hgyre
og-regelen gir D F5' TV = B' A . O

Lemma 5.5 Reglene
P(0),I' = A P(Sa),P(a),I' = A
I'= A P(a),I' = A

er admisible i PRA for alle induktive predikater P.

Bevis. Ved definisjon 4.1 er = P(0) og = P(a) D P(Sa) utledbart. Ved &
bruke snitt pa P(0) folger I' = A. Venstre implikasjon og snitt gir P(a),I’ =
A:
Dy
= P(0) P(0),I'= A
I=A Cut
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Do P(a),I' = A, P(a) P(Sa),P(a), I = A
= P(a) D P(Sa) P(a) > P(Sa), P(a),T = A LD
P(a),T = A Cut

Fra lemmaene over kan jeg vise at F[G](0) A Vz(F|[G](z) D F[G](Sz)) er
utledbart 1 PRA, nar F og GG er induktive. Men jeg er enna ikke helt i havn.
For at de induktive predikatene skal veere lukket under skjemaet for kompo-
sisjon, ma jeg ogsa vise at F[G](z) D N(z) er utledbart i PRA. Hvis jeg kan
vise at F[G](z) medfgrer G(z) vil det folge at N(z), siden G er induktiv per
antakelse. Denne sammenhengen kan vises ved komposisjon over oppbygg-
ingen av predikatene, sa her far jeg bruk for den induktive definisjonen av
komposisjon over induktive predikater.

Lemma 5.6 Fp F[G](m) =Fp G(m), F. G induktive predikater

Bevis. Lemmaet vises ved induksjon over oppbyggingen av F.
Basissteg: F'= N
Ved definisjonen av komposisjon er N[G] = G, sa N[G](z) gir G(x).
Induksjonshypotese: Lemma 5.6 holder for et induktivt predikat H.
Induksjonssteg: Ma vise at lemmaet holder for predikatet F' nar

F(CEl) = Fl(:cl) A \V/.I'Q, ey .I'n(FQ(LEQ) VANCEIAN Fn(l'n) D) Fn_|_1(f($1, Ce ,Ll?n)))
Anta F[G](m). Ved definisjonen av komposisjon er

FIG(m) =F1[G](m) AVzq, ..., 2, (FR[G](x2) A -+ A FL[G(2,)
D fun|Gl(f(m,zq, ..., 2,))

Ved induksjonshypotesen folger G(m) fra Fy[G](m). O

Na er jeg klar for a vise at de induktive predikatene er lukket under skjemaet
for komposisjon:

Teorem 5.7 La F,G vere induktive predikater i et bevissystem S. Da er
komposisjonen F[G] ogsd induktiv.

Bevis. Det er ngdvendig & vise at F|[G](0) og Va(F[G](z) D F[G](Sz)) er
utledbart i .S og at F[G](z) D N(z) er utledbart i S.

1. Siden F' er induktivt er F'(0) og Vz(F(z) D F(Sz)) utledbart i S. Ved

lemma 5.5 er reglene

G(0),I' = A G(Sa),G(a), I = A
I'= A G(a),I' = A
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admisible 1 .S. Ved a la disse reglene erstatte reglene for N fglger det
fra lemma 5.4 at man kan finne utledninger = F[G/N](0) = F[G](0)
og = Va(F(z) D F(Sz))[G/N] = Vz(F[G](z) D F|G](Sz)).

9 F[G](fn) lemnéa.> 5.6 G(m) def. avgd.pred N(m) 0

Na har jeg vist at induktive predikater er lukket under skjemaet i defini-
sjon 5.3. Dette skjemaet kan brukes til a definere induktive predikater for
funksjoner definert ved skjemaet for komposisjon over primitivt rekursive
funksjoner:

Teorem 5.8 La g1,...,Gm,h vere elementere funksjoner og definer f ved

flzr, ..o zn) =h(gi(zr, oy 2n), oy G2, o ).
La folgende veere induktive predikater for henholdsvis g1, ..., Gn, h:

G1($1) = G11($1)
N \Vll’g, ceey l’n(Glz(l’Q) A A Gln(xn) D) Gln+1(g($1, Ceey l’n)))

G(z1) = G (1)
AV, 2y (Gra(z2) A A Grn(20) D Gt (921, ..., 2,)))
zy: H = Hy(xy)
AVzgy ... xn(Ho(xo) Ao A Hip(2) O Hpgr (h(21, ..., 2)))

Da er folgende ogsa induktivt:

F(zy) =G [H](z1) AN Go[H)(z1) A -+ NG [Hp](z1)A
Vag, . ...xn(Gro[H](x2) A Gaa[Hal(x2) A+ A Gra[Hpn ] (22)

A AN Gra[H)(2m) N Gaz[Hal(24)
A NG Hpl(2m) D Her (f(21,. .0, 20)))

Bevis. Det er ngdvendig a vise F'(0) og at hvis F(x) sa folger det at F'(Sx).
Uten tap av generalitet lan =m=2,¢1 = g,9o = 5,G1 = G, Gy = J.

Forst vises F'(0)

Fra teorem 5.7 folger det at G[H](0) og J[H1](0) nar G[H] og J[H,| er
induktive. Det vil si G1[H](0) A Vy(G2[H](y) D G3[H](gy0)) og J1[H3](0) A
Vy(Jo[Hs](y) O Ja[Ha](5y0)).

Anta b : Gi[H] og b : Ji[H,]. Da er : G3[H](g(b0)) og J3[H2](7(0)).
Fra lemma 5.6 folger det at H(g(b0)) og H,(j(b0)). Dette gir Hy(g(b0)) A
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Vy(Hs(y) D Hs(hg(b0)y)). Siden Hi(j(b0)) far man Hs(h(g(b0),j(60))). Ved
definisjon er f(b0) = h(g(b0), 7(b0)). Ved a substituere f(b0) for ~(g(b0), 5(b0))
far man Hy(f(b0)). Siden b var vilkarlig valgt kan man konkludere G[H](0) A
J[H2](0) AVy((Ga2[H](y) A Jo[H2](y) D H3(f(y,0))). Dermed er det vist at
H(0).

Bevis for F(z) D F(Sx)

Anta F(a). Ved antakelsen om at F' er induktiv er F'(Sa). Fra definisjonen
av F fglger det at G[H]|(Sa) og J[H2](Sa). Anta G3[H](b) og Jo[H3](b). Da
folger det at Gi5[H](g(bSa)) og J5[H,](j(bSa)) som i beviset over. Videre
folger H(g(bSa)) og Hy(j(bSa)) fra lemma 5.6.

Dermed far man Hs(h(g(bSa),j(bSa))).

Ved substitusjon far man Hy(f(Sab)). Siden b var vilkarlig kan det kon-
kluderes at Yy(y : Go2[H| Ay : Jo[Hs]) D Hs(f(y,Sa)). Dermed er F(Sa).
Siden @ ogsa var vilkarlig kan det konkluderes at VF(z) D F(Sx).

F(.I‘) ved:;ief. G[H](.’L‘) lemm:n;a 5.6 H(:c) vedzgnt. N(LZZ‘)

5.3 Et hierarki av induktive predikater

Som nevnt ligger definisjonen av et induktivt predikat for en funksjon f tett
opp til definisjonen av f. Jeg undersgker her om man kan definere predikater
etter et monster som ligner pa definisjonsskjemaene for primitivt rekursive
funksjoner. Sekvensen etterfglger, addisjon, multiplikasjon og eksponensie-
ring utgjer et naturlig hierarki av monotont gkende funksjoner og de er alle
elementare. Addisjon er iterasjon over etterfglger, multiplikasjonsfunksjonen
oppnas ved ubegrenset rekursjon over + og sa videre.

Siden multiplikasjon er et rekursjonsniva over addisjon er det naturlig
a tenke seg at et predikat for multiplikasjon er et ngstingsniva opp med
hensyn pa kvantorer. Da kan predikatet A brukes som en referanse til eller

en forkortelse for uttrykket N(z) A Vy(N(y) D N(4yzx)):
M(z) = A(z) ANVy(A(y) D A(xyz))

Merk at alle predikater P har en normalform P,, der definisjonen ikke in-
neholder noen andre predikater enn N. Normalformen til M oppnas ved a
ekspandere A og

Mg () =((N(2) Ay(N () > N () AV=((N (2) A V(N (1) > N(+2)))
D (N(+zz) AVu(N(u) O N(4u+ zz)))))

Definisjon 5.9 La H veere el induktivt predikal for h:
H(z) = Hq(z) ANVy(Ha(y) D Hs(h(y,z)))
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H kalles flatt hvis Hy = Hy, = Hs.

Nar f er definert ved primitiv rekursjon over en induktiv funksjon A, hvor
h er assosiativ og H er et flatt predikat for h, sa kan det konstrueres et
induktivt predikat for f.

Assosiativitet av addisjonsfunksjonen (Vryz(+(4zy)z = +z(4yz))) og
multiplikasjonsfunksjonen (Vzyz(x(xzy)z = xx(xyz))) er ikke utledbart
i PRA. Det er et kjent resultat at disse egenskapene ikke er utledbare i
Robinson-aritmetikk, R, [13]. Méten & vise dette pa er & konstruere en modell
for R hvor assosiativitet for addisjons- og multiplikasjonsfunksjonen ikke er
gyldig. PRA er ikke prinsipielt sterkere enn R, sa et tilsvarende argument
kan gis for PRA.

Ved a utvide PRA med ikkelogiske slutningsregler for assosiativitet kan
man vise at induktive funksjoner som rekurserer over assosiative funksjoner
er induktive. I trad med notasjonen i kapittel 3 kalles en ikkelogisk regel om
assosiativitet av en funksjon h for Ass;,. PRA + Reg benevner PRA utvidet
med regelen Reg.

Pastand 5.10 La f vere definert ved primitiv rekursjon over g og h:

f(y,0) = g(y)
[y, Sz) = h(y, f(y,z))

La g vere en av initialfunksjonene O, S eller I". La h vere assosialiv og la
bevissystemet inneholde folgende regel:

h(h(a,b),c) = h(a,h(b,c)), ' = A
I'= A

Ass;,

La H veere el induktivt predikat for h
H(z) = G(x) AVy(Gly) D G(h(x,y))
Da er F induktiv 1t PRA 4 Ass;,.

Bevis. Anta h er assosiativ. Definer et predikat for f ved: F(z) = H(x) A
Vy(H(y) > H(h(y,))).

For a vise at F'(0) er det ngdvendig & vise at H(0)AVy(H (y) D H(f(y,0))).
Siden H er induktiv fglger at H(0).

Anta H(b). Ved definisjonen av f er f(b,0) = g(b). Tre tilfeller ma sjekkes:
g=0,9=_S8eller g=T1". Fra O(b) =0 og N(0) folger at H(O(b)). H(S(b))
siden H(b) og H er induktiv. H(Z](b)) siden Z](b) = b.

Siden b var vilkarlig valgt kan det konkluderes at Vy(H (y) > H(f(y,0)))
som konkluderer beviset for at F(0)
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Det mé ogsa vises at F(z) O F(Sx
H(f(y,=)))) > (H(Sz) D Vz(H(z) > H(

Anta F(a) og H(b). Dette gir H(f(b,
f(b,Sa) = h(b, f(b,a)). Man ma vise

G(h(b, f(b,a))) AVz(G(2) D G(h(z, h(b, (b, a))))).
Fra H(f(b,a)) og G(b) felger G(h(b, f(b,a))).

Anta G/(c). Fra antakelsen om at H(b) folger G(h(c,b)). Fra dette og
H(f(b,a)) folger G(h(h(c,b), f(b,a))). Fra antakelsen om at h er assosiativ
folger at h(h(c,b), f(b,a)) = h(c,h(b, f(b,a))). Ved en anvendelse av regelen
Repl folger G(h(c,h(b, f(b,a)))) som er det gnskede resultat.

Ved a velge F(xz) = H(z) ANVy(H(y) D H(h(y,z))) klarer man altsa a
vise F(z) D F(Sx).

Til slutt ma det vises at F'(z) D N(x). Dette fglger fra definisjonen av F
og antakelsen om at H er induktiv.

Det vil si (H(x) A Vy(H(y) D
Sz))))-

)). Funksjonen f er definert ved

)-
(2

Hvis f er definert ved primitiv rekursjon over g og h og h ikke er en av de
primitivt rekursive initialfunksjonene eller er assosiativ, sa gar det trolig ikke
a utlede at f er induktiv. Man kan fglge den samme gangen som i beviset
for 5.10 til det punktet hvor det ma vises h(z,h(y, f(y,z))) : G. For a fa
til dette ma man ha h(y, f(y,z)) : H. I sa fall ma f(y,z) : H[H] det vil si
F3 = H[H]. Men da far man F5 = H[H] og I'; = H og sa videre. Det ser ikke
ut til & la seg ikke gjgre. I avsnitt 5.4 viser jeg at modifisert subtraksjon, som
rekurserer over en ikke-assosiativ funksjon, ikke er induktiv i PRA. Hvorvidt
noe liknende holder i det generelle tilfellet vises ikke her.

5.3.1 Lukningsegenskaper med assosiativitet

Beviset for pastand 5.10 gir en algoritme for a konstruere et induktivt pre-
dikat for en funksjon f, nar f er definert ved rekursjon over g og h, og h
er assosiativ. For & kunne konstruere predikater for multiplikasjon og ekspo-
nensiering legges aksiomer om assosiativitet av addisjon og multiplikasjon til

PRA:

(5.18) + (+ab)c = +a(+bc)
(5.19) X (xab)e = xa(xbc)

Aksiomene gjgres om til ikkelogiske regler 1 trad med framgangsmaten de-
finert i kapittel 3. Ogsa disse reglene tilfredsstiller lukningsbetingelsen 3.2.

+(+ab)ec = +a(+be), ' = A X (xab)e = xa(xbc),I' = A
( ) F:>(A ) AssAdd ( ) F:>(A ) AssTimes
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Korrolar 5.11 [Korrolar til pastand 5.10] Funksjonen x er induktiv i PRA-
+AddAss, TimesAss.

Bewis. Korrolar 5.11 fglger fra aksiom 5.18 og pastand 5.1 og 5.10. O

For a finne induktive predikater for bundet sum ¥;<, f(Z,7) og bundet
produkt Il;<, f(#,7) kan man bruke en kombinasjon av komposisjon over in-
duktive predikater og prosedyren angitt i beviset for pastand 5.10.

Teorem 5.12 Bundet sum og bundel produkl er induktive it PRA+AddAss,-
TimesAss.

Bevis. La G veere et induktivt predikat:
G(z) = J(x) ANV (y) D J(g(y, v))

Da er fglgende induktivt:

Su(x) = GlA)(2) AVTIA(y) > A(Z (v, 1))
Pr(z) = GIM](z) AV I[M](y) > M(ILg(y. 1))

Utledninger av induktive predikater for fakultet- og eksponensialfunksjonen,
som er definert ved hjelp av bundet produkt, er gitt i tillegg A. Disse kan
enkelt utvides til generelle beviser for at de induktive predikatene er lukket
under skjemaet for bundet produkt. Et bevis for at de induktive predikatene
er lukket under skjemaet for bundet sum blir tilsvarende.

Jeg ma ogsa verifisere at N(z) folger nar henholdsvis Su(z) og Pr(z):

SU(CL’) ved de:f.>av Su G[A](CL’) lemm:>a 5.6 A(;C) ved dgav A. N(ZIZ)

Beviset for Pr er tilsvarende. O

Na har jeg vist at de Kalmarelementare initialfunksjonene unntatt modi-
fisert subtraksjon er elementare. Videre har jeg vist at de induktive predika-
tene er lukket under komposisjon, bundet sum og bundet produkt. Dermed
kan jeg konkludere:

Teorem 5.13 Flementere strengl voksende funksjoner er induktive i PRA-

+AddAss, TimesAss.

Bevis. Teoremet fglger fra lemma 5.1 og 5.2 og teorem 5.8 og 5.12. O

Korrolar 5.14 Fksponensialfunksjonen er induktiv i PRA+AddAss, TimesAss.
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Bevis. Eksponensialfunksjonen er elementaer, sa korrolar 5.14 fglger fra teo-
rem 5.13. O

Eksponensialfunksjonen ezp kan defineres ved hjelp av bundet produkt:
exp(y, ) = <o T3 (y, 1)
Predikatet for ezp blir da:
E(z) = A(z) ANVy(A(y) O A(exp(y, z)))

Ved hjelp av predikatet til produkt kan man ogsa konstruere et predikat
for bundet minimalisering

we < ylp(t,z1,...,2,)] = Z%]yilgzcosg(p(i, Tlyenyp)).

La g veere en primitiv rekursiv funksjon med predikat G(z) = J(x)AVy(J(y) D
J(g(y,x))). Da er folgende induktivt:

5.4 Modifisert subtraksjon er ikke induktiv

Modifisert subtraksjon er definert ved primitiv rekursjon over forgjengerfunk-
sjonen:

=0y =y
~Szy = P(=zy)

Forgjengerfunksjonen er ikke assosiativ. Resultatet i avsnitt 5.3 indikerer at
modifisert subtraksjon ikke er induktivi PRA, noe jeg viser i dette avsnittet.

Pastand 5.15 La MS(z) = N(z) AVy(N(y) O N(=yz)) vere et predikat

for modifisert subtraksjon. Da er sekventen
(1) = MS(0) A Va(MS(z) D MS(Sz))
tkke utledbar i PRA.

Beviset for pastand 5.15 er todelt. Forst konstruerer jeg en ikkestandardmo-
dell for PRA hvor (1) ikke er sant. Denne maten & definere ikkestandardmo-
deller pa brukes av Jeffrey [13]. Deretter bruker jeg kompletthetsteoremet til
a vise at (1) ikke kan veere utledbart i PRA.

Bevis. La N’ veere N utvidet med elementene a, b, c.
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La N(a), N(b), N(=ba),~N(c). La komposisjonen av forgjenger og modi-

fisert subtraksjon ha fglgende tolkning i N':.

| n K L K
m || pred(m min n) | pred(m min a) | pred(m min b) | ¢
a | pred(a min n) | pred(e min a) | pred(a min b) | ¢
b || pred(b minn) |c pred(b min b) | ¢
c |lc c c c

De nye elementenes egenskaper er ikke i1 konflikt med de ikkelogiske reglene i
PRA, sa N’ er en modell for PRA. I N" er N(a), N(b) og N(=ba) sann men
ikke S(=ba) = P(=ba) = N(c). Det vil si uttrykket 3z(MS(z) A -MSSz) er
sant 1 N'. Dette er negasjonen av Vx(MS(z) D MS(Sz)), men da kan ikke
(1) veere sant i N'.

Anta at (1) er utledbart i PRA. Ved kompletthetsteoremet for forste or-
dens teorier 2.45 ma (I) veere sant i alle modeller for PRA. Men jeg har
nettopp vist at det finnes en modell for PRA hvor (i) ikke er sant. Anta-
kelsen om at (1) er utledbart i PRA leder til en selvmotsigelse og ma derfor
O

veere feil.

Jervell og Zhang [15] gir et argument for at en funksjon er induktiv hviss
den er elementzer. Klarer man a vise denne pastanden begge veier far man en
bevisteoretisk beskrivelse av de elementare funksjonene. Dette er interessant
fordi en da har to alternative karakteristikker av en klasse av funksjoner ved
hjelp av ulike formelle modeller. Jeg viser her at det ikke gar a gi en slik
avgrensing ved hjelp av de tilleggsaksiomene som Jervell og Zhang foreslar
for & vise at funksjonen = er induktiv:

=0y =10
~Szy =0V =Szy = S—xy
Problemet er at de ved a legge til disse aksiomene far med alt for mange
funksjoner. Jeg viser at det finnes en ikke-elementaer funksjon f og utlednin-

ger med konstant lengde av N(f(m)) for alle tall m € N i PRA utvidet med
reglene:

I'=A,=0b=0 I'= A, =Sab=0 I'= A, =~Sab= S(~ab)
= A oubl = A

I beviset gjgr jeg bruk av fglgende definisjon og teoremer:

SubVv

Definisjon 5.16 FEn funksjon [ er en universalfunksjon for en klasse av
funksjoner H dersom del for enhver uncer funksjon g finnes et fast tall m

slik at f(m,z) = g(z).
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Teorem 5.17 [17, s. 37] La H vere en subrekursiv funksjonsklasse. Da in-
neholder ikke H en universalfunksjon for H.

Teorem 5.18 [17, s. 40] La i > 3. Det finnes en universalfunksjon p for £
slik at p € L.

Fra disse teoremene kan jeg vise hovedresultatet 1 dette avsnittet:

Pastand 5.19 Det finnes en funksjon [ slik at [ & E* og for alle m € N
finnes en ulledning D FLRAT = N(f(m)), for el fast tall k.

Bevis. Teorem 5.18 gir at det finnes universalfunksjoner for alle subrekursive
funksjonsklasser fra de elementzere og oppover. Teorem 5.17 gir at en univer-
salfunksjon for en subrekursiv funksjonsklasse H ikke er inneholdt i klassen
selv. La p veere en universalfunksjon for de elementaere funksjonene. Definer

f ved

f(z) = not(p(z, z))

Jeg viser ved et standard diagonaliseringsbevis at f ikke kan veere i £2. Anta
for en selvmotsigelse at f € €. Ved definisjonen av universalfunksjon méa det
finnes en fast m slik at f(z) = p(m, ). Dermed folger

J(m) = not(p(m,m)) (ved def. av f) # p(m,m) = f(m)

Antakelsen om at f € &3 leder til en selvmotsigelse, si f kan ikke veere i £2.
Figurer 5.2 og 5.3 gir en strategi for & utlede = N(f(m)) med hgyde
begrenset av et fast tall £ for vilkarlige tall m,n. Den lengste greina i ut-
ledningen i figuren krever 14 skritt. Dette avslutter beviset for pastand 5.19.
O

Utledningen av = N(f(m)) i beviset for pastand 5.19 gjor bruk av reglene
Sub0 og SubV. Det kan derfor ikke veere elementart a eliminere disse reglene
fra systemet. Problemet er at man med disse reglene kan vise at =(1,p) = 0V
=(1,p) = 1. Siden not(p) er definert som =(1,p) kan man for alle funksjoner
f komponert over not gi en kort utledning av at N(f(m)). Dette er opplagt,
siden f er en {0, 1}-funksjon, men det gir oss ikke noe informasjon.

Merk at liknende funksjoner kan konstrueres for alle de subrekursive funk-
sjonsklassene fra de elementaere og oppover. Dermed finnes det uendelig man-
ge ikke-elementaere funksjoner hvor en kan konstruere utledninger med kon-
stant lengde for at de er av type N, ved hjelp av reglene Sub0 og SubV.
A legge disse reglene til systemet forer til at man far med flere induktive
funksjoner enn det som er gnskelig. Eksemplet med modifisert subtraksjon
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illustrerer at det ikke er likegyldig hvilke regler man legger til et bevissystem,
man kan risikere at det blir for uttrykkskraftig.

Korrolar 3.13 gir at for enhver funksjon f € & finnes en utledning i
PRA av N(f(mi,...,m,)) med hgyde begrenset av en funksjon i samme
Gregorczyk-klasse. Funksjonen — € £°. Teorem 2.21 gir at alle funksjoner f i
&Y majoriseres av en funksjon som er linezer i et av argumentene til f. Dermed
folger det at man for alle m,n € N kan finne utledninger av N(=(m,n))
med hgyde linezr 1 m,n. Av samme grunn kan man finne utledninger med
linezer hgyde for at de logiske operatorene er totale. Problemet er at siden
det ikke gar & konstruere et induktivt predikat for modifisert subtraksjon
sa folger det ikke at funksjoner definert ved komposisjon over modifisert
subtraksjon og eventuelt andre elementare funksjoner er induktive. Dermed
kan man ikke slutte at for enhver elementaer funksjonen f sa kan man utlede
N(f(my,...,m,)) med hgyde linezer i argumentene til f.

5.4.1 Ingen avgrensing

Pa grunn av problemene med modifisert subtraksjon har jeg valgt a vise et
svakere resultatet enn det Jervell og Zhang [15] gnsker & vise. I dette kapitlet
har jeg vist at de strengt voksende elementzre funksjonene er induktive i en
utvidet versjon av bevissystemet PRA, definert 1 kapittel 3. I kapittel 8 viser
jeg at hvis en funksjon er induktiv i PRA+AddAss, TimesAss sa er den ele-
mentar. Beviset gar ut pa a konstruere en elementar algoritme for a beregne
f(my,...,m,) fra en utledning D av N(f(my,...,m,)), nar hgyden av D er
linezer i my,...,m,. Jeg har dermed en bevisteoretisk beskrivelse av en sub-
rekursiv funksjonklasse og en subrekursiv beskrivelse av et bevissystem som
ikke “treffer” hverandre. Det er ikke mulig a vise at de induktive funksjonene
er elementare og strengt voksende for a oppna en reell avgrensning av en
funksjonklasse. Algoritmen som beregner f(mq,...,m,) fra en utledning av
= N(f(m1,...,m,)) nar f er induktiv ma bruke {0, 1}-funksjoner som er
definert ved hjelp av modifisert subtraksjon.

Ved a utelate modifisert subtraksjon gar en glipp av en rekke viktige funk-
sjoner. | kapittel 2 viste jeg at modifisert subtraksjon brukes til a definere
de karakteristiske funksjonene for de logiske operatorene og i delingsfunksjo-
ner. Man mister dermed sgkefunksjoner som defineres ved komposisjon over
begrenset sgk og {0, 1}-funksjoner.
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5.5 Induksjon oppover

Det er naturlig & lese en utledning av N(f(mq,...,m,)) i PRA fra rota og
oppover. | de neste kapitlene benytter jeg meg av egenskaper ved de ikkelo-
giske reglene 1 PRA+AddAss, TimesAss til a gjore induksjon over hgyden av
beviser oppover. Det innebarer at i1 induksjonstilfellet betraktes den gverste
regelen i treet, istedenfor den nederste som ofte er vanlig. Formelt sett er en
utledning lukket kun hvis den har et logisk aksiom pa formen A, "' = A, A i
alle toppnodene. Men pa grunn av egenskaper ved de ikkelogiske reglene kan
man observere fglgende:

Observasjon 5.20 La D veere en snitlfri utledning i PRA+AddAss, TimesAss
av et atomeert utsagn med tom ' i konklusjonen. Da er alle formler Cy,...,C,
som forekommer pa venstre side av sekventpila utledbare i PRA+AddAss,-
TimesAss. For alle utledninger Dy F= C4,...,D, F= C, gjelder al |D;| <
DI

Ved delformelegenskapen vist i teorem 3.6 er alle regler i en snittfri ut-
ledning av et atomaert utsagn ikkelogiske nar I" er tom i konklusjonen. Ingen
av de ikkelogiske reglene i PRA+AddAss, TimesAss leder til forgreninger av
bevistreet. Dette er en ngdvendig forutsetning for at observasjonen over skal
holde. Hadde PRA+ AddAss, TimesAss blitt utvidet med regler som fgrer til
forgrening av den typen Jervell og Zhang gir for modifisert subtraksjon i for-
rige avsnitt, kunne jeg ikke gjort induksjon over bevistrarne nedenfra og opp.
De ikkelogiske reglene endrer ikke pa suksedenten i en sekvent. Dermed kan
man bytte ut formlene i suksedenten i en utledning uten at dette pavirker
reglene som er brukt. Ved a bytte ut formelen i suksedenten med en formel
som finnes 1 antecedenten i toppnoden far man en utledning av denne.
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5.5. INDUKSJON OPPOVER

oy ((w'w) ) <
()N = (' w)d)you = (ww)]
(v w) )N < ((vtw)diog)+ = ((u‘w)d)jou((u‘w)d)jou = (utw)f
‘w)d)

SUDLT,

—~| =

utw)d0g)+~ = ((u‘w)d)rou

MTANS

ufw)d)rou((u‘w)d0g)+~ = ((u‘w)d)jou‘(u‘w)f = ((u‘w)d0g)~

(w'w) /)N < (u'w)f = ((u'w)d

SUDL],

d
e (N = ()] = () dos) (w0 ) (' u)d0)-)s
s (e ) )N = (wrw)f = ((ww)d'0)=)s 0 = ((w'w)d'0)-
vy LN 0= (@) d0) - (o) [ = (o m)d0) s 05 = ()T 0))s
(- u) /)N = ()] = (((w m)d0)=)s 05 = (((u* w)d"0))s (w )] = 08

. 0
AT NN (v w) /)N & (uw)f =05 (0N

(w'w)fIN < (0N (08N ‘(v‘w)f = 08
(w'w) )N < (0N (08)N ‘(v‘w)f = 05 ‘((v'w) /)N

NY

1994

D

(w'w)f)N & (u'w)f = ((u'w)d'og)~‘0 = ((u‘w)d'0g)~
€g

Figur 5.2: Kort utledning av N(f(m,n))
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N (0,0 = (), N(©),= (50, p(mrm)) = 0, = (80, () = lrmy) = N ()
0 = /(m, ), N(0), = (50, pm, m)) = 0, ~(50, p{rm, ) =

0 = f(m,n),=(S50,p(m,n)) =0, =(S0,p(m,n)) = f(m,n

=(50, p(mr ) = 0, = (50, p(m, ) = F(mm) > N

NN
)(:> N(f(’m,n)) Trans

f(m,n))

Figur 5.3: Kort utledning av N(f(m,n)): venstre side



Kapittel 6

Forskjellen pa direkte og indirekte
argument

Her viser jeg forskjellen i hgyden pa utledninger av = N(fak(m)) henholdsvis
med og uten snitt. For & illustrere hvor raskt direkte utledninger om aritme-
tiske uttrykk vokser i PRA, viser jeg framgangsmater for a finne utledninger
av termene: N(+mn), N(xmn) og N(fak(m)), for vilkarlig m,n. Hgyden pa
utledningene i disse eksemplene er avhengig av at det brukes en tallteori med
unar notasjon. Man kan spare inn pa hgyden ved & bruke binar notasjon.
Men prinsippet blir det samme. Poenget her er a vise hvor mye man kan
spare pa hgyden 1 et system som PRA ved hjelp av snitt.

Hvis man fglger framgangsmatene vist i figurer 6.1, 6.2, 6.3, 6.4, 6.5 og 6.6
bestemmes antall skritt i utledningene av fglgende funksjoner.

Addisjon: o(m,n) =>5m+n+4

Multiplikasjon: ~y(m,n) = (o(m,n) +a)m +mn+b
m—1 i—1

Fakultet: d(m) = : y(m — 1, Ho(m — 7))+ fak(m) +am+b
1= 1=

Siden fakultet er sammensatt av addisjon og multiplikasjon, inkluderer ut-
ledninger for fakultet utledninger for disse termene som delutledninger. Alle
utledningene bestar av flere repetisjoner av instansieringer av de samme reg-
lene. Jeg skriver derfor kun opp strukturen til de delutledningene som blir
repetert.

Disse algoritmene for bevisspk er ikke spesielt effektive. Mens fak(60) ~~
8, 3%10% gir funksjonen som beregner hgyden pa utledningen et tall i overkant
av 10" for m = 60, nar man setter inn verdiene a = 15 og b = 3. Det er
imidlertid ikke mulig & finne en algoritme for bevissgk som er prinsipielt
mer effektiv. En utledning av et uttrykk f(my,...,m,) uten snitt tilsvarer
et direkte argument for uttrykket. Utledningen inneholder en utregning av
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funksjonsuttrykket. Ved pastand 6.1 har utledningen minst like stor hgyde
som tallverdien til uttrykket. Derfor ma utledningen av N(fak(60)) inneholde
flere trinn enn 10%°, som er mer enn det vanlige anslaget pa antall atomer i
universet.

Pastand 6.1 FEn snittfri utledning D av = N(1) har hoyde storre eller lik 1.

Bevis. Pastanden vises ved induksjon over hgyden av utledningen. Ved ob-
servasjon 5.20 kan jeg gjore induksjonen oppover. Det innebarer at i induk-
sjonstilfellet betraktes den gverste regelen i treet.

Basistilfelle: |D] = 1. Damé { = O og D er:

azr

N(0) = N(0) "

= N(O)

D] = 0.

Induksjonshypotese: Pastanden holder for utledninger med hgyde mindre
enn n.

Induksjonssteg: Ma vise at pastanden holder for utledninger med hgyde n.
En utledning av = N({) ma ha N(t) som hovedformel i antecedenten
i toppnoden. Se pa den gverste regelen R i utledningen:

NO,T=A Y
I'= A
Dy

De eneste reglene hvor N (1) er hovedformel i antecedenten er RN og
Repl. Hvis R er RN ma { veere pa formen S(k)

N(S(F), N(k),T = A
N(k),I' = A
Dy

|D| = |Do| + 1. Ved induksjonshypotesen er hgyden av Dy sterre eller
lik k. Siden t = 5(76) er { = Sk ved kompletthetsteoremet for fgrste
ordens teorier (teorem 2.45) som er k + 1 ved definisjonen av S. Til
sammen gir dette |D| = [Do| +1 > k+ 1 = 1.

La R veere Repl med N(¢) som hovedformel.

N(D), k NE,T=A "
k= N(k)F;»A

Dy

Repl
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|D| = |Do|+1. Ved induksjonshypotesen er hgyden av Dy starre eller lik
k.Sident = k er t = k ved kompletthetsteoremet for fgrste ordens teori-
er (teorem 2.45). Til sammen gir dette |D| = |Do|+1 > k (ved IH) =1.

O

6.1 Et indirekte argument med snitt

I forrige kapittel definerte jeg det ngdvendige verktgyet for a konstruere et
indirekte argument for = N(fakm). Fakultetsfunksjonen kan defineres ved
hjelp av komposisjon og begrenset rekursjon:

SP(a) = 5(P(a))
fak(0) = SP(0)
fak(Sa) = x(fak(a), SP(Sa))

Dette er ikke den vanlige definisjonen av fakultet. Fordelen med den er at den
folger definisjonsskjemaene for elementere funksjoner. Dermed kan predika-
tet for fakultet konstrueres etter framgangsmaten beskrevet 1 forrige kapittel:

F(z) = Su[M](z) A M(fak(z)),
se figur 6.7 og 6.8.

Ved a bruke det induktive predikatet for fakultet som snittformel, far man
en utledning av N(fak(m)) med hgyde linezer i m. Se figurer 6.7 og 6.8.

Merk at hgyden pa en utledning regnes som hgyden pa den lengste greina
i bevistreet ved definisjon 2.30. Hgyden pa utledningen av F(0) AVz(F(z) D
F(Sz)) er konstant. Hgyregreina i bevistreet bestar hovedsaklig av m in-
stansieringer av LV— og [ D-reglene samt tre instansieringer av LA-regelen.
Dermed kan hgyden av utledningen beregnes av funksjonen

27 hvis m < 11

7 () = max(2T,2m 4 5) = {2m + 5 ellers

en linezr funksjon. Mens den snittfrie utledningen av N(fak(60)) inneholdt
flere antall trinn enn det vanlige anslaget pa antall atomer 1 universet, kre-
ver en utledning for den samme pastanden med snitt hgyst 125 skritt. En
utledning som far plass pa noen fa sider.

Teorem 6.2 La f vere en n-cer induktiv funksjon. For alle mq,...,m, € N
eksisterer det en utledning D € PRA, som kan inneholde snitt, og en funksjon
o slik at

D PRA = N(f(ml,ymn))
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og o er lineer i my,...,m,.

Beuvis. La f beskrives av predikatet
F(.Il) = Fl([El) A \V/$27 ceey .fL'n(FQ(.fL'Q) A A Fn(l'n) D) Fn+1(f($1, Cee .fL'n)))

Ved a bruke predikatene F, Fy, ..., F, i snittformler far man en utledning av
N(f(mi,...,m;,)) med hgyde linezer i my,...,m, pa samme mate som for
fakultet. Se figurer 6.9, 6.10 og 6.11. Hgyden av utledningen kan beregnes av
funksjonen o(my,...,my,) = maz(k, ko, ..., kn_1,(m1+---4+m, +¢)). O

Korrolar 6.3 Huvis f er en n-er strengl voksende elementer funksjon finnes
det en utledning D av N(fma,...,my) for alle m. D har hoyde som begrenses
oppad av en funksjon lineer i m.

Bevis. Fra teorem 5.13 fglger det at det kan utledes induktive predikater for
alle de strengt voksende elementzre funksjonene i PRA. Resten fglger fra
teorem 6.2 O

ar

N(4+5™0S"0), S™m+70 = +5™m0S5"0, N(S™170),+5™m0S5"0 = S™+70 = N(+S™0S"0)
§ming = 4£8m0S"0, N(S™*70), +8™0S"0 = S0 = N(+5™05"0) <

+8™08"0 = S™tn, N(S™t70) = N(+5™0S™0)

D INR* (n +m)
N(S0),N(0),+S™0S5™0 = smtng = N(+S™05"0)
N(0),+5™0S™0 = S™t"0 = N(+S™05"0)
+5m0S"0 = SmtnQ = N(+S5S™0S™0)

. YEqS,RRAdd, Sym, Trans «m

Repl

ym

+50870 = S50, S + 05™0 = +50570, S + 0570 = $570, +50570 = S + 0570, 40870 = S™0 = N(+S™05"0)

S+ 0570 = +50570,5 + 050 = $570,+505"0 = 5 + 0570, $05"0 = 570 = N(+5™0570) _
+50Sm0 = 5 4 0S™0, S + 050 = S50, +0S"0 = 570 = N(+S5™05"0)
54 0Sm0 = S8"0,+05"0 = S"0 = N(+S™0S"0)
+0Sm0 = S"0 = N(+5™05"0)
= N(+5™0S"0)

RRAdd

EqS

NN Add

Figur 6.1: Addisjon

ym

Trans
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N(xS™0S™0), St 170 = xS™0S"0, N(S™*70),*S™0S570 = S7t 170 = N(xS™0S™0) ;sz
S§nttng = x8™0S"0, N(S™*70), xS™0S™0 = S 170 = N(xS™0S™0)
*S™OS"0 = St tng, N(S™*10) = N(xS™0S™0)
INRxmn
N(S0),N(0),*S™0S"0 = sntotng o N(xS™0S5™0)
N(0),*S™0S"0 = S™t 170 = N(xS™0S"0)
xS™OS"0 = Snt - +ng = N(xS™0S™0)
CYIxm
£SS0570 = S™+70, 4 = S0S70S™0 = xSS0570, + x SOSP0S™0 = S™H"0 = N(*S™0S™0)
+ * S0S™0S5™0 = *SS0570,*SS0S™0 = + x S0S™0S™0, + * S0S?0S™0 = S7t"0 = N(xS™0S5"0)
*SS50570 = 4 * S0S™0S™0, + * S0S?0S™0 = S""0 = N(xS™0S™0)
+ % S0S70S™0 = S™*"0,+570S™0 = + * S0S™0S™0,+570S™0 = S"t"0 = N(xS™0S™0)
+570Sm0 = 4 x S0S?0S5™0,4+S70S"0 = S*t70 = N(xS™0S™0)
: YAddisjon
+870870 = + * S0S™0870, §70 = xS0570, S0 = S"0, xS0S™0 = §70 = N(xS™0S"0)
570 = xS0S™0, 50 = S™0,%S0S™0 = S™0 = N(*S™0S™0)
570 = xS0570,*S05™0 = S™0 = N(xS™0S™0)
xS0S™0 = S™0 = N(xS™05™0)
*S0S™0 = S™0, + * 0S™0S™0 = xS0S™0, + x 0S”0S™0 = S™0,*S05™0 = + * 0S?0S™0 = N(xS™0S™0) ;Zn
+ % 0S™0S™0 = *S0570, 4 * 0S™05™0 = S™0,*S0S™0 = + * 0S™0S™0 = N (*S™0S™0) i
*S0S™0 = + * 05050, + * 0S?0S™0 = S™0 = N (xS™0S™0)
+ % 05m0S™0 = S™0 = N (*xS™0S"0)
+ % 0Sm0S™0 = S™0,+0S"0 = 4 x 05050, +05™0 = S™0 = N (*S™0S"0) ;Zn
+05™0 = + % 0S™0S™0,+0S™0 = S™0 = N (*xS™0S™0) i
+0570 = + % 0S™0S™0 = N(xS™0S™0) L
+05m0 = + % 05S™0S™0,0 = x05™0, S™0 = S™0,*0S™0 = 0 = N(xS™0S5™0) ot
0 = %0570, 5™0 = S™0,*05™0 = 0 = N(xS™0S"0) iy
0 = %0570, %0S™0 = 0 = N(xS™0S™0)
%0570 = 0 = N(x5™0S"0)
= N(*S™0S™0)

ym

Trans

ym

RRTimes

Trans

Eq+

Ref

Sym

RRTimes

NN Add

Sym

NNTimes

Figur 6.2: Multiplikasjon
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fay ;
(0,SASIIN € 0uuyg—wS = 0,450 S* 0y 1S

= 0p—wS
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Figur 6.3: Fakultet: 1
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Figur : 6.5

S0 = SPS0, S0 = SP0, SPS0 = S0, SP0 = S0, N(*S0 - - - * S™0) = N(PiSPS™0)
Sym

SPSO = 50,50 = SPO, SPO = 50, N(x50 % S™0) > N(PiSP5™0) _
SPO = S0, SPS0 = S0, N(%50 - - - % S™0) = N(PiSPS™0)
SPS0 = S0, SPredS0 = SPS0, SPredS0 = 50, SPS0 = SPredS0, PredS0 = 0, N(xS0 - §70) = N(PisPS™0)
SPredS0 = SPS0, SPredS0 = S0, SPS0 = SPredS0, PredS0 = 0, N(#S0 - - - % S™0) = N(PiSPS™0) Trans
SPS0 = SPredS0, SPredS0 = SO0, PredS0 = 0, N(#S0 - - - x S™0) = N(PiSPS™0) Sum
SPredS0 = S0, PredS0 = 0, N(x50 - - - x S™0) = N(PiSPS™0) cosp [
PredS0 = 0, I22Pred00 = PredS0, 122Pred00 = 0, PredS0 = 122Pred00, SP0 = S0, N(*S0--- % S™0) = N(PiSPS™0)
122Pred00 = PredS0, 122 Pred00 = 0, PredS0 = 122 Pred00, SP0 = 50, N(%50 --- % 5™0) = N(PiSP5™0) Trans
122Pred0) = Preds, Preds0 = [22Pred00, SPO = 50, N(x50~» §™0) = N(PiSPS™0) _ rrres
PredS0 = 122 Pred00, SPO = 50, N(#S0 - - x S™0) = N(PiSPS™0)
SP0 = S0, N(x50 - % S™0) = N(PiSPS™0) fiftPred
SPO = S0, SPredo = SP0, SPredd = S0, SP0 = SPredo, Pred0 = 0, N(xS0 - » §70) = N(PiSPS™0)
SPred0 = SPO, 5Predo = 50, 5P0 = SPredo, Predo = 0, N(+S0 -+ S™0) 5 N(PiSPS™0) Trans
SPO = SPred0, SPred0 = S0, Pred0 = 0, N(#S0 - -- x S™0) = N(PiSPS™0)
SPred) = S0, Predo = 0, N(x50 - 5™0) & N(PisPS™0) cosp
Pred0 = 0, N(#S0 - - - % S™0) = N(PiSPS™0)
NN Pred, LW

N(*S50--- % S™0), S1*""*™M0 = 50 -- % S™0,%S50--- * S™0 = SI**™mg N(SI**™mQ) = N(PiSPS™0)
Repl

SI**™Mg = 450 .- % S™0, %S0 - % S™0 = S* U *™mo N(S1**™Q) = N(PiSPS™0) <
ym

%S0 .- x S™0 = St**™mo N(ST* U *™0) = N(PiSPS™0)
: }NR % m!
N(S0), N(0),*S0---% S™0 = gl*emg o N(PiSPS™0)
N(0),*S0--- % S™0 = S1*""*™Q = N(PiSPS™0) NNNR

*S0- .- % S™0 = ST+ ™Mo = N(PiSPS™0)

Figur 6.4: Fakultet: 2
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Figur 6.5: Fakultet: 3
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D

Figur 6.6: Fakultet 4
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mo

(0wSISIIN <

(0wSISIIN < ((28)d C (7)) (zA)(0)d

BT

(0wSdS!dIN < (0
AT

g

(0SdSIIN < (0
C7

—_

(0wSdS!dIN < (0)d ‘((z5)d C (Z)d)(zA)°

)
‘((z8)d C (z)d)(=zA) (08)d C (0)d
08)d (0)d (0uwSdSIIN < (0)d ‘((z5)d C (%)d)(7A)

wx < —7AT{
(0wSISIIN < (0)d ((z5)d C (2)d)(=A) (08)d " (0wS)d

89 unbivg

o

2 ((#8)d C (2)d)(zA)m(0)d <

Figur 6.7: Fakultet med snitt 1
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6.1.

(0,,SdSHdIN <= (0)d

‘((zs)d C (z)d)(=A) (0S)d

Y Wwsdsid)N = 0)d (28)d C @)d) @A) (0 w5 d51d)L3(0ws) LIS
(0wsdsidIN < (0)d ‘((zs)d C (z)d)(zA) (0,,5)[L]s (0.uSISI)L
(0wsdstd)N < (0)d ‘((zs)d C (@)d)(#A) (0wS)[Z]s ‘(((,Aifi0wsdStd * +IN C (,AIN)(,AA)B(0uSdStd*)N C ((Af+)N C (A)N)(Aa)B(AIN) (BA) 7 (((F0.wSdStd+)N C (A)N)(AA)73(0uSd S )N)
(0,5dSHdIN = (0)d ‘((zs)d C (#)d)(7A) (0,,5)[L]s “(((,fifiosd52d * +)N C (AIN)(,iA)B(f0,,5d5:d*)N C ((,ifi+)N C (,A)N)(,AA)B(A)N)(AA) ‘((fi0,SdSid+)N C (A)N)(AA)Z(0,,SdS )N
(0wsds:d)N < (0)d ‘((zs)d C (#)d)(=A) (0S)[L]s ‘(((Af0wSdSed * +)N C (AIN)(,AA) % (A0uSdStd*)N C ((AE+H)N C (A)N)(AA)B(B)N)(BA) ((A0wSdS2d+H)N C (A)N)(FA) (0.uSdSI )N

D

Ficur 6.8: Fakultet med snitt 2
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mo

(08 0wS)IN <

. ((0uS ‘0wS)IN & ((z5)d C (2).)(=a)5(0)

Ry

((0uS ‘0wS)IN <= (0)7 ‘((28).4 C ()1)(zA)

AT
c1

((0uS ‘0wS) )N < (0)7((z8)a C
((0us ‘0wS) )N < (0)4 ‘((z5) A C (2)1)(zA) (08)A

((0uS ‘0uS)IN < (0).7 ((28) C (2).)(ZA) (08)d (08 )l

019 «nbry

2 ((#8)a C (=) ) (zA)m(0)d <

Figur 6.9: Bevis med snitt 1
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6.1.

((04S 0S)IN < (0.S)d

L (045 0wSIN € Ows)d (7)1 C (=) 1) A 3(0) () C (M EAF0) T <
A ((0uS 0wS)IN < (05)d (0)1d ‘((z5) g C (z)1g)(zA)
ca ((0uS 0wS)IN < (0w5)d (0)W ‘((z5)Tg C (7)1q)(zA) ‘(05) %W C (0) W
((0uS 0wS)IN = (0wS)d (0) ' “((#5) g C (#)T)(7A) *(05) g (0)% “((045 0S8N < (0,4,5)d (0)'7 ‘((z5)'q C (z) 1) (zA)
(045 0wS)HIN & (0m8)d (0) 1 *((28) 1 C (@) %) (@A) “(08) %~ “(045) T

11°9 ¢ unbryg

Figur 6.10: Bevis med snitt 2
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Cc7

((0uS ‘0wS) )N < (0uS) W (0wS) A
((0uS ‘0wS)FIN < (0uS) W ((F0wS ) C (A)LT)(AA)B(0wS) 1T
((0uS ‘0uS)IN < (0u8) ' ((A0wS )T C (A)L7)(fiA)
((0uS 0wS) )N < (0u8) W (A0S ) C (A)L)(AA) (0uS0wS ) C (0uS)'H

dxgT
BT

AT

((0uS ‘0ws

IN < (0u8) W ((70wS£) ' C (AL (AA) (0uS0wS )T (0uS) W ((0uS 0wS)IN < (0u8) W ‘(A0S )T C (A)LT)(AA)

((0uS0wS) )N

)f
)

(0uS) T (A0S )T C (A)LT)(AA) " 3(0uSO0wSHIN zv

BT

((0uS ‘0wS) )N

=
< (0u8) W (70,8 )7 C (A)L1)(AA) ¢ (0uSOwS N

D

Figur 6.11: Bevis med snitt 3



Kapittel 7

Koding av bevistraer 1 PRA

En metode for & aritmetisere formelle uttrykk ble farst gitt av Godel [7]. A-
ritmetisering innebarer simpelthen a oversette til aritmetikk, eller tall. Gédel
viste at det er mulig a tildele et unikt tall til hvert symbol, utsagn og bevis,
eller sekvens av utsagn og brukte dette til & vise ufullstendighetsteoremet.

7.1 Aritmetisering

Det finnes mange mater a aritmetisere formelle uttrykk. Odifreddi [23] gir en
metode for a tilegne tall til beregningstraer for primitivt rekursive funksjoner.
Her utvider jeg denne metoden, slik at jeg kan tilegne tall til bevistraer i PRA.
Jeg gjor bruk av de numeriske verktgyene for aritmetisering som ble intro-
dusert i avsnitt 2.1.2. Nar hver regel i PRA er gitt en unik koding kan man
definere et predikat som sjekker hvorvidt et sekvenstall koder en utledning
av et uttrykk N(f(my,...,m,)). Nar man i tillegg har et band pa kodetallet
for en utledning kan predikatet brukes i kombinasjon med begrenset sgk til
a finne kodetallet.

Teorem 7.1 For enhver n-cer primitivt rekursiv funksjon f finnes del et
elementert predikat Ty, slik at for alle mq,...,m, € N finnes det et tall y
slik at folgende holder: T;(y,my,...,my)

Bevis. La uten tap av generalitet n = 2. Idéen er a assosiere tall til symboler,
formler, regler og bevistraer i PRA, slik at T¢(y,[,m) uttrykker at y koder et
bevistre for N(f(l,m)).

1. Forst ma det assosieres tall til symboler, uttrykk og regler i PRA. Hvert
tall ma veere unikt slik at to symboler og sa videre ikke kodes av samme
tall. Symboler, konnektiver, predikater og variable kodes med primtall
stgrre en 2. Dette er trygt siden en sekvens per definisjon har lengde
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storre eller lik 1 og alle sekvenstall derfor er delelig pa 2. Tallet 2 selv
gar ut siden (0) = 2.

Sekventpil
def
(=1 =3

Logiske konnektiver

Substitusjon

[sub] Aef 23

Predikater /relasjoner

(=1 29

IN] < 31
Koding av termer defineres induktivt ved:
(a) Navn: PRA inneholder ingen navn. Tallet 0 er simpelthen
funksjonen O uten argumenter.

(b) Variable tildeles primtall stgrre enn 31.
[wo], (211, [ai]s o 237,41, (praa)s -
def

() [flte,...,tn)] = <[ﬂ,HJ,...,Hnwnértl,...,tn er termer.

Koding av formler defineres induktivt ved:

(a) [R(t1,... ta)] Z (TR1 AT, [t]))
(b) [ANB]Z ([A],[A],B])

Mva = (141, [v1,1B])

(A B] € ([A],[D1.[B])

wmw = (V1. 2], [A])

[3eA] (3, fm,w

[sub(t,z, A)] =

T forrige kapittel ble det definert nye predikater A, M osv. I det formelle bevissystemet
PRA finnes imidlertid kun to predikater; = og N. Predikater som A og M er forkortelser
for mer komplekse uttrykk.

Zsub(t, x, A) ef Alt/z], det vil si t substitueres for z i A.

([sub], [z], [A])* nar A, B er formler.
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Funksjoner [ f] defineres induktivt over den rekursive definisjonen av

(1% (0) hvisf = O
1% (1) hvisf =S
(1% (2,n, i) hvisf = 77
(12310, Tar]
ek

Sekventer:

.. gm|) nar f er komposisjon av gy, ...
; [gm]) nar f posis] g1,

, gmogh.

4,[g], [h]) nar f er primitiv rekursjon over g og h.

For a lette definisjonen av predikatene i neste avsnitt

tilegnes det ogsa tall til I' og A. La I' = C4,...,

Dy,....Dy,n,m > 0. Daer

11 (5.[C1l.
NEG (DJ, .

Slutningsregler:

Aksiom:

Logiske regler:
Strukturelle regler:
Regler for likhet.:

Induksjonsregler:

Regler for assosiativitet:

Projeksjonsfunksjonen:

Regelskjema:

-+ [Cn]) o8
[ D 1)

Cn og A =
=(7)
LAY (), 1L (18)
Cut < (19)
Ref < (20),..., Sym = (23)
NN % 2 > og RN & (25)
AssAdd 2 (26) og Ass Times = <27>
70 = (28)
Faf = (29, 1), Eaf . = (30, (/1)
/0 d@f< L1, free < (32,111),
feomp "< (33, 1)

2. Sa ma det assosieres tall til bevistraer. Dette gjgres ved induksjon over
konstruksjonen av bevistreet. Forst ma det assosieres tall til noder. La

F - 01,...,
Regel I' = A, far de tall

Cn og A = Dl,...

, Dy, Siden hver node er pa formen

([ Regel], [T, [=1,[AT)

Med unntak av Aziom og LL har alle regler i PRA premisser og en

konklusjon. Siden bevissgk 1 PRA foregar rot-forst kodes navnet pa en
regel 1 konklusjons-noden og ikke i premissene. Med kodesystemet fra
punkt 1 pa plass kan det na tildeles tall til treer: hvert tre 7' bestar av
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Figur 7.1: Et tre T med rot r og deltraer T;

en rot r, med assosiert tall r, og et endelig antall ordnede forgjengere
(muligens ingen), som hver er et deltre 7;*. Ved induksjon tildeles treet
tallet

T=(rT,...,T,),

hvor TZ er tallet assosiert med deltre 7;.

3. Definer et predikat 7T'(y) som sier at y koder et bevistre i PRA

Dette gjgres ved a definere predikater for alle slutningsregler i PRA:
az(y) ... fcomp(y) og sette dem sammen til et stgrre predikat. Sekven-
stallet y koder et bevistre hvis y begynner med en slutningsregel og
alle delnoder av y er bevistreer. For a lette lesbarheten brukes kom-
ma istedenfor ngstede parenteser, i trad med Odifreddis [23] notasjon.
Eksempelvis skrives (((a;);)x som (a); k.

For det forste ma alle traer oppfylle egenskapen:

S(y) & Seq(y) A Seq((y)1) Aln((y)i) =4 A Seq((y1,1))

I tillegg defineres en del hjelpepredikater. Predikatet Subseq sjekker
om sekventtallet y er en delmengde av z. Den tar som argument to
sekvenstall, startposisjon og sluttposisjon for delsekventene som skal
sammenlignes. Predikatet Fq sjekker mengdelikhet av to sekventer ved

31 beregningsteori er det vanlig & tegne syntakstraer med rota over premissene. I bevis-
teori tegnes bevistraerne med rota nederst. Jeg holder meg her til tradisjonen i bevisteori
og tegner treerne nedenfra og opp.
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hjelp av Subseq.

Subseq(y,ys,ye, 2,28, z€) & (V1)yscicye(37)zs<icze [(¥)i = (2)4]
Eq(y,ys,ye, z, zs, ze) < Subseq(y, ys,ye, z, zs, ze)
A Subseq(z,zs,ze,y,ys, ye)

{lIn(y) = 1A ((y)1 V(y) =]V

[in(y) =3 A ((y)h = (( 1 =4 A Fun(y)s A Fun(y)s))]V

[(y)1 =3 A (Vi)aci<ingy Fun(y) 1}

primesquare(z) < (Ji)i<zt X 1 = x A prime()]

Var(y) & y > 37 A primesquare(y)

Term(y) < Var(y) V (Seq(y) A Fun(y)i A (Vi)a<i<ing) Term(y);:)

Rel(y) < y > 29 A prime(y)

Atomic(y) < Seq(y) ANn(y) =2 A Rel(y)r A (Vi)i<i<in(y), Term(y)z.i
Det finnes til sammen 29 typer regler i PRA. Predikatene som tester
om et tall koder en regel i PRA er omstendelige a lese. Jeg har tatt med
et eksempel pa en logisk og en ikkelogisk regel her som man kan lese for
a forsta hvordan predikatene fungerer. I tillegg B viser jeg noen flere

typiske tilfeller. De resterende predikatene kan defineres pa tilsvarende
mate. Jeg gir eksempler pa predikater for reglene LA og Ref:

& ([R2],(5,[A],[B],[Ca], -, [Cn1):3, [AT)

((8),(5,([41,5, [B1]), [Ca], -, [Cn1),3, [AT)

LA(y) ©ln(y) =2 AN in(y)y =4 Aln(y)21 = 4N
Y)ia=8)ANW)i222=5AN(Y)2122=(y)1221

~—~

A (y)2,1,2,3 = (9)1,2,2,3 A (y)2,1,2,1 = (y)1,2,1 =1A (y)1,4,1 =2
ANY)2is= Wis=3AIn(y)212=1In(y)2+ IA
EQ(ya ( )1 2,35 ( )1 2,in(y)1,2: Y5 (y)27172747 (y)271727ln(y)2,1,2)/\

ln(y)2 1,4 = ln( )1 4
AN Eq(y, (y)141, (Y)1.4, In(y)14s Y5 (¥)2,1,4.1, (y)2,1,4,ln(y)27174)

Ref ([R2],(5,{29,([a],[a])),[C2],..., [Cnl),3,[AT)

((20), 17,3, TA])
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Ref(y) ©n(y) =2 ANln(y)r =4 N In(y)z21 = 4N
(Y)11 = (20) Aln(y)2,1,22 =2 A (Y)2,1,22,1 = 29A
Term(y)2,1,2,2,2,1 A (y)2,1,2,2,2,1 = (y)2,1,2,2,2,2/\
(Y2120 = W)120 =LA (Y)141=2A (Y)2,13 = (Y)1,3 = 3A
In(y)ea2=1In(y)12+ 1A
Eq(y, (y)1.2.2, (¥)12 dn(y)129 Ys (y)2.1.2,3, (y)2,1,2,ln(y)27172)/\
ln( )2 1,4 = ln(y)1,4
ANEq(y, (Y)1.41,(Y)1.4, n(y)142Ys (y)a1.4.1, (y)2,1,4,ln(y)27174)

Na kan egenskapen “y koder et bevistre 1 PRA” defineres induktivt:

T(y) <Sy) ANAz(y) V-V LA(y)V -V Ref(y) V --- V feomp(y)]
AIn(y) > 1 D (V1)a<i<iny) T ((9):)]-

Funksjonen (y); gir eksponenten til det ¢’te primtallet i primtallsfak-
toriseringen av y. S& (y); < y og man ser at den karakteristiske funk-
sjonen til 7 bruker verdiene fra sine tidligere argumenter. Videre er
T (y) < ¢i(y). Dermed kan den karakteristiske funksjonen til 7 defi-
neres ved skjemaet for bundet verdiforlgprekursjon. Siden alle hjelpe-
funksjonene til T og ci(y) er elementaere, s& er T elementzer.

4. Definer T;. Hvis sekvenstallet y koder et bevistre for N(f(m1,...,m,))
ma (y); veere:

(TR1,(5),3, (6, 3L (TS, ([ ], - [ma]))))

La

R(f,y,my,....,m,) <ln(y) =4ANIn(y)2 =1 A (y)21 =1 A (y)3 = 3A
In((y)s) =2A (y)a1 =2ANIn((y)az) = 2A
(Y)az21 =31 Aln((y)az,2) = 1A
In((y)a2,21) =2 A (Y2210 = [ [N
(Vi)i<icin((aazn2) (¥)a2212i = [mi])

og
7}(y7 77_;‘) <:}R(fv (y)lv 77_%) A T(y) =

T; er elementeer.



Kapittel 8

Induktive funksjoner er
elementaere

I dette kapitlet vises at hvis en funksjon er induktiv, sa er den elementaer. |
kapittel 5 viste jeg at de strengt voksende elementzre funksjonene er indukti-
vel PRA+AddAss, TimesAss. Som nevnt i avsnitt 5.4.1 far jeg dermed ingen
reell avgrensning av de elementare funksjonene. Dette skyldes problemene
med modifisert subtraksjon, beskrevet i avsnitt 5.4.

For en vilkarlig induktiv funksjon f konstrueres en elementaer algoritme
for & beregne f(my,...,m,) for alle argumenter my, ..., m,. Algoritmen kon-
strueres ved hjelp av en teknikk med primtallskoding, definert i kapittel 7.
Hovedtrekkene i beviset gar som fglger: Nar f er induktiv finnes en utledning,
D, av N(f(m1,...,m,)) med hgyde linezr i mq,...,m,. Ved snittelimina-
sjonsteoremet kan D overfgres til en snittfri utledning, D’. En snittfri utled-
ning av N(f(my,...,m,)) kan overfores til en utledning, D", pa normalform
som inneholder en beregning av f(mq,...,m,). Transformasjonene gjores
elementert. Det finnes et elementeert band pa kodetallet for D", nar hgy-
den av utledningen er elementzer i my,..., m,. Bandet brukes sammen med
predikatet som sjekker om et tall koder en utledning av N(f(my,...,m,)),
definert i forrige kapittel, til a finne kodetallet for D”. Nar D" er kodet som et
tall kan beregningen av f(my,...,m,) plukkes ut fra utledningen ved hjelp
av en elementaer algoritme.

8.1 Normalform

I avsnitt 3.3 ble det vist hvordan man kan sette sammen utledninger av
f(ma,...,m,) = k og N(k) til en direkte utledning av N(f(m1,...,m,)).

En slik utledning innebzrer en beregning av uttrykket f(my,...,m,) = k

89
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og man kan bruke den til & plukke ut talltermen k. Slik reglene er i PRA er
det ikke alltid tilfelle at en kan plukke ut en tallterm &, fra en utledning av
N(f(mi,...,my)), nar f(my,...,m,) = k.

Dette skyldes regelen RN:

N(St),N(t),[ = A
N(t),I' = A

I funksjoner som rekurserer over etterfglgerfunksjonen, kan regelen RN

erstatte Fqf. Dette kommer fram av eksemplet under.

N(+500),5(0 4 0) = 50 + 0, N(S(0+ 0)),50 + 0 = 5(0 + 0),0 = 0 + 0, N(0) = N(+500) :;pz
S(0+0)=50+0,N(S(0+0)),50+0=5(0+0),0=0+ 0,N(0) = N(+500) Sy
S0+ 0=5(0+0),N(S(0+0)),0=0+0,N(0) = N(+500)
N(S(0+0)),0=0+0,N(0) = N(+500)
N(0+0),0 =0+ 0,N(0) = N(+500)
0=0+0,N(0),0+0=0= N(+500)
0+ 0=0,N(0) = N(+500)
N(0) = N(+500)
= N(+500)

RAdd

Repl, LW

ym

AddN

Figur 8.1: Utledning som ikke er pa normalform

For & kunne plukke ut den korresponderende talltermen til f(my,...,m,)
fra en utledning, ma den veare pa normalform.

Definisjon 8.1 (Kanonisk form)
1. 0 er pa kanonisk form,
2. hvis t er pa kanonisk form, sa er St pa kanonisk form.

Definisjon 8.2 (Normalform) La [ vere en n-er funksjon. En sniltfri

utledning D av N(f(m1,...,m,)) er pi normalform hvis f(my,...,m,) er
pd kanonisk form eller f(mq,...,m,) =k forekommer i antecedenten hvor k
er pd kanonisk form, nar f(mq,...,m,) = k.

Jeg viser at enhver utledning av et uttrykk av typen N(f(m1,...,m,))
kan overfgres til normalform. Et deltre kalles for en utledning nar det er
opplagt at den kan gjgres om til en utledning som beskrevet i observasjon

5.20.

Teorem 8.3 La D vere en snittfri utledning hvor N(f(t1,...,1,)) er hoved-
formel pd begge sider av sekventpila i toppnoden. Da er f(l1,...,1,) pd kano-
nisk form, eller si kan D overfores til en utledning D', hvor f(t1,...,1,) = k
forekommer i I i toppsekventen, nar f(ti,...,t,) = k. D' har hoyde hoyst
2|D|.
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Bevis. Teorem 8.3 vises ved induksjon over hgyden av D.

Basistilfelle: |D| = 1. Da ma f veere O og D er:

axr

N(O) = N(©)

= N(O)

Her er f(t1,...,1,) pa kanonisk form.
Induksjonshypotese: Pastanden holder for utledninger D; med hgyde n.

Induksjonssteg: Ma vise at pastanden holder for D med hgyde n + 1. Se pa
den gverste regelen R 1 utledningen:

N ) T = A

I'= A
Dy
De eneste reglene hvor N(f(t1,...,1,)) kan veere hovedformel p& ven-
stre side 1 antakelsen er RN og Repl. Hvis R er RN ma f = & med

aritet 1:

N(S(0). N(D.T = A"
N(t),I' = A
Dy

Ved induksjonshypotesen er enten ¢ pa kanonisk form eller sa kan Dy
overfgres til en utledning D}, hvor ¢ = k forekommer i I, for et tall k.
Hvis ¢ er pa kanonisk form er ogsa S(¢) pa kanonisk form ved defini-
sjon 8.1. I det andre tilfellet gir en anvendelse av regelen £qS utsagnet
S(t) = S(k) i antecedenten. Ved definisjon 8.1 er ogsa S(k) pa kanonisk
form. D} har hgyde hgyst 2|Dy:

N(S(1), N(1),S(1) = S(k),t = k,T" = A ‘];“"CN
N(D),S() =S(k),t=kT"= A
N({)7{:%7F/:>A 1
Dy

La R veere Repl med N(f(ty,...,1,)) som hovedformel. La uten tap av
generalitet n = 2:

= [l b), N(la), T = A
— Repl
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Hvis ¢3 er pa kanonisk form er alt greit. I det andre tilfellet kan Dy
overfgres til en utledning D}, hvor ¢3 = g forekommer i I' i toppsekven-
ten hvor ¢ er pa kanonisk form, nar {3 = ¢, ved induksjonshypotesen.

Dj, har hgyde hagyst 2|Dg|. Trans og Repl gir D':

n n i - 7 axr
N(f(t1,t2)),ts = f(t1,12), N(t3), f(t1,t2) = ¢, t3 = ¢, I = A Repl
ts = f(t1,t2), N(t3), f(t1,t2) = ¢, 15 = ¢, ' = A
ls = f(t1,t2),l5 = q, N(13),' = A rans

Nar R er RN eller Repl gis hgyden pa den nye utledningen av likningen:

/o / i def
D'| = Dyl +2 < 2[Do| +2 < 2(|Do| + 1) = 2|D|.

Korrolar 8.4 (Normalisering) La D vere en sniltfri utledning av sekven-
ten = N(f(my,...,m,)). Da kan D overfores til en utledning D' pa normal-
form, med hoyde hoyst 2|D|.

Bevis. Anta at D er en snittfri utledning av = N(f(my,...,m,)). Uten tap
av generalitet la n = 2. Ved teorem 8.3 er f(I,m) pa kanonisk form, eller
sa kan D overfgres til en utledning D', hvor f(I,m) = k forekommer i T" i
toppsekventen, nar f(/,m) = k. Hvis f(I,m) er pa kanonisk form er D pa
normalform allerede. I det andre tilfellet overfgres D til en utledning som per
definisjon er pa normalform. Ved teorem 8.3 har D’ hgyde hgyst 2|D|. O

I kapittel 7 ble predikatet 7; definert, som er slik at 7;(y, my,...,m,) gir 1
hvis y koder en snittfri utledning i PRA av N(f(m4,...,m,)), 0 ellers.
Ved a kreve at i regelen RN

N(Sa),N(a),I'= A
N(a),I'= A

ma termen a veere pa kanonisk form kan man definere et predikat som sjekker
hvorvidt en utledning i PRA er pa normalform.
Jeg trenger fglgende hjelpepredikat

Canonic(y) < Seq(y)A
{in(y) =1 A (y)1 = (0)]Vv
[In(y) > 1A (y) = (1) A (Vi)iSQSln(y) Canonic(y)]}
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Predikatet for RN definert i avsnitt 7.1 byttes ut med RN,y som gir 1
hvis y koder et tre hvor siste regel er RN anvendt pa en term pa kanonisk
form, 0 ellers.

RN (y) eln(y) =2 ANln(y) =4 AN iln(y)aq = 4N
(Y1 =25 Aln(y)ai22=(n(y)i22 =2
A (Y2220 = (W)1,221 = 3LA Term(y)i,2,22,1 A Canonic(y)i2,2,2.1
ANn(y)za222 =2 N (Y)212221 = (1) A(Y)21.2.2221 = (Y)1,2,2201

AY)2r2: =iz =1A (Y141 =2A(Y)213 = (Y)1,3 = 3A
In(y)a1,2 = In(y)2 + 1A

Eq(y, ( )1 2,2, (y)1 2,0n(y)1 20 Y5 (y)2,1,2,3, (y)2,1,2,ln(y)27172)/\
In(y)2,1,4 = In(

y)l 4
/\ Eq(y7 ( )1 4 17 (y)l 4 Z’I'L y)l 49 y? (y)27174717 (y)271747ln(y)2,1,4)

La T, veere T, definert i avsnitt 7.1 med predikatet for snittregelen utelatt
i definisjonen og RN (y) byttet ut med RN,;.

Korrolar 8.5 [til teorem 7.1] Predikatet T,g

Tog (g, m) < RS, (y)1,m) A Top (y)

som er slik at Top(y,m) = 1 hvis y koder en utledning pd normalform av
= N(f(my,...,m,)) i PRA og 0 ellers er elementert.

Bevis. Predikatet 7,5 defineres ved hjelp av T, og R, definert i avsnitt 7.1.
Da folger det at 7,5 er elementaer fra beviset av teorem 7.1. O

8.2 Band pa bevissgk

Her viser jeg at det finnes et elementeert band pa kodetallet for en utledning
av N(f(mi,...,m,)), nar hgyden av utledningen er elementaer i mq, ..., m,.
Dette bandet kan brukes sammen med predikatet som sjekker om et tall
koder en utledning av N(f(my,...,m,)), definert i forrige kapittel, til &
finne kodetallet for utledningen. For a gi et band pa en slik utledning ma
jeg forst vise at det finnes et band pa maksimalt antall formler i bevistre-
et, maks antall symboler i hver formel og et band pa kodetallet til hvert
symbol. En utledning av = f(my,...,m,) = n inneberer en beregning av
uttrykket f(my,...,m,). Derfor vil kun funksjonstermer som inngar i defini-
sjonen av f forekomme i en slik utledning. Hvis f er en voksende funksjon og
f(my,...,m,) = n virker det rimelig at n er det stgrste tallet som produseres
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i beregningen av f(mi,...,m,) og at beregningen krever minst n skritt. Hvis
f ikke er voksende og beregningen av f(mi,...,m,) krever k skritt kan det
vises at det stgrste tallet som forekommer i beregningen er mindre eller lik
max(my,...,my,, k). Intuisjonen bak dette er at definisjonsskjemaene for pri-
mitiv rekursjon krever at funksjonene beregnes ved sakalt streng evaluering.
Det vil si at alle argumenter i et funksjonskall regnes ut for selve funksjonen
beregnes. Eventuelle hjelpefunksjoner som produserer store tall ma dermed
regnes ut. Unntaket er projeksjonsfunksjonen, Z?(my, ..., m,) = m;. Ved & si
at det storste tallet er mindre eller lik max(my, ..., my, k) har man imidlertid
tatt hgyde for dette.

Lemma 8.6 Lavy kode en primitivt rekursiv funksjon f. Alle funksjoner som
inngar 1 definisjonen av f har kodetall mindre eller lik y.

Lemma 8.7 La D veere en utledning av = f(my,...,m,) = n.

1. Formlene i D inneholder kun funksjonstermer som inngar i definisjonen

av f.

2. Det storste tallet som beskrives 1 D er mindre eller lik det maksimale
av argumentene til f og hoyden av utledningen, max(maq, ..., my, |D|).

Bevis. (Bevis av lemma 8.6 og 8.7) Ved induksjon over oppbyggingen av f
med subinduksjon pa rekursjonsargumentet til f. a

Korrolar 8.8 LaD vere en utledning pd normalform av = N(f(m1,...,m,))).

1. Formlene i D inneholder kun funksjonstermer som inngar i definisjonen

av f.

2. Det storste tallet som beskrives i D er mindre eller lik det maksimale
av arqumentene til f og hoyden av utledningen, max(my,...,m,,|D|).

Bevis. En utledning D pa normalform av = N(f(mq,...,m,))) konstrueres
ved & sette sammen en utledning av = f(mq,...,m,) =nog f(my,...,m,)
anvendelser av regelen RN. Dermed vil egenskapene for utledningen av =
f(my,...,m,) = n gitt ved lemma 8.6 og 8.7 ogsa gjelde for D. O

Fra lemmaene og korrolaret over har jeg band pa kodetallene for funksjons-
symboler og talltermer som inngéar i en utledning av = N(f(my,...,m,))).
Dette bruker jeg i beviset av fglgende teorem:

Teorem 8.9 La D vere en utledning pa normalform

D|_PRA :>N(f(m1,..-,mn))a

o(mi,...mn)
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med o € E,r > 3. Da finnes en funksjon o' € E" slik at o'(my,...,m,)
legger el gvre band pa kodetallet til D.

Bevis. Anta at D er en utledning pa normalform som gitt i teorem 8.9.
La uten tap av generalitet n = 2. Jeg viser at man kan finne et band pa
maksimalt antall formler i bevistreet, maks antall symboler i hver formel og
et band pa kodetallet til hvert symbol. Jeg bruker notasjonen introdusert i
avsnitt 2.2.4 hvor utledning av premisset angis med Dy og dybden av D,
angis med d,,.

Ved delformelegenskapen av snittfrie utledninger i PRA inneholder D
kun ikkelogiske slutningsregler nar D er snittfri og I' er tom i konklusjonen.
Siden ingen av de ikkelogiske slutningsreglene i PRA fgrer til forgreninger i
bevistreet gir bandet pa hgyden av treet ogsa et band pa stgrrelsen.

Predikatene i formlene er enten N eller =, det vil si de er enten unaere
eller binagre. Ved lemma 8.7 inneholder formlene i treet kun funksjonstermer
som inngar i definisjonen av f. Det inngar kun et endelig antall funksjoner
i definisjonen av f. Gitt definisjonen av disse funksjonene kan man finne
hvilken som har stgrst aritet, heretter kalt k. Det er ogsa ngdvendig a finne
et band pa dybden til funksjonstermene 1 bevistreet. Den eneste regelen som
gker dybden pa et funksjonsuttrykk er Fqf. Denne kan maksimalt veere brukt
d ganger. Hvis for eksempel siste regel i treet er feomp:

Do
f,m) = h(gi (1 m), ..., gn(l,m) = N(f(I,m)) feomp
= N(f(l,m))

og regelen Fqf er brukt i resten av treet vil hovedformelen i toppnoden in-
neholde en funksjonsterm med dybde d,

GG (Mg(l,m), ... gm(l,m)),...))).
d

En term med dybde d hvor hver funksjonsterm har aritet k inneholder k=141
funksjonssymboler og k¢ konstanter. Hvis man gir hver formel fglgende tak
pa antall symboler,

1 predikat +
2 funksjonstermer x (k? konstanter 4 (k*~' 4 1) funksjonssymboler)
< 1+ Q(ka(l,m) + (kcr(l,m) + 1))7

far man et elementaert band pa antall symboler i hver formel i treet med god
margin.
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Hver ikkelogisk slutningsregel legger maksimalt til en atomeer formel 1 I,
sa antall formler i I er mindre eller lik antall skritt i treet. Dermed far man
fglgende band pa antall symboler 1 bevistreet:

o(l,m) x (1+ Q(k”(l’m) + (k‘“(l’m) +1)))

< o(l,m)(4k"™ 4 3).
Jeg trenger ogsa et band pa kodetallet for hver formel. Ved lemma 8.7 er det
stgrste tallet som beskrives i D mindre eller lik det maksimale av argumen-
tene til f og hgyden av utledningen, max(/,m,|D|). La p kode termen som

korresponderer til det stgrste tallet. Det hgyeste kodetallet en formel kan ha
blir da:

[=1+2(pk" + [STK" + 111
<29 + 2(pk” ™ 4 [ F1E70™ 1T f]).

Kodetallet for D er mindre eller lik antall symboler ganget med maksimalt
kodetall pa en formel, det vil si:

o'(1,m) =(a(l,m)(4k7 ™ 4 3))x
(29 +2(pk7C™) + TfTR7E + 111)

Funksjonen ¢’ er komponert over elementaere funksjoner og o som er i £, sa
o' eri&". O

8.3 Algoritme for & beregne induktive
funksjoner

Fra lemmaene over og resultater beskrevet tidligere i oppgaven fglger hoved-
resultatet 1 dette kapitlet:

Teorem 8.10 Huis [ er induktiv i PRA, sa er f elementer.

Bevis. Anta f er induktiv. Da finnes en utledning D i PRA med fast snitt-
kompleksitet & og en funksjon o slik at:

= N(f(my,...,m,))

hvor o er lineser i mq,...,m,.
Ved snitteliminasjonsteoremet 2.42 finnes en snittfri utledning 7', slik at

|D'| < J¥(|D|) < 2*(o(my,...,my,)). Funksjonen 3%(n) (definisjon 2.24) gir
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a(m) =if Canonic((Up(m))1.4.2.21)
then [((Us(m))1,4,2.2,1)]

else B(y(m),Us(m))

In((x)2)
Bz, y) = Ez if ()20 =29A ()22 =(y)1,4221 A Canonic((x)q,3)

then [(x)a,3]
else 0

0(Sy,x) =exp(0(y, ), p2)

Figur 8.2: Definisjon av funksjonen «

et tarn av toere, hvor eksponensieringen gjgres den “vrange veien”. Ved lem-
ma 2.28 er J*(o(my,...,m,)) € £2. Ved korrolar 8.4 finnes en utledning D"
pa normalform, slik at |D”| < 2|D'| < 2 x J*(o(my,...,m,)). Siden multi-
plikasjonsfunksjonen ogsé er elementaer far jeg at |D”| er begrenset av en ele-
mentar funksjon. Ved lemma 8.9 finnes en funksjon o’ slik at o’(my,...,m,)
legger et gvre band pa kodetallet for D”. De elementere funksjonene er lukket
under bundet minimalisering. Videre er predikatet 7,z elementaert ved kor-
rolar 8.5. Dermed fglger det at folgende funksjon, som returnerer kodetallet
for en snittfri utledning pa normalform i PRA, er i £:

Ur(m) = pB<or (i) Tag (y,m) = 1]

La k = Us(m). Siden k koder en utledning i PRA pa normalform, er
enten f(mq,...,m,) en term pa kanonisk form, eller sa inneholder antece-
denten i toppsekventen termen f(mq,...,m,) = n, for en tallterm n. Dermed
kan f(my,...,m,) plukkes ut fra k& av den elementere funksjonen «, se fi-
gur 8.2. Den sjekker om f(mq,...,m,) er pa kanonisk form i en utledning
av N(f(my,...,m,)). I sa fall returnerer den f(mq,...,m,). Ellers leter den
etter en term pa formen f(my,...,m,) = n il i toppnoden og returnerer
n. Hjelpefunksjonen (3 leter etter en term pa formen f(mq,...,m,) = n, i
en liste av termer kodet som et sekvenstall. v(1) finner toppnoden i U;(m).
Funksjonen §(m) gir hgyden til U (), nar den er begrenset av o’(m). Funk-
sjonen O(k,x) = (z)s,. 2. Det vil si den plukker ut elementet med koordinat
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2,2,2, ..., k ganger, fra sekvenstallet z. Funksjonen p,, definert 1 avsnitt 2.1.2
gir det n’te primtallet.

Funksjonen a er definert ved komposisjon over elementaere funksjoner,
predikater og bundet produkt, sa a er elementeer.

Alle operasjonene beskrevet over er elementare. Dermed har jeg en ele-
menter algoritme for & beregne f(my,...,m,) nar f er induktiv. a

Korrolar 8.11 (Korrolar til pastand 5.10 og teorem 8.10) La [ vere
definert ved primitiv rekursjon over g og h:

f(y,0) = g(y)
[y, Sz) = h(y, [(y,z))

La g vere en av initialfunksjonene O, S eller I7. La h vere assosiativ og la
bevissystemet inneholde folgende regel:

h(h(a,b),c) = h(a,h(b,c)),I' = A
I'= A

La H vere et induktivt predikal for h
H(z) = G(z) AVy(Gly) D G(h(z,y))

Ass;,

Da er F' elementcer.

Bevis. La funksjonen f veere gitt som i korrolaret over. Ved pastand 5.10 er

f induktiv i PRA 4 Assy. Ved teorem 8.10 er f elementaer. O



Kapittel 9

Snittsgk integrert 1 en automatisk
teorembeviser

I kapitler 5 og 6 gis en strategi for a sgke etter snittformler i utledninger
av utsagn om elementere funksjoner. Jeg har implementert strategien i det
funksjonelle programmeringsspraket Haskell. Programmet er integrert i en
utvidet versjon av den automatiske teorembeviseren PESCA | kalt PESCA*.
PESCA—A Proof Editor for Sequent Calculus er en interaktiv teorembe-
viser med mulighet for automatisk bevissgk. Den er laget av Aarne Ranta
som et supplement til boka Structural Proof Theory [22]. Boka inneholder en
grundigere innfgring i bruk av teorembeviseren.

I dette kapitlet gir jeg en oversikt over hvordan PESCA* er endret i for-
hold til den opprinnelige teorembeviseren for at den skal kunne gi stgtte for
snittsgk. Jeg presenterer ogsa programmet findpred som sgker etter snitt-
formler for elementaere strengt voksende funksjoner. Videre gir jeg eksempel
pa en sesjon hvor denne muligheten benyttes i PESCA*.

9.1 Valg av programmeringssprak

Teorembeviseren PESCA er skrevet i Haskell og jeg har holdt meg til det
samme spraket for alle nye underfunksjoner. Da kunne jeg ogsa benytte meg
av det samme rammeverket for representasjon og parsing av formler.
Haskell er et rent, statisk typet og ikke-strengt (eng. non-strict) funksjo-
nelt programmeringssprak [27]. Det er oppkalt etter matematikeren Haskell
Brooks Curry (1900-1982) som sammen med Alonzo Church la mye av det
teoretiske grunnlaget for funksjonelle sprak [11]. Funksjonelle programme-
ringssprak kjennetegnes ved at de har hgyere ordens funksjoner. Siden Has-
kell er et rent sprak sa bestar det i praksis kun av A-kalkyle pluss syntaktisk

99
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sukker.

Haskell kalles et rent funksjonelt sprak fordi det ikke har noen observer-
bare sideeffekter [35], som for eksempel tilordninger. Haskell inneholder en
slutningsmekansime for typer som innebarer av typen til variable og uttrykk
er kjent for kjoring. Dette kalles statisk typing. Ikke-streng evaluering er en
mellomting mellom streng og lat evaluering [36]. Lat evaluering innebeerer
at argumenter til en funksjon fgrst evalueres nar det er bruk for dem, mens
streng evaluering innebaerer at alle argumenter i et funksjonskall beregnes fgr
funksjonen anvendes pa dem.

Haskell har mye til felles med det funksjonelle programmeringsspraket ML
(Meta Language) som ble utformet med det formal & implementere teorem-
bevisere. En av de mer kjente sakalte taktiske teorembeviserene, Isabelle, er

skrevet i ML.

9.2 PESCA*- en interaktiv teorembeviser

PESCA fungerer bade som en bevis-editor og en automatisk teorembeviser.
Jeg har blant annet utvidet PESCA med strukturelle regler. I den utvidede
versjonen PESCA* kan bruker velge & la teorembeviseren sgke etter snitt-
formler i en utledning. Her gir jeg en oversikt hvilke endringer som er gjort
for at PESCA* skal gi stgtte for snittsgk. PESCA utgjor 1427 linjer kildekode
fordelt pa ni moduler. PESCA* er pa 2253 linjer kildekode. I tillegg til de nye
linjene med kildekode er omtrent 100 linjer endret 1 PESCA* i forhold til PES-
CA'. PESCA* har to nye moduler. Modulen CutAlgorithm.hs inneholder
programmet findpred som sgker etter snittformler. Modulen GenLproof .hs
inneholder et program som kan generere utledninger i PESCA* direkte og
skrive dem til en BTEX-fil, uten & ga veien om en sesjon i PESCA*.

9.2.1 Tillegg av strukturelle regler

Brukeren av PESCA kan velge mellom ulike intuisjonistiske og klassiske kal-
kyler som kan utvides med ikkelogiske regler. Felles for kalkylene som be-
handles 1 PESCA er at reglene er utformet pa en mate som gjor at premisset
er bestemt nar konklusjonen og regelen er gitt. Dette kalles topp-ned de-
terminisme. Kalkylene har delt kontekst og de inneholder ikke strukturelle
regler, slik som svekking og snitt. Jeg bruker en kalkyle (G3c+Cut) som in-
neholder snitt. Poenget 1 oppgaven er nettopp a vise at man kan oppna korte

"Dette tallet er kommet fram ved & kjgre diff pa de to katalogene, telle antall ! i diff
og dele pa 2. Kommandoen diff sammenligner to og to filer og viser endringer ved & sette
! foran en linje som er endret.
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utledninger av visse utsagn, ved a introdusere snitt. Jeg har derfor lagt til
Clut-regelen.

En logisk regel i PESCA er en funksjon som tar en konklusjon-sekvent
som sitt argument og returnerer enten en liste av premisser eller ingenting.
Strukturelle regler som Cut-regelen er av en annen type i Haskell-forstand
enn logiske regler, fordi de i tillegg tar en formel som argument. Dette kan
handteres pa flere mater. Jeg valgte a legge til to varianter av Cut-regelen.
En av samme type som de logiske reglene. Dette for a fa med Cut-regelen i
lista over mulige regler som bruker kan velge mellom. I tillegg er det lagt til
en Cut-regel som tar en formel som argument. Det er denne som til syvende
og sist brukes nar Cut-regelen skal implementeres i en utledning. Med denne
lgsningen blir Cul-regelen behandlet som et spesialtilfelle alle steder hvor
regler anvendes.

Som nevnt innledningsvis kan utledninger i sekventkalkyle raskt ta stor
plass og egner seg darlig for gjengiving i Ad-format. Nar man skriver en
utledning for hand kan dette problemet lgses ved a la I' representere passive
formler i antecedenten. For a kunne generere utledninger i PESCA* som far
plass pa Ad-ark har jeg lagt til regelen for venstre-svekking, LW. Den er
med andre ord tatt med kun av plasshensyn. Dette er uproblematisk siden
teorem 2.35 gir at LW-regler kan elimineres fra en utledning uten at dette
far konsekvenser for hgyden.

9.2.2 Utvidelse med ikkelogiske regler

Som beskrevet i kapittel 3 har Negri og von Plato [22] utviklet en metode
for a utvide kalkyler med ikkelogiske regler. De viser at en klassisk teori
som aksiomatiseres av universal-aksiomer (avsnitt 3.1) kan overfgres til et
regel-system med full snitt-eliminasjon.

PESCA* gjgr aksiomer om til ikkelogiske slutningsregler i trad med meto-
den til Negri og von Plato. Reglene skrives til fil pa BTEX-format. Tillegg C
inneholder TEX-varianten av aksiomfila, figur 9.1, som brukes i kjoreek-
semplet presentert her.

Reglene for likhet, Ref og Repl, definert i avsnitt 3.2 er med i PESCA,
men fungerte ikke pa utgivelsestidspunktet. Begge disse er med i PRA, sa
jeg matte implementere dem 1 PESCA*.

I PESCA behandles sekventer som par av multimengder av formler. Det
vil si lister med multiplisitet men hvor rekkefglgen ikke spiller noen rolle.
Siden reglene er definert slik at formlene lengst til venstre i sekventen er de
aktive ma derfor bruker ideelt sett kunne velge mellom alle mulige permuta-
sjoner av sekventene.

I PESCA vises kun tilgjengelige regler hvor fgrste formel i en sekvent
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byttes ut. I regler hvor to eller flere, si n, formler er aktive i I' ma imidlertid
bruker kunne velge mellom flere permutasjoner. Problemet er at hvis I' er
stor kan det fort bli veldig mange, antall permutasjoner av n = n!. I praksis
vil det innga maksimum to formler i en regel. Jeg har derfor endret PESCA*
slik at den viser regler med permutasjoner pa de to fgrste plassene i I'.

For a fa PESCA* til & lese aksiomer med prefiks-notasjon for funksjoner
og predikater matte jeg endre parseren for aksiomfilene og lesing av input
fra bruker. Parseren fglger metoden for kombinator-parsing 1 Haskell som ble
introdusert av Hutton og Meijer [12]. Med disse endringene kan jeg legge til
aksiomer av typen vist 1 figur 9.1.

9.2.3 Integrering av snittsgk — funksjonen findpred

Algoritmen beskrevet i avsnitt 4 er integrert som en opsjon i PESCA*. Strengt
tatt kan ikke PESCA* foreta et automatisk sgk etter en utledning med snitt.
Bruker ma oppgi hvilke regler som skal introduseres nar, men PESCA* finner
snittformlene.

Den automatiske bevissgk-metoden 1 PESCA gar ut pa a erstatte mal-
sekventen av den fgrste utledningen som finnes ved et rekursivt forsgk pa a
applisere alle regler maksimalt et gitt antall ganger. Dette er en sveert enkel
spkemetode som sjelden fgrer fram i predikatlogikk med instansieringer.

For at PESCA* selv skal sgke etter utledninger i sekventkalkyle med snitt,
ma en mer avansert sgkestrategi legges til. Isabelle er en sakalt taktisk teorem-
beviser hvor man i stgrre grad har mulighet for & spesialisere sgkestrategier.
Taktiske teorembevisere gjgr en form for halvautomatisert bevissgk, hvor
teorembeviseren kan sgke ut i fra en spesialsydd taktikk.

Figur 6.9 gir en algoritme for a sgke etter utledninger med snitt av ut-
sagn pa formen = N(f(my,...,my)), nar f navngir en strengt voksende
elementear funksjon. Med litt jobb kan denne algoritmen trolig skrives som
en taktikk i en mer avansert teorembeviser enn PESCA*.

Programmet findpred tar et funksjonsnavn, en assosiasjonsliste av funk-
sjoner og en aksiomfil. Programmet har en semantisk begrensning: Hvis funk-
sjonen f er definert ved primitiv rekursjon over en funksjon g ma systemet
inneholde aksiomer for assosiativitet av h. For gvrig genereres snittformlene
ut 1 fra syntaktiske kriterier og har lik syntaktisk form. Snittformlene er bygd
opp av induktive predikater, se definisjon 4.1. Det vil si hvis P er et induktivt
predikat, sa er snittformelen P(0) A Vz(P(z) D P(Sz)).

Assosiasjonslista er indeksert pa navnene til funksjonene, “0”, “S”, “4”
og sa videre. Til hvert navn hgrer en liste over navnene pa aksiomer om
funksjonene som finnes i teorien representert ved en aksiomfil.
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IINull 0C(a) = 0
11122 I22 ab=05=»
NNAdd +0b=1»
RRAdd + (S a)b

AAssAdd +a (+bc)
NNTimes * 0b =20
RRTimes

AAssTimes a (xbc)==x%x(xab)c

Figur 9.1: Utdrag fra aksiomfila

Aksiomfila bestar av aksiomene gitt i avsnitt 3.2, definerende likninger for
en del elementare funksjoner og aksiomer om assosiativitet av addisjon og
multiplikasjon. Det finnes uendelig mange elementare funksjoner, sa en liste
av aksiomer kan bare besta av en endelig delmengde av dem. Det naturlige
er & ha med de funksjonene som inngar 1 definisjonen av den funksjonen
man vil finne predikatet for. Er det funksjonen x ma man for eksempel ha
med definerenede likninger for 4+ og et aksiom om assosiativitet av addisjon.
Aksiomene skrives som vist 1 figur 9.1.

Forste bokstav i navnet forteller hvilken type aksiom det dreier seg om?.
Det finnes syv typer; initialfunksjon, funksjon definert ved komposisjon, ved
skjema for primitiv rekursjon (basistilfelle og rekursjonstilfelle), ved skjema
for bundet sum og produkt og aksiomer for assosiativitet.

Slik funksjonen findpred er definert gir den kun en delvis implementasjon
av algoritmen for a sgke etter snitt. For det ene tar den kun funksjoner
med aritet mindre eller lik 2. For det andre er den definert for funksjoner
komponert ved bundet produkt, men ikke bundet sum. Den kan generaliseres
til & ta alle typer elementare funksjoner. Dette er forst og fremst snakk om en
del programmeringsarbeid og jeg har valgt ikke & bruke tid pa det. Poenget
er a illustrere at algoritmen beskrevet 1 oppgaven kan defineres ved hjelp av
et funksjonelt program.

Funksjonen findpred sjekker forst om en funksjon f identifisert ved en
streng er en primitivt rekursiv initialfunksjon. I sa fall tildeles dets respektive
predikat gitt i avsnitt 5.1. Hvis f ikke er en initialfunksjon sjekker findpred
om den er definert ved henholdsvis skjemaet for komposisjon, primitiv rekur-
sjon eller bundet produkt. For hvert av tilfellene kalles underfunksjoner.

Underfunksjonene er direkte realiseringer av framgangsmatene beskre-
vet i henholdsvis avsnitt 5.3 (rekursjon), avsnitt 5.2 (komposisjon) og 5.3.1

?Egenskaper ved parseren gjgr at typeidentifikatoren gjentas to ganger.
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(bundet produkt) for & tildele predikater til funksjoner definert ved de ulike
skjemaene. Anta for eksempel at f er en binzr funksjon definert ved skjema
for primitiv rekursjon. Da kalles Haskell-funksjonen rec. Ved pastand 5.10
er f induktiv hvis h er assosiativ og induktiv. Funksjonen rec sjekker om
h er assosiativ. | sa fall gjgres et rekursivt kall pa findpred for a tildele et
predikat H til . Dersom det lykkes a tildele et predikat til A far f et flatt
predikat, se definisjon 5.9, pa formen:

F(z) = H(z) AVy(H(y) > H(/(y,2))),

ellers returneres ingenting og bruker far beskjed om at forsgket mislykkes.
Her er eksempler pa resultatet av a kalle findpred med elementare funk-
sjoner definert ved henholdsvis komposisjon, primitiv rekursjon og bundet
produkt. Kursiv viser input fra bruker. Eksemplet vises kalt med en pritty-
print-funksjon for lesbarhetens skyld. Argument fra bruker skrives i kursiv.

CutAlgorithm> prPred(findpred "SP" funalist pra_azioms)
"S = N(x)&N(SP x)"

CutAlgorithm> prPred(findpred "*" funalist pra_azioms)
"T = A(x)&(/Ay) (A(y)->A(*kxy) )"

CutAlgorithm> prPred(findpred "PiSP" funalist pra_azioms)
"P = S[T] (x)&T(PiSP x)"

For & la bruker be PESCA* sgke etter snitt trengtes noe 1/O-handtering
som er lagt inn i hovedfunksjonen editProofs.

9.2.4 Eksempel pa en sesjon i PESCA*

PESCA* har et grensesnitt for kommunikasjon med bruker. Nar man starter
PESCA* ser man promptet |-. En sesjon i PESCA* foregar i en omgivelse
som endres som en funksjon av kommandoene fra bruker. Omgivelsen bestar
av den gjeldende kalkylen og en gjeldende utledning. I starten er den intui-
sjonistiske predikatkalkylen G3i gjeldende kalkyle og malet er den tomme
sekventen =.

|- ¢ G3¢c + Geq + GStruct + GEzp

endrer gjeldende kalkyle til den logiske delen av PRA. Siden en kalkyle kun

er en mengde av regler kan de legges sammen ved operatoren +.

|- = numbers2
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leser aksiomfila numbers?2, parser den til regler, legger reglene til gjeldende

kalkyle og skriver reglene til en fil, se appendiks C.
Man legger til et nytt mal med kommandoen n etterfulgt av sekventen
skrevet i ASCIT.

- n => N(+ SO $50)

PESCA* svarer med et nytt bevistre. Forel@pig er konklusjonen det eneste
delmalet i treet. Kommandoen s viser alle apne delmal. Kommandoen a viser
tllgjengellge regler for et gitt delmal. Forelgpig er I' tom sa det vises bare
én versjon av hver regel. Merk at siden bevistreet kun inneholder en atomeer
formel er kun 1kkeloglske regler og Cut tilgjengelig. Aksiomfila inneholder en
god del aksiomer, sa jeg viser bare et utdrag av dem her:

|- a 1

al

r 1 A0 S1 Ref -- => N(+ SO SS0)
r 1 A0 S1 Cut -- => N(+ SO SS0)
r 1 A0 S1 RExp -- => N(+ SO SS0)
r 1 A0 S1 RNF -- => N(+ SO SS0)
r 1 A0 S1 NN -- => N(+ SO SS0)

Kommandoen r star for refine. Ved a velge en av reglene brytes gjeldende
delmal ned i ett eller flere nye delmal. Nar jeg velger snittregelen far jeg valget
a oppgi snittformel eller a la PESCA™ sgke for meg. Hvis det aktuelle malet for
bevisspket er pa formen I' = N(f(m)) vil funksjonen findpred kalles. Ellers
gir PESCA* beskjed om at malsekventen ikke er av riktig type. Hvis sgket
lykkes skrives et nytt bevistre ut pa skjermen hvor Cut-regelen er applisert
pa den aktuelle snittformelen. Ved teorem 5.13 er en funksjon f induktiv
hvis den er elementzr og strengt voksende. Algoritmen lykkes alltid nar f
navngir en strengt voksende elementzer funksjon, sa framt de ngdvendige
aksiomene er inkludert i aksiomfila og med forbehold om de begrensninger

ved algoritmen som beskrives i avsnitt 4.
Jeg velger regelen Cut og ber PESCA* om a finne en snittformel:

|- » 1 40 S1 Cut

r 1 A0 S1 Cut

Provide a cut formula or type s
to let pesca* search for you: s
s

=> A(0) & (/Ay)(A(y) -> A(Sy)) A(0) & (/Ay)(A(y) -> A(Sy)) => N(+ SO Ss0)

=> N(+ SO SS0)

PESCA* finner predikatet for addisjon og konstruerer en snittformel som
settes inn 1 bevistreet. Cul-regelen fgrer til forgrening i bevistreet, som na
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har to nye delmal. Venstre grein vil tilsvare utledningen av at predikatet A
er induktivt 1 figurer A.1, A.1 og A.3: Jeg velger a ga videre med hgyre grein:

|- » 12 41 S1 L&
A(0), (/Ay)(A(y) -> A(Sy)) => N(+ SO SsS0)

=> N(+ SO SS0)

|- » 121 42 S1 L/4
r 121 A2 S1 L/A

A(t) -> A(St), (/Ay)(A(y) -> A(Sy)), A(0) => N(+ SO SS0)

=> N(+ SO SS0)
Parameters t

I siste regel introduseres et parameter t som jeg instansierer med 0 ved
fglgende kommando:

[- 4 to0
ito
AC0) -> A(S0), (/Ay)(A(y) -> A(Sy)), A(0) => N(+ SO SS0)

=> N(+ SO SS0)

|- » 1211 41 S1 L->
r 1211 A1 S1 L->

(/Ay) (A(y) -> A(Sy)), A(0) => N(+ SO SS0), A(0)
A(s0), (/ay)(A(y) -> A(Sy)), A(0) => N(+ SO SS0)

=> N(+ SO SS0)
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For a fa plass ma greinene etterhvert skrives oppa hverandre. Merk at den
venstre greina na har samme formel pa begge sider av sekventpila. Na kan
regelen ax brukes til a lukke denne greina:

|- » 12111 41 S1 az
r 12111 A1 S1 ax

(/Ay) (A(y) -> A(Sy)), A(0) => N(+ SO SS0), A(0)
A(s0), (/Ay)(a(y) -> A(Sy)), A(0) => N(+ SO SS0)

=> N(+ SO SS0)

Hgyre grein inneholder formelen A(S0). Alle predikater P har en normal-
form P, der definisjonen ikke inneholder noen andre predikater enn N, se
avsnitt 5.3. PRA inneholder ingen regler for likhet mellom predikater, sa
i utledningene ma alle predikatene vaere pa normalform. Problemet er at
treerne etterhvert ikke vil fa plass pa skjermen. A(0) er metanotasjon for

N(0) AVy(N(y) D N(+0y).

Pa dette punktet i utledningen er det ngdvendig a skrive predikatet helt
ut. Jeg har lagt til metareglene LExp og RFzxp som ekspanderer det aktive
predikatet til normalform. Disse reglene er ikke en del av kalkylen. I en reell
utledning vil predikatene veere pa normalform fra start.

|- » 12112 41 S1 LE=zp
r 12112 A1 S1 LExp

N(S0)&(/Ay) (N(y) -> N(+SO y)), (/Ay)(A(y) -> A(Sy)), A(0) => N(+ SO SS0)

(/ay) (A(y) -> A(Sy)), A(0) => N(+ S0 SS0), A(0)
A(S0), (/ay)(A(y) -> A(Sy)), A(0) => N(+ SO SsS0)

=> N(+ SO SS0)

Jeg viser ikke resten av sesjonen. En BTEX-utskrift av den endelige utlednin-
gen av hgyregreina vises i figur 9.2.
Kildekoden for PESCA* ligger pa http://folk.uio.no/gyrdb/.
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cT

((z9)v C(2)v)(zA)B(0)V <=

o (0550S+H) N
5y (08505 HN = ((#9)v € (2)v) (2A)3(0)V
ot (0550S+H)N < (0)V ‘((z8)yV C (2)y)(zA)
(0550SH)N < (0)V ‘((z9)v C (2)y)(zp) (08)V C (0)V
(0550S+H)N <= (0)V ((z8)v C (2)v)(zp) (08)V  (0)V (0550SH)N <= (0)V ‘((z5)v C (z)v)(zA)

dxnyy
€6 3L

o

'y = anbug

Figur 9.2: Addisjon med snitt
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o (0ss0sH)N = (0)y ‘((=5)v C (2)v)(=A) (08)V
g 08S0SHIN < (0)v '((29)y C (2)v)(=A) ((fos+)N C (F)N)(AA)3(0S)N
5y (0SSOSHIN = ((fosH)N C (AN)(AA)3(05) N
ar (05505 +)N < ((fos+)N C (A)N)(FA) (0S)N
(0ss0s+)N <= (05)N ‘(0sS)N ‘((fos+)N C (A)N) (A

AT

c7

A
A v
AfmniZﬂSa?mv:gnizﬁ v xifomizmammvz
(0s505+)N < (05)N ‘(05S)N ((fos+)N C (A)N)(AA) ‘(05S0S+IN  (0SS)N (05505 +H)N < (0S)N (0sS)N ‘((fos+)N C (F)N)(AA)

D o

Figur 9.3: Addisjon med snitt: Hgyre side



Kapittel 10

Diskusjon

I dette kapitlet tar jeg opp et spgrsmal som har kommet opp under presen-
tasjoner av arbeidet med induktive predikater pa logikkseminaret til UiO og
i et foredrag pa SINTEF. I avsnitt 10.2 forsgker jeg a knytte nyere relatert
arbeid til teorien rundt induktive predikater. Til slutt peker jeg pa en mulig
retning for videre arbeid.

10.1 Kan predikatene brukes pa ikke-trivielle
spgrsmal?

Et spgrsmal som har blitt stilt ved ulike anledninger under presentasjoner av
arbeidet med induktive predikater, er om de kan brukes til & korte ned bevis
for ikke-trivielle pastander. Her er et eksempel sendt meg av professor Stal
Aandera: Definer et utsagn A(¢,z,y) der ¢ er en term som er et navn pa et
stort tall, x og y er tall. A(t,z,y) er sant dersom ¢ = mod(z,y). Med andre
ord: z er resten nar ¢ deles med y. I de tilfelle at dette utsagnet er sant, kan
da snitt vesentlig forkorte beviset for at det er sant?

Svaret pa dette eksemplet er sa vidt jeg kan se negativt. Det gjelder ogsa i
det generelle tilfellet for problemer av typen skissert over. A(¢, z, y) kan over-
settes til ¢ = mod(x,y). Denne pastanden kan beskrives av en karakteristisk
funksjon med verdiomrade {0,1}. Dersom pastanden er gyldig gir komplett-
hetsteoremet (teorem 2.45) at (¢t = mod(x,y)) = 1 er utledbart, men det vil
ikke finnes en kort utledning av uttrykket. I beste fall kan man finne en kort
utledning av utsagnet N((¢ = mod(m,n))), for alle ¢t,m,n. Siden utsagnet
t = mod(m,n) har verdi 0 eller 1 vil pastanden alltid veere sann, men det er
jo ikke sa veldig interessant. Poenget er nettopp at man ikke trenger a vite
om uttrykket har verdi 0 eller 1, bare at det er et tall.

110
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10.2 Relatert arbeid

Leivant [18] og Bellantoni og Cook [1| har kommet fram til rekursjonsteo-
retiske beskrivelser av de lavere kompleksitetsklassene etter rent syntaktiske
kriterier. Dermed kan de kontrollere vekstraten til en funksjon uten a intro-
dusere eksplisitte band. Et problem med Grzegorczyks originale hierarki er at
hver klasse blant annet er kjennetegnet ved at funksjonene i den majoriseres
av en bestemt funksjon. Videre er klassene lukket under begrenset rekursjon.
Dette gir en semantisk begrensing pa hver klasse.

Bellantoni og Cook innfgrer det de kaller safe recursion hvor det skilles
mellom normale og sikre (safe) argumenter. Normale argumenter betraktes
som kjent, mens sikre verdier oppnas ved rekursjon. Sikre argumentposisjoner
beskrives som posisjoner hvor man kan substituere inn store verdier uten a
gke stgrrelsen pa resultatet av funksjonen dramatisk. Bellantoni og Cook
definerer en klasse av funksjoner B hvor det ikke er tillatt a substituere
rekursive termer inn i en posisjon som tidligere har vaert brukt til en rekursiv
definisjon. De viser at funksjonene beregnbare i polynomiell tid er ngyaktig
de funksjonene i B som kun har normale argumenter.

Leivant innfgrer en alternativ mate a definere tryge rekursjon som han
kaller lagdelt rekursjon. Han gir et rekursjonsskjema med to rekursjonsnivaer
som skal sikre at rekursjonsargumentet til en funksjon er pa et hgyere niva
enn dens resultat. Leivant viser at en funksjon kan defineres ved lagdelt re-
kursjon hvis og bare hvis den er beregnbar i PTIME. Videre oppnar han en
klassifisering av de primitivt rekursive funksjonene som skiller mellom poly-
nomiell og eksponensiell vekst av funksjoner og er identisk med Grzegorczyks
hierarki fra de elementzre funksjonene og oppover. Leivant har ogsa overfgrt
ideene til en teori for aritmetikk [19]. Ved hjelp av disse idéene gir han be-
visteoretiske karakteristikker av PTIME og de lavere Grzegorczyk-klassene,
&% og &3,

Ostrin og Wainer [25] har nylig gitt en bevisteoretisk karakteristikk av de
elementaere funksjonene. Arbeidet deres er inspirert av skillet mellom sikre
og normale variable, men de bruker andre metoder enn Leivant. Ostrin og
Wainer bruker snitteliminasjon for a komme fram til sitt resultat. Deres me-
tode likner mer pa arbeidet til Jervell og Zhang [15], som denne oppgaven
bygger videre pa. En viktig forskjell er at bade Leivant og Ostrin og Wainer
bruker teorier som inneholder induksjonsaksiomet noe Jervell og Zhang ikke
gjor.

Jervell og Zhang [15] har forsgkt & gi en bevisteoretisk karakteristikk av
de elementeare funksjonene ved hjelp av snitt. Malet er a vise at man kan
finne korte bevis for at en funksjon f terminerer ved hjelp av snitt hvis og
bare hvis f er elementzr. Deres arbeid bygger videre pa eksempler fra O-
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revkov [24] og Zhang [34] pa bevis med snitt for at eksponensialfunksjonen
er veldefinert. Seres [31] gir et liknende eksempel hvor snittformlene minner
om induksjonshypoteser. Holden [10] generaliserte idéene til & gi en bevisteo-
retisk karakteristikk av alle de elementere funksjonene, men systemet hun
bruker er ikke vanlig predikatlogikk. For & simulere induksjon introduserer
hun formler med uendelige konnektiver. Jervell og Zhang har villet gjgre noe
liknende 1 en klassisk logikk uten induksjonsaksiomer. De gir blant annet
strategier for a konstruere snittformler for elementaere funksjoner definert
ved komposisjon og skjemaene for bundet sum og produkt.

Jervell og Zhang sammelikner sine induksjonsvariable med de normale
variablene til Bellantoni og Cook [1]. Slik jeg ser det er det ingen direkte
sammenheng mellom induktive predikater og Bellantoni og Cooks system for
trygg rekursjon. De to metodene beskriver ulike kompleksitetsklasser. Jeg har
vist at induktive predikater beskriver strengt voksende elementere funksjo-
ner 1 tallteorien PRA+ AddAss, TimesAss, mens Bellantoni og Cooks klasse
B beskriver funksjonene i PTIMFE. Eksponensialfunksjonen er med andre
ord ikke mulig & definere ved hjelp av skjemaet for trygg rekursjon. I systemet
mitt fglger jeg de vanlige definisjonsskjemaene for primitiv rekursjon hvor re-
kursjonsargumentet og det rekursive kallet begge alltid er pa argumentplassen
lengst til hgyre. For a vise at multiplikasjon- og eksponensialfunksjonen er
induktive ma jeg ha med aksiomer om assosiativitet av addisjon og multipli-
kasjon, se avsnitt 5.3. Det er ikke tillatt a substituere inn rekursive termer
pa plasser som har veert brukt til en tidligere definisjon ved rekursjon i klas-
sen B. Bellantoni og Cooks system rekurserer over binzr notasjon, det vil si
bit-strenger, istedenfor tall.

De induktive predikatene kan kanskje sammenliknes med Leivants nivaer
[18], som minner om, men ikke er det samme som, trygg rekursjon. Ved a
definere funksjonen x slik at det rekursive kallet ikke er pa plassen til rekur-
sjonsargumentet 1 pluss, kan man vise at x er pa niva N, men da klarer man
ikke & vise at eksponensialfunksjonen er induktiv. Legger man til assosiativi-
tet eller kommutativitet av multiplikasjon kan man vise at x ogsa er i nivaet
over, A, og da kan man ogsa vise at eksponensialfunksjonen er pa niva A.

10.3 Videre arbeid

Et opplagt spgrsmal a jobbe videre med er hvorvidt man kan finne “lure” for-
muleringer av egenskaper ved funksjonen for modifisert subtraksjon som gjgr
det mulig a utlede et induktivt predikat for den. Som beskrevet i avsnitt 1.5
forer Jervell og Zhangs tilleggsaksiomer for modifisert subtraksjon til at for
mange funksjoner kan bevises totale med korte bevis. Uten disse aksiomene
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klarer man ikke & definere et induktivt predikat for modifisert subtraksjon
og far dermed heller ikke en bevisteoretisk karakteristikk av de elementaere
funksjonene. Kanskje arbeidene til Leivant [19], Ostrin og Wainer [25] og
Holden [10] kan gi en pekepinn til hvordan man kan ga fram for a utlede et
induktivt predikat for modifisert subtraksjon. Et interessant spgrsmal er om
dette 1 det hele tatt er mulig i et sapass svakt system som PRA+ AddAss.-
TimesAss uten noen form for induksjon, se neste avsnitt (10.3.1).

En eventuell sammenheng mellom induktive predikater og trygg rekursjon
kan ogsa veere interessant og undersgke neermere i et videre arbeid med disse
spgrsmalene.

Et annet ulgst spgrsmal i denne oppgaven er hva som kan vere en pas-
sende betegnelse pa den delmengden av de Kalmérelementzre funksjonene
jeg klarer & beskrive ved hjelp av induktive predikater. Som nevnt 1 kapit-
tel 5 dekker betegnelsen strengt voksende for fa, siden blant annet projek-
sjonsfunksjonen er induktiv. Betegnelsen monotont stigende favner om for
mange, da det fins elementaere monotone {0, 1}-funksjoner som jeg ikke har
induktive predikater for.

10.3.1 Alternativ handtering av forgjengerfunksjonen

Jeg har gjort meg noen tanker om muligheten for a utlede et induktivt pre-
dikat for modifisert subtraksjon i en utvidelse av PRA+AddAss, TimesAss,
som det kan passe a ta opp her. La f veere definert ved et forenklet skjema
for primitiv rekursjon:

f($70) = g(m)
Iz, 8y) = h(z, f(z,y))

Spgrsmalet om hvorvidt
Va((Fi(z) AVy(Faly) = F5(f(y, 2)))) D (F1(Sz) AVz(Fa(z) D F5(f(z, Sx))))

er utledbart kan brytes ned til spgrsmalet om

Fs([(z,y)) = Fs(h(z, [(z,y)))

er utledbart. Som beskrevet 1 kapittel 4 kan induktive predikater betraktes
som en mate & simulere induksjon pa. Hvis man skal vise N(=(z,y)) =
N(P(=(z,y))) ma man allerede ha vist Yz(N(xz) D N(P(z)), noe som ikke
kan utledes 1 PRA+AddAss, TimesAss. At dette ikke er utledbart kan vises
ved et vanlig ikkestandard-argument. Tilsvarende trenger man Vz(N(z) D
N(S(z)) for a vise N(+(z,y)) = N(S(+(z,y))). Men dette har man ved
aksiom 5.1 og 5.2. Skal man vise N(x(z,y)) = N(+(z, times(z,y))) trenger
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man noe sant som N(z) A Vy(N(y) O N(+(z,y))). Denne typen setninger
klarer man & uttrykke ved induktive predikater. Det kan se ut som man
trenger at funksjonen h som f rekurserer over har aritet stgrre eller lik 2 og
at den er kommutativ og kanskje assosiativ. Grunnen til at man klarer det
for addisjon er at aksiomet N(z) D N(Sz) er gitt av systemet.

I systemet for trygg rekursjon ville det a definere modifisert subtraksjon
uten at forgjenger var en av initialfunksjonene trolig ikke la seg gjgre, siden
rekursjonskallet ma veere pa plassen til rekursjonsvariabelen i forgjenger. Bel-
lantoni og Cook har lgst dette problemet ved a gi forgjengerfunksjonen som
en av initialfunksjonene hvor argumentet er pa den trygge plassen.

Ut i fra disse betraktningene virker det usannsynlig at man klarer & ut-
lede et induktivt predikat for modifisert subtraksjon uten a enten legge til
induksjon eller legge til en regel som uttrykker

(10.1) N(z) D N(P(z)).

Grunnen til at det ikke gar a legge til den typen aksiomer som Jervell og
Zhang gjgr er som nevnt at man da far et system som er for uttrykkskraftig,
fordi man har en alternativ mate & vise N(=(m, n)) uten & regne ut uttrykket.

Jervell og Zhang har i sitt arbeid veert opptatt av at aksiomer som leg-
ges til systemet ikke ma inkludere predikatet N. En innvending mot dette
standpunktet kan vaere at man ved & legge til (10.1) far til en bevisteoretisk
karakteristikk av de elementare funksjonene, uten a fa et for uttrykkskraftig
system.



Tillegg A

Beviser for de induktive
predikatene

Figurer A.1 til A.22 viser utledninger av induktive predikater for funksjone-
ne addisjon, multiplikasjon, fakultet og eksponensiering. Haskell-programmet
som genererer snittformler for strengt voksende elementaere funksjoner tar de-
finisjonene vist 1 tillegg C som argument. Her er addisjon og multiplikasjon
definert ved skjemaet for primitiv rekursjon, mens fakultet og eksponensial-
funksjonen, kalt henholdsvis PiSP og Pil22, er gitt noen litt omstendelige
definisjoner ved hjelp av bundet produkt.

Utledninger 1 sekventkalkyle kan fort ta stor plass. Derfor har jeg ngyd
meg med a gjengi deler av bevisene som er generert i PESCA*, mens repe-
tisjoner av delbevis og overganger som jeg har vist er mulige, er angitt med
metanotasjon.

I kapitler 4, 5 og 6 har jeg fulgt det vanlige definisjonsskjemaet for primitiv
rekursjon hvor rekursjonsargumentet og det rekursive kallet begge alltid er pa
argumentplassen lengst til hgyre. I PESCA* brukes et definisjonsskjema hvor
rekursjonsargumentet og det rekursive kallet er pa argumentplassen lengst til
venstre. Dette er fordi jeg 1 utgangspunktet brukte notasjon som la tettere
opp til Jervell og Zhang [15]. S& lenge dette gjores konsekvent utgjgr dette
kun en syntaktisk forskjell og har ingenting a si for utledningene. Jeg har
derfor valgt a ikke endre pa dette i PESCA* eller i beviser generert i PESCA*.
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ar
N(40y),y = +0y, N(v), +0y =y = N(+0y)
y = +0y, N(y),+0y = y = N(+0y)
+0y =y, N(y) = N(4+0y)

Repl

ym

NN Add
ax N{y) = N(+0y)
NO=NO) = N D N(+0y) =
=N () = NG 5 N0w)
S NOSTIN @ 5 NEow) |,
= A(0) Figur : A.2

= A(0)&(VYz)(A(z) D A(Sz)) e

Figur A.1: Addisjon: rot

axr

N(z),(Vy)(N(y) D N(+=zy)),N(z) = N(+Szxz), N(z) Figur : A.3

N(z) D N(+22), N(2), (") (N (5) 3 N(+29)).N(z) = N(+5z2)

us N(=) 5 N(+72), (") (N(5) 3 N(+23)), N(z) = N(2) D N(+522)
N(52), N(2).(¥5)(N(s) D N(+2v)) = N(5z) (v0)(N(5) > N(+29)).N(2) = N(z) D N(+522)
N(@).(v0)(N(v) > N(+2v)) = N(52) N(@). (W (N D N(tey) & (V)N ) D N+S=2)
N(2), (V) (N (v () > N(+522))

J(N(y) O N(+zy)) = N(Sz)&(Vz)(N
N(z)&(Vy)(N(y) O N(+zy)) = N(Sz)&(Vz)(N(z) O N(+Sxz))
N(z)&(Vy)(N(y) O N(+zy)) O N(Sz)&(Vz)(N(z) O N(+5x2))
( @) (N (2)&(¥y)(N(y) D N(+zy)) O N(Sz)&(Vz)(N(2) D N(+572)))

Figur A.2: Addisjon (HS): rot

RY

L>
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SUDL T

(=

192y

C (AN)(AA) ‘()N ‘(ze+)N

)(A) ‘()N ‘(e H)N (22 + SN

IN o) (G + SN 5 + 5 = sagt

IN ‘(zz + )N ‘zag+ = zag+‘za + ¢ = zag+

(zzg+)N = (@)N ((Az+) N
(228 H)N < ()N (A )N C (NN
(z2zg+)N < (2)N ((Az+)N C (A)N)(AA) ‘(=

N

PPVHYH

fo4

IN
(z2s+)N < ()N ((Az+) N C (AN)(AA) ‘(2)N ‘(=

(FasHIN < @N (2 )N C (DN)(AA) ()N (-oH)N a5+ = 7e5 | ‘2a | § = 725+ (-2 + SN 785+ = @ + §

25+)N < (@)N ((Be+)N C(AIN)(AA) ‘()N ‘(zad) N ‘zag+ = zag+‘za + § = zag+(ze + G)N ‘za5+ = 20 4+ ¢ ‘(zag+) N

v

Figur A.3: Addisjon (HS): 2
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Alz), (V) (Aly )DA(*W)) A(z) = A(xSz2), A(z) Figur: A5 s
A(z) D A(xz2), A(2), (V) (A(y) D A(xzy)), A(x) = A(xSz2)
X A2) 3 Alxa2), (W)(AY) O Alxay)), A(#) = A(2) D A(xSzz)
} (VW)(Aly) O AGxay)), Alw) = A(2) D A(xSz2)
A(z), (Vy)(A(y) D A(xzy)) = A(Sz) A(z), (Vy)(A(y) D A(xzy)) = (V2)(A(2) D A(xS=z))
A(z), (Vy)(A(y) D A(xay)) = A(Sz)&(V2)(A(2) D A(xSz2))
A(z)&(Vy)(A(y) D A(xzy)) = A(Sx)&(Vz)(A(z) D A(xSxz))
= A(z)&(Yy)(A(y) D A(xzy)) D A(Sz)&(Vz)(A(z) D A(xSz=z)) oy
= (Vo) (A(2)& (YY) (A(y) D A(xzy)) D A(Sx)&(Vz)(A(2) D A(xSxz)))

Figur A.4: Multiplikasjon
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By
AY

g (zzg%)y < (2)v ((Azx)y C (A)V)(AA) ‘(2)V ‘(z2x)V
((fzzg x +)N C (A)N)(AA)B(zagx) N < (2)y ‘((Azx)y C (A)y)(AA) ‘(2)y ‘(z2x)y
((fizzg x +)N C (AN)(AA) < (2)y {((Azx)y C (A)V)(AA) ‘(R)V ‘(zax)y  (zag*x)N < (2)y ((Azx)y C (A)V)(AA) (2)V ‘(zax)y
oy EES * HIN C (N & (@)y ((Azx)y C (A7) (BA) (2)v “(zox)y OV : 4nbg
(Azzg = +)N < (2)y ((Azx)y C (A)V)(AA) ‘(R)V ‘(zax)v ‘(AN

8Vt unbrg

Figur A.5: Multiplikasjon: 2
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ar (zzrgx)N < (2)y ((Bzx)y C (A)y)(AA) ‘(2)y ‘(zzx) N ‘((Azz x +)N C (A)N)(BA)
o (zrgx)N < (2)y ((Azx)y C (A)y)(AA) ‘(2)y ‘(zax) N ‘((Azz x +)N C(A)N)(AA) ‘(222 x +)N C (2)N
Ly ianlg (Z)IN(zrg*) N < (B)y ((Azx)y C (A)y)(AA) ‘(zzx) N ‘((Azz *x +)N C (B)N)(FA) ‘()
w7 (Z)N ‘(zag*)N < ET: *)y C (A)y)(Aa) ‘(zz*) N ‘((Azz « +) N C (A)N)(AA) ((Az+)N C (A)N)(AA) B ()N
(PN ‘(zzsx) N < (2)y ((Azx)y C (A)W)(AA) ‘(zax) N ((fizz =« +) N C (A)N)(AA) {((Az+) N C (A)N)(AA) ‘()N

D

Figur A.6: Multiplikasjon: 2b
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(zrgx)N < (2)y ((fzx)y C (A)¥)(AA) ‘(2)y ‘(22N ‘((Azz x +)N C (A)N)(AA) ‘(22 x +)N
o (zasx)N < (2)v ((Azx)y C (M¥)(AA) (=) ‘(zax) N ((Azz x +)N C (A)N)(AA) ‘(220 x +)N ‘220 % 4+ = za6%
(zzgx)N < (2)¥ “((Azx)¥ C (A)V)(RA) ‘(2)V ‘(zz*) N “((Azz x +) N C (A)N)(RA) ‘(222 x +) N ‘2T8% = zxGx ‘22T % + = 2TG*
(zzgx)N € (2)y ((Azx)y C (A)y)(AA) ‘() ‘(zax) N ((Azz x )N C (A)N)(AA) ‘zagx = 2agx ‘220 x 4+ = zagx (220 % )N ‘205 % = 220 4
(

(zzgx) N < (2)¥ “((Azx)¥ C (A)W)(AA) ‘(2)¥ ‘(zz*x) N ((Azz x +)N C (A)N)(AA) ‘2xG* = zagx ‘22T % + = z2G% ‘(22T x +) N ‘22G* = 22T % +*(2TG*) N

SPWL LYY

SUDLJ,

14y

D

Figur A.7: Multiplikasjon (2b): 2
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(fzag x +)N < (zzx)y ‘(AN ‘(2)V
(fizag * +)N < (zzx)y ‘(A)N (A2 +)N C (A)N) (AA) D ()N
(fzzg x )N < (zzx)y (BN ‘()N ((Aiz+H)N C (B)N)(AA)

dzg T
37

AT

c7

A \
ng*+v2ﬂ?§v<évzgv:ﬁizm:::mnizmsvz
6V :anbig (AN ‘(izag « +)N < (zox)y (A)N ()N “((Az+) N C (A)N)(AA)

o

Figur A.8: Multiplikasjon: 3
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(Azzg » +)N < (AN (Z)N ((Az4+)N C (AN)(AA) ‘(Az )N ‘(z2x)V

(fzzg x +)N < (A)N ‘()N ((Az+)N

dxmgT

AT
c1

“( C

w1 C (AN)(AA) (Az+)N ((Azz x +)N C (A)N)(AA) B (z8x)N
(Aizzg x +)N € (AN (Z)N ((Az+)N C (AN)(AA) ‘(Az )N ‘(zox)N ((Azw x +)N C (A)N)(AA)
(Azzg x +)N € (AN (Z)N ((Az+)N C (A)N)(AA) “(Az+)N ‘(zox) N (A

izz x +)N C (A)N)(RA) ‘(fz + zz % +)N C (Az+)N

or'y i unbig  (Az+)N ‘(Azzg x +)N < (A)N ()N ((Az+)N C (A)N)(AA) ‘(Aiz+)N ‘(zz%)N ‘((Azz x +)N C (A)N)(AA)

D

Figur A.9: Multiplikasjon: 4
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1oy

(fizzg x+)N < (fiz + zz x +)N
(fizzxg x +)N < (fz + 2o x +) N ‘22T % + = 22G%*
(fizzxg x+)N < (fiz +zoxx+)N ‘A =fi‘zze x4+ = zogx
(fizzxg x +)N < (Aiz 4z x +)N ‘A = fi‘zzo « + = 22G* ‘fizzrx + + = Azzg * +
(fizzxg x+)N < (Aiz + zx x +)N ‘A = fi‘zzx x + = zogx ‘iz + 22 x + = fizzxx + 4 ‘fizzax + + = fizzg * +
(fizzxg x+)N < (Aiz + 2z x +)N ‘A = fi‘zza x + = zogx ‘izzax + + = fizxg * + ‘Azzg * + = fizzax + + ‘Az + 22 x + = fizzax + +
(fizzxg x+)N < i = fitzze x + = zag* ‘Azzzx + + = izag x 4 ‘fizaxg * + = Azzzx + + ‘iz + 2o % + = fizzox + + (Az + 2o x +) N ‘fAzog x + = iz + zo % +

SPWL LYY

foy
+byg

PPV SSVY

whg

SUDLJ,

(fizzg x +)N < i = fi‘zzz x + = zaG* ‘Azzax + + = Azxg * + ‘fizxg * + = Azzax + + ‘Az + 22 % + = fizzax + + (Az + 2z % +) N ‘fzzg * + = iz + zx % + (Azzg * +) N

D

Figur A.10: Multiplikasjon: 5
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axr

(Vz)(T(z) D T(Sz)),T(0) = P(0),T(0) Figur :A.12 s
X 7(0) 5 T(59), (v=)(T(x) 5 T(5)), T(0) = P(0)
} (Vz)(T(z) D T(S=)),T(0) = P(0)
= T(0)&(Vz)(T(z) D T(Sz)) T(0)&(Vz)(T(z) D T(Sz)) = P(0)
= P(0) ut Figur : A.14

= P(0)&(¥z)(P(z) o P(52)) e

Figur A.11: Fakultet
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Figur A.12: Fakultet (VS): 2

ot NN (0)d = (0 ‘((#s)z C (#)L)(zA) “(05) L
oba (0)d < (0)z ‘((#s)1 C (#)z)(=zA) ‘(05).L ‘0 = opo+4d
whs (0)d < (0)z ‘((zs)2 C (7)2)(zA) ‘(05).L ‘0 = 0P4d ‘0S5 = 0P?4d S
\doar (0)d <= (0)z ‘((s)z C (%)) (zA) ‘0 = opa+d ‘05 = 0Pa+d S ‘(0S)L ‘0PP4d S = 0S
dsoo (0)d < (0)z ‘((zs)L C (=)L) (zA) ‘0 = 0Po4d ‘05 = 0P2+4d S ‘(05)L ‘0PP+d S = 05 ‘(0P2+4d S)L
whs (0)d < (0)z ‘((zs)z C (%)1)(FA) ‘0 = 0Pa+d ‘05 = 0P2+d S ‘(0S).I ‘0Po41dS = 0S ‘(0PP4d S).I ‘0PR4dS = 0dS
\doar (0)d < (0)L ‘((zs)L C (#)L) (TA) ‘0 = 0Pa4d ‘05 = 0P24d S ‘(05 )L ‘0P2+4d S = 0S5 ‘0P24dS = 0dS ‘(0PP+d S)IL ‘0dS = 0P2+4d S
dzy (0)d < (0)L ‘((zs)L C (%)L)(TA) ‘0 = 0P24d ‘05 = 0P2+d S ‘(05)L ‘0PP4d S = 05 ‘0P2+4d S = 0dS ‘(0P2+d S)L ‘0dS = 0p2+4d S ‘(04 S)L
wa (odsd)rzw(0)[Lls < (0) ‘((zs)L C (z)L)(zA) ‘0 = 0P24d ‘05 = 0P2+d S ‘(0S)L ‘0P?4dS = 05 ‘0P24dS = 0d S ‘(0P?4d S )L ‘0dS = 0P?4d S ‘(0dS)L
w5t et (ods:d)L < (0)z ‘((zs)L C (#)L)(wA) ‘0 = 0pP1d ‘05 = 0P2+4d S ‘(0S)L ‘0P24d S = 05 ‘0p?+dS = 0d S ‘(0pa4dS)L ‘0dS = 0pa+ds ‘(0dS).L EUY ¢ unbig
wihis (odsd)r < (0)L ‘((zs)L C (#)L) (TA) ‘0 = 0Pa4d ‘05 = 0P2+d S ‘(05 )L ‘0P2+4d S = 0S ‘0P24dS = 0dS ‘(0P2+d S)L ‘0dS = 0P2+4d S ‘(0dS)L ‘0dS = 0dSid

(odstd) L < (0)z ((zs)L C (=)L) (zA) ‘0 = 0pa4d ‘05 = 0P24dS ‘(0S)L ‘0PP4dS = 0S ‘0P24dS = 0dS (0PP4dS)L ‘0dS = 0P24dS ‘0dS = 0dStd ‘(0dS)L ‘0dStd = 0dS

(odstd) L < (0)L ‘((zs) L C (=)L) (zA) ‘0 = 0P24d ‘05 = 0P24d S ‘(0S)L ‘0PP4d S = 08 ‘0P24dS = 0dS ‘(0P24dS)L ‘0dS = 0P4dS ‘0dS = 0dStd ‘(0dS)L ‘0dSid = 0dS ‘(0dS?d )L
xro
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T(SP0), T(0) = T(0) T(SP0),T(0) = T(SP0)
T(SP0), T(0) = T(0)&T(SP0)
T(SP0), T(0) = S[T](0)

R&

zp

T(SPO), SPred0 = SPO, T(SPred0), SP0 = SPred0, SO = SPred0, T(S0), SPred0 = S0, Pred0 = 0, (Vz)(T(z) D T(Sz)), T(0) = S[T](0)

Figur A.13: Fakultet (VS): 3

X
: A5
S[T)(x), T(PiSPx) = S[T)(Sz) S[T](x), (PiSPz)= T(PiSPSz)
S[T)(z), T(PiSPx)= S[T](Sx)&T(PiSPSx)
S[T)(x)&T(PiSPx)= S[T|(Sz)&T(PiSPSx)

= S[T)(z)&T(PiSPzx) D S[T](Sz)&T(PiSPSx)
= (V2)(S[T)(z)&T(PiSPz) > S[T)(S2)&T(PiSPSz)) g\;
= (Va)(P(z) D P(5z)) '

Figur A.14: Fakultet (HS): rot

R&

L&

RD
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(#8dSid).I < (2dsid).L (2$)[ IS
(zsdSid) L < (2dSWd).L (2Sd8).I53(Z8).L
(z5dS )L = (24 Sd).L (TSdS)L (7S)D
((fzggs1d*)v C (A)W)(AA)3(25d S )V < (2dS?d).L (2SdS).L (2S).T
((izsdsid*)y C (A)V)(AA) < (2dS1d)L (28dS).L (2S) L, (2SdSId)V < (2dSid).L (#SdS).L*(%S).L
(1zsdsid*)y C (A)Y < (£dStd).L ' (2SdS).L (#S).1, :
o'y X

dxmg T

BT

drgy

By

AY

cy

Figur A.15: Fakultet (HS): 2
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dsid).L ' (A)v ‘(zsds

(AzgdSid*)V < (2dSid) L ((izgds=)y C (A)y)(AA)B(2SdS)V
(flzgdsid*)v < (2dSid) L (z8dS)V ((fzgds*)V C (A)V)(AA)

(lzsdS1d*)V < (2dSid) L (M) (25 S)V ‘((Azsdsx)v C (A)y)(AA) ‘(fzgds*)y C (A)y

LUy sanbrg  (A)y (Azgd S1d*)V < (2dS1d).L () {(25d8)v ‘((Azgds*)y C (A)y)(AA)

D

dzg T v
)

BT

(AzgdSid*)V <
“(f
A

(=
14
)4

AT
c7

Figur A.16: Fakultet (HS): 3
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v ‘(zsds)v ‘((Aizsds*)v C (A)y)(AA) ‘(Azsds*)v ‘(TdSid) L

(Azsdsid*)v « (A

)
‘ MM (izsdsid*)y < (A)y ‘(z5ds5)v ‘((Azsds*)y C (A)v)(Aa) ‘(Azsdsx)y ‘((Aizgsid*)y C (A)v)(Aa)B(zdSid)v
a (Airsgsidx)v < (A)y ‘(zsd5)y ‘((Azsgsx)v C (A)v)(AA) ‘(Azsgsx)v ‘(zds:d)v ‘((Azgs:dx)v C (A)v)(AA)
(Aizgdsid*)y < (A)v (v5ds)v ‘((Azsds*)y C (A)v)(AA) ‘(Azsds*)y ‘(vdsid)V ‘((Azgsid*)v C (A)v)(AA) (Aizsds * sdSid*)v C (AzsdS*)V

c1

8Ty : unbrg  (izgds*)vV ‘(Arsdsid*)v « (A)v ‘(#5d8)V ‘((Aizsds*)v C (A)V)(AA) ‘(Aizsds*)V ‘(zds:d)V ‘((Azdsid*)v C (A)v)(AA)

Figur A.17: Fakultet (HS): 4
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Figur A.18: Fakultet (HS): 5

(izsdsid*)y < (ATsds * TISid*)V

4d5rddd -
fou (Aizsdsid*)v < (Arsds x #dSid*)V ‘TSdSTISid* = TSdSid
- (Aizsdsid*)y < (Arsds *» TdSid*)V ‘i = A ‘TSISTISid* = TSdSd
N
conr sy (Azsdsid*)v < (AT5dS * TdSid*)V ‘A = A ‘TGISTISId* = TSASid ‘ATSISTISI * % = ATSIS1d *
it (Azsdsid*)v < (AT5dS * 2dSid*)V ‘A = A ‘T3dSTISId* = TSdSid ‘ATSHS * TdSid* = TSI STISid * * ‘ATSISTISd * * = ATgdS1d *
s ¢ ¢ ¢
e (Azsdsid*)V < (Azgds * TdS5id*)V ‘A = i ‘T3dSTISId* = TSdSid ‘ATSISTISId * * = AT Sid* ‘ATIISid* = ATSISTISId * * ‘ATSIS * TISid* = ATSISTISd * *

(Airsdsid*)v < (Azsds * 2dsid*)y ‘ATsdSid* = ATSISTISId * * ‘ATS IS * TdSid* = ATSSTISId * *
(Aizsdsid*)y < izsdsid* = AT STISId * * ‘ATSIS * TSid* = iTgdSTISid * * (ATSHS * TSid*)V ‘ATSISid* = ATSHS * TISd *

(Azsdsid*)V < izsdsid* = ATSdSTISd * * ‘ATSdS * TJSid* = AzSdSTdSid * * (ATSdS * TISid*)V ‘ATSdSid* = AT5dS * 2dSid * ‘(ATSISId*)V
xro

subd,J,

1day
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it ((zrszzrid)a C (2)2)(zA)m(zs) 2l C ((Azzerig)r C (A)2)(AA)zm(=)[L]r)(zA) <
((zzszerid) L C (2)2)(zA)®(z5) [zl C ((Azzzrid)z C (A)L)(AA)m(x)[L]I <

(
an ((zzszerid) C (2)1)(zA)3(z5)[2]r < ((Azzerid)o C (A)L)(Aa)m(z)[L]r
m ((zzszerid)r C (2)2)(zA)B(ws)[Ll1 < ((Azzzrid)a C (A)L)(AA) (#)[Llr
it ((zzszerid ) C (2)2)(zA) < ((Azzzrid)a C (A)L)(Aa) (#)[Llr (@s)lzlr <= ((Azgerid)a C (A)L)(AA) (=)Ll
a (zwszenid)L C (z)z <« (®)[2]1 ‘((Azgerid)z C (A)L)(AA)
car (zzszenid) L C (z)2 <« (#)[z2]1 ‘((Azzerid )z C (A)L)(fA) ‘(zzzerid)l C (2)1 X

(zzgzenid)o < (©)[zlr ‘((Azzerid)z C (A)1)(AA) ‘(z)1 ‘(zzzerid) 1 C (7)1
(zrszenid )L < (@)[zlr ‘((Azzzrid) o C (A)L)(AA) ‘(2)L ‘(zzezrid)a (7)1 ‘(zzszenid )L < (2)[Llr ‘((Azzzrid)ao C (A)L)(AA) ‘()L
02V & unbrg D

c1

Figur A.19: Eksponensialfunksjonen: Rot
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?d
AY

(zwszend)r < (7)1 ‘(zzzenid) L (vs)[zlr
(zzseerid )L < (7)1 ‘(zzeerid ) o ‘((Azgzers)o C (A)2)(AA)m(z5)L
(zzszenid) < (2)1 ‘(zzzenid)g (#8)2 ‘((Arsgzrs)d C (A)L)(AA)

deg T
X1

cq M (zzszenid )L < (7)1 ‘(zzzerid).r ‘(vs)L ((Arsezrs)r C (A)L)(AA) ‘(zxseer+)r C (2)L
Wi (zzseerid )L < (7)1 ‘(zreerid )L ‘(28) ((Awseers)o C (A)L)(AA) (zwszers) o (z)a ‘(zwszerid)r < (2)1 ‘(zzeerid )L (zs)a ‘((Azseers)o C (A).L)(AA)
’ drga (zzgzelrd)l < (zw52eI4)l ‘(zxzelid) L z0

((Azzgzerid*)v C (A)v)(AA)B(zxstenid )V < (225ge14)L ‘(27221d) L

((Azzszerid x)v C (A)v)(fia) < (zogezrs)l ‘(2reerid )l (7vsTelid)v < (275ger4)l ‘(72gerid )L

(zzseerid*)v C (A)y 4 (zwszers)l ‘(zxeeiid )L vev

Cy

(fzzgeerid*)vV < (2v52214) L (R)V ‘(272eld )L

ey

Figur A.20: Eksponensialfunksjonen: 2
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(Azzgzerid )V < (zx5zer+) ‘(A)v ‘(z7geiid )L

dasg
w1 (fzzsezrid*)v < (zzs5ze14) L ‘(A)v ‘((Azzzerid*)v C (R)v)(Aa)B(zz2erid )V
at (izzgzenid*)v < (zzseer+) L ‘(A)v ‘(zzeerid v ‘((Azzzzrid*)v C (A)v)(AA)
e, (Fzoseanid«)y < (2osc214)0 () ‘(z7eerid)v ((Bzzzerid«)v C (A)v)(AA) ‘(Azreenid+)v C (A)v

gzy s anbug  (A)y ‘(zzsgznid*)v < (zzseer+)l ‘(A)v ‘(zzeerid )v ‘((Azzzzrid*)v C (A)v)(AA)
zrn

Figur A.21: Eksponensialfunksjonen: 3 (2 HS)
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N (Azzgzenid*)v < (A)y ‘(zzzerid)v ‘((Azzzenid*)v C (A)v)(AA) ‘(Azzzelid %)V (2352214) L
=1 (Azzgzenid*)v < (A)y ‘(zzzenid)v ‘((Azzzzrid*)v C (A)v)(AA) ‘(Azzzzrid*)v ‘((Azzszzrax)v C (A)v)(AA)B(22522T4)V
at (Azzseznidx)v < (A)y ‘(zzgenid)v ‘((Azzzzrigx)v C (A)v)(AA) ‘(Azzzerig*)v ‘(zzszer4)v ‘((Azzsezrex)v C (A)y)(Aa)
cq (Aizzgzenid*)v < (A)v ‘(zzzerid)v ‘((Azzgzrid*)v C (A)v)(AA) ‘(Azzzerid )V ‘(z2seer4)v ((Azzgezerix)v C (A)V)(AA) ‘(Azzgzers » 225zl 4%)v C (AzT5ge[i%)y
gz'y i anbig  (Azzgzeren)y ‘(Azzseeiid*)y < (A)y ‘(zzzerid)v ‘((Azzzzrid*)v C (A)v)(AA) ‘(Azzzzrid*)v ‘(swsezr+)v ‘((Azzggerex)y C (A)y)(AA)

Figur A.22: Eksponensialfunksjonen: 4
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1day

(Azzszerid*)v < (AzZTSCCI4 * 2TLC[2d %)V
(Azzgzerid*)V < (AZTZSTTl4 * ZTTLIVd *)V ‘ZTSTLI4ZTLLIId * = Z2TSTTId
(Azzgzenid*)v < (Azwg5ggls * za2e[id *)V ‘A = A ‘z2857e 1412320 d * = 2TSTeId
(Azzszerid*)V < (Azw5ggls * 2222 [id *)V ‘i = A ‘Z2T5g7 412300 d * = 2T5TTId ‘AzTSCLI42TgT ed * * = AzT5ggIid *
(izzgzerid*)V < (AzT52TI4 % 2TTLI2 %)V ‘AZTSTTI4ZTLTId * * = iZTITTId *
(Azwgrerid %)V <= (AzT5ggI4 % 2T [0d *)V ‘AzTSTel4 * 2Tge[id* = AzTSTeI42TEg id * * ‘AzTSer[12Tgg id * % = AzTSgIed *

dgerrddd

fou

wbig

MT

SPWILLSSY Y

whg
e (izzgzerid*)V < (AzT52TI4 % 2TTLNd *)V ‘AZTSTLI42TLLId * * = AZTSTTIed * ‘AzTSTTNid * = AZTSTTI4ZTLTId * * ‘ZTSTTI4 % 2TTLIvd * = AZTSTLILZTTLIN * *
cupag (Azzgzerid*)V < (AzT52g14 * 22221 d *)V ‘AzT5TeIid* = AZTSTTI42TLTId * * ‘AzTSTLI4 % 2TLL [ d * = AZTG LTI 42TTLIed * *

(Azwgzelid %)V <= AzTSeelid* = AZTSETI4ZTEe[d * * ‘AZTSTTI 4 * 2TLg[2d * = AzTSee[42TggIrd * * (AzTSEe 4 * 2T [1d *)V ‘AzT5ge[id* = AzTSEe[4 % 2T d *

(Azzszerid*)V < AzT5g id * = AZTSETI42TLTIed * * ‘AZTSTL 4 % 20Te i d * = AZTSTC422CTIvd * * (AZTZSTel4 * 23T id *)V ‘AzTSCg vd * = Azw5gel4 * zxgelid * ‘(AZT52e I d *)V

D

5

sjonen

Eksponensialfunk

Figur A.23
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(zzszenid)v < (zvszer+)l ‘(zvgelid) L

dogT -
w1 (zwszenid)v <« (zzsger+) L ‘((Azzzerid*)v C (A)v)(Aa)m(zzgeed )V
at (zwszenid)v <« (zzszer+) L ‘(zzzenid)v ‘((Azzzenid*)v C (A)v)(AA)
c (zzszenid)v < (zz3s5zer+)l ‘(zreerid)v ‘((Azzzerid*)v C (A)v)(Aa) ‘(zzscerszagenid *)v C (2352214)V
1 ¢ ¢
(zzgzenid)v < (z35zer4) 1 ‘(zreenid)v ‘((Azzzerid*)v C (A)v)(AA) ‘(z352er4232e0d *)V e (zzgeera)v ‘(zzszenid)v < (zzzerid)v ‘((Azzzerid*)v C (A)v)(AA) ‘(z352214)D
L4 a (zz52214)V ‘(275221 d )V < (2252214) 1L
T
w1 (zwszer4)V ‘(zzgzenid)v < ((Azzgeerax)v C (A)v)(AA)m(2252814)V

(zzgeers)v ‘(zzseenid)v < ((Azoseerax)v C (A)y)(AA) (zw52214)V
zro

Figur A.24: Eksponensialfunksjonen: 2b (2 VS)
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(zzszenid)v < (zxseers)l ‘(zzzenid)v ((Azzzzrid*)v C (A)v)(AA) ((z3Seer1zmgzid *)V
(zzseenid)v < (zzs5z214)1 ‘(Freenid)v ((Azzzerid*)v C (A)y)(AA) (225221427201 d *)V ‘ZTSTTI4ZTETIId * = 2TSTTId
(zrszenid)v < (zzseer+)l ‘(zrzenid)v ‘((Azzzerid *)v C (A)v)(AA) (275221 42TT2[ d *)V ‘ZTSTCId = ZTSTTId ‘ZTSTTI4ZTLTINd * = ZTSTLINd
(zzszenid)v < (zzsger4) L (zvgenid)v ((Azzgerid*)v C (A)v)(AA) ‘zo5cerid = 2752C01td ‘ZTSTCI4Z2TCCIid * = 28SCeId (28SCTI42TELIid *)V ‘Z8STTIid = ZBSCLI4ZTLTIed *

4ggriddd

foy

supd,J,

1day

(zzgzerid)v < (zzszer+)d ‘(zxzerid )v ‘((Azzzzrid *)v C (A)V)(AA) ‘zzszerid = 285281d ‘ZTSTTILZTLLINd * = 2T5CT1d (FTSTTI4ZTLLIId *)V ‘ZESTLIdd = ZTSTLI42TLe[id * (22522 id )V

D

Figur A.25: Eksponensialfunksjonen: 2¢ (2b HS)



Tillegg B

Noen predikater til koding

Her defineres noen flere predikater for regler i PRA til kodesystemet i ka-
pittel 7. Det finnes til sammen 29 typer regler i PRA. For de logiske slut-
ningsreglene ngyer jeg meg med a angi predikater for noen typiske tilfeller.
De resterende predikatene kan defineres pa tilsvarende mate.

e Axiom og LL er de eneste nodene uten forgjengere. Da er r = (y); pa
formen:

<<7>7<17[P-|7[01-| 7777 [Oﬂ-|>737<27|—D1-| 7777 [Dm—l]v[P]»
hvor n,m > 0 og

((18),(1,11,C41, . - -, [Cn1),3, [AT)

for henholdsvis Aziom og LL.
La

An(y)ia =4N(Y)120 =1A(Y)1a1=2A(y)13=3A
7) N Atomic(y)iz2 N (Y)1,22 = (Y)ain(y)s
An(y)ia =4N(Y)120 =1A(Y)1a1=2A(y)13=3A

([R2],(5,[A], [B],[Ca], - - -, [Cnl),3, [AT)

((8),(5,([41,5, [B]), [Ca],- -, [Cnl),3, [AT)

139
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P
Nay
S—
=
-
I
o0
S~
>
TN N
Nay
S—
=
o
o |
o
|
(14
>
—
SN—
o
—
[
S
|
PN
N
SN—
=
S
¢
—

(W1223N (Y)21,20= (W20 =1 A (Y141 =2
213= (Y13 =3ANIn(Yy)212 = n(y)12+ 1A
Eq(y, (Y)1,23 Y)1.20nw)120 Y (Y)2.1,24 (W) 21, 2,0m(0)21.0) A
In(y)21,4=In(y)14
A Eq(y, (y)1,41, (y)1,4,ln(y)1747 Yy (Y)2,1,4,15 (y)2,1,4,ln(y)27174)

o R&

<[R2-|7[F-|737<67 [D1-| 7777 [Dm—l]v[’/’ﬂ)) <[R2-|7|—F-|737<67 [D1-| 7777 |—Dm—1-|7 |—B-|>>

o

<<9>7[F-|737<67 [Dl] 7777 [Dm—1-|7<|—A-|757[B-|>>>

20 =1A(Y)1410=2A(Y)313= (¥)213= (Y)1,3=3A
n(y)21,a = n(y)s 14 = n(y)iaA
Eq(y, ()14, (Y)1.4,00(0)14-1)5 Y

( J1,4.0 (Y)1.4,(n(w)1.a=1) Y (¥)3.1,4,05 (W) 3,14, (1n(y)s.1.4=1)) A
In(y)2,1,2 = In(y)s 1,2 = In(y)i2A

(v, (Y)1,2.1, (¥)1.2 In(y)120 Y (Y)2,1,2,1, (y)27172,ln(y)2,1,2)/\
Eq(y, (y)1,2,1, (Y)1,2 dn(y)20 Y (Y)3,1,2,1, (9)371727%(1/)3,1,2)

(
(y)
(y)2,1,4,ln(y)27 Pl (9)1 4ln(y)r a1 N (y)3,1,4,ln(y)37174 = (y)1,4,ln(y)174,3/\
(y)
In(

Y, (Y)2.1.41, (y)2,1,4,(ln(y)27174—1))/\

—
(3]
—

Predikater for LV, RV, L D, R D kan defineres pa tilsvarende mate. For
allkvantorreglene defineres fglgende predikater:

o LY

([R21,(5,(23,[t], [=], [A]), (17 [=] [A]), [Ca], - -, [Cnl),3, [AT)

((14), (5, (07[«] [A]), [C2], - - -, [Cnl),3, [AT)
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LF(y) <in(y) =2 AN In(y) =4 AN in(y)z21 = 4N
(W)= (14) An(y)i22 =3 AN (Y)1231 = 17T A Term(y)1,2,2.2A
In(y)21,22 =4 N (Y)21,221 = 23/
Term(y)21,222 AN (Y)2,1,223 = (Y1222 A (Y)2,1,224 = (Y)1,2,2,3N
(Y)a121=W)1210=1A(Y)141=2A(y)213=(y)13=3A
ln(y)Q 1,2 = ln(y)1 9+ 1A
Eq(y, ( )1 2,29 (y)1 2,0n(y)1 20 Y (y)2,1,2,3, (y)2,1,2,ln(y)27172)/\
In(y)2,1,4 = In(y); 4N
Eq(y, (¥)1,40 ()10 Y5 (Y2041 (Y)2,1 400(0)21.4)

o RY

([R21,[T71,3,(6,[D1], ..., [Dm—-11,(23, [y], [=], [A1)))

((15),[T1,3,(6,[D1], ..., [Dm-11,(17[=][AT)))

RF(y) <in(y) =2 ANin(y)1 = 4 Aln(y)z, = 4N
(W) = (15) An(Y)1,a0nm)is = 3N (Y)14,n(y)1a1 = 1TA
Term(y)lA,ln(y)lA,Z A ln( )2 L,4,0n(y)214 — =4 A ( )2 1,4,In(y)2,1.4,1 = 23N
Term(y)2,1,4,ln(y)27174,2 A (y)Q 1,4,0n(y)2,1.4,3 — ( )1 4,In(y 4,2/\
(Y)2, 1,400 ()2 1.08 = (Y)1,4,00(9)1.4,3/N
(W20 =1A(Y)1a1=2A(Y)2,13= (¥)1,3=3A
In(y)21,2 = In(y)i 2N
Eq(y, ( )1 2,15 (y)1 2,0n(y)1 20 Y (y)2,1,2,17 (y)?,l,?,ln(y)27172>/\
In(y)a14= ln(y)l aA
Eq(y: ()1,4,0 (W)1,4,000)01.4-1) Y5 (V)20 (¥)2,1,4,00(0)21.4-1))

Predikater for 1.3 og R defineres pa tilsvarende mate. Cut-regelen ma
oppfylle predikatet:

o Clut

([R2],1T7,3,(6, [D1], ..., [Dm], [A]) ([R2], (5, [A], [C1], -+, [Cnl),3, [AT)

((19), 17,3, [A])
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Cly) eln(y) =3ANIn(y) =4 ANIn(y) =4 AN In(y)s, =4
{

()11 = (19) A (y)2,1.4 dn(y)2,4 = (131,22

Whi2a = W32 = 1A (W)1a1 =2A(Y)313= (¥)213 = (¥)13=3A
In(y)i2 = n(y)a,1,2A

Eq(y, (Y)12,05 (Y)1.20nw)120 Y5 (V) 20,205 (Y) 2,1 2,00(5)2.0 2)

In(y)ia = In(y)s14A

Eq(y, (y)1,4,1 (y)1,4,ln(y)1747 Y, (y)3,1,4,1, (y)3,1,4,ln(y)37174)/\
In(y)a14=In(y)ia+ 1A

Eq(y, (y)1.41,(Y)14 dn()1.45 Ys (Y)21.4.1, (y)2,1,4,(ln(y)27174—1))/\
In(y)s1,2 = In(y)iz2+ 1A

Eq(y, (Y121 (W)1,20n0) 10 Y (¥)3,1,2,3 (¥)3,1,2,0n(1)s.1.2)

Jeg gir ogsa predikater for noen av de ikkelogiske slutningsreglene i

PRA:
o Ref

(TR21,(5,(29,([a], [a])), [C2], - -, [Cn1),3, [AT)

((20), 17,3, TA])

Ref(y) ©ln(y) =2 ANin(y)r = 4 A ln(y)2,1 = 4N
(y)1a=(20) Aln(y)21.22=2A(¥)2,1,2:21 = 29N
Term(y)a,1,2,221 N (Y)21,2,221 = (Y)2,1,2,2,2,2\
()220 =(Y)1210=1A(Y)141 =2A(¥)213= (Y)1,3=3A
In(y)212=1In(y)i2+ 1A
Eq(y, ( )1 2,25 (y)1 2,0n(y)1 20 Y (9)2,1,2,3, (y)2,1,2,ln(y)27172)/\
In(y)a,1.4 = In(y)i A
Eq(y, (y)1,4,1, (9)1,4 In(y)r,4° Y (9)2,1,4,1, (y)2,1,4,ln(y)27174)

o Repl

(TR21, (5, (TP, ([61)), (29, (T, [61)), ([PT, (Ta])), [Ca], - - - [Cal),3, [AT)

((21),(5,([a],29, 1), ([P, ([a])), [C5], - - - [Cal),3, [AT)
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Repl(y) <in(y) =2 ANin(y)r =4 ANln(y)za = 4N

o Trans

(Wig=COAIn(Y)22=2A(Y)1,221 = 29A

Term(y)1,2221 A Term(y)i 22227

In(y)an,22=1I(y)2s=2A Atomic(y)i 23N (Y)1,2,22 = Y1,2,3,2,1A
(9)2,1,2,2,1 = (y)2,1,2,4,1 A (y)2,1,2,2,2, (y)2,1,2,3,2,2/\
(Y)2120=(Y)121 =1 A (W)141=2A(Y)213=(y)1,3=3A
In(y)ea,2=1In(y)12+ 1A

ln(y)27174 = ln(y)174/\
E(J(% (y)1,4,17 (y)1,4 In(y)1,40Y> (y)2,1,4,17 (9)2,1,4,ln(y)2,1,4)

(TR21, (5,29, ([e], [e])), (29, ([a], [P1)), (29, ([a], [e])), [Cs], - - [Cal),3,[A])

((22), (5, (29, ([a], [b1)), ({29, [a], [e])), [CaT, - - - [Cn1),3, [AT)

Trans(y) <ln(y) =2 ANln(y)r =4 AN in(y)21 = 4N

o Sym

(W1 = (22) An(y)2a.22 = n(Y)r22 = n(Y)1,23 = 2A
(Y)21,2210 = (W1,2210 = (Y)1,231 = 29A

Term(y)i,2,2.21 A Term(y)i2,2.22 N Term(y)1,2,3,2,2A
(W122210 = (W12321 A (Y)21,2,221 = (¥)2,1,2,3,2,2\
(Y)21,2222= (¥)2,1,2,4,2.2/\

(Y)21,210 = W)120 =LA (Y)141=2A (Y)213= (y)1,3=3A
In(y)a,2 = n(y)iz2+ 1A

Eq(y, (¥)1.2,2, (¥)1.2 In(y)i2s Y (y)2.1.2.3, (y)2,1,2,ln(y)27172)/\
In(y)a1.4 = In(y)1 A

Eq(y, ( )1 4,1, (y)1 a,0n(y)1,40 Ys (y)2,1,4,1, (y)2,1,4,ln(y)27174)

([R21, (5, (29, ([b], [a])), (29, ([a], [E1)), [C2], - - [Cnl),3, [A])

((23), (5, (29, ([a], [B1)), [C2]; - - [Cnl),3, [AT)
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Sym(y) <Iln(y) =2 Aln(y) = 4 A In(y)z = 4N

o NN

(W1 = (23) Aln(y)a122 = In(y)12,2 = 2A

(Y)21.2.21 = (Y)1,221 = 29/

Term(y)r 22210 A Term(y)i 22,020

(Y)21,2221 = (W)21,2322 A (Y)2,1,22,22 = (¥)2,1,2,32,1A
(Y)21,210 = W)120 =LA (Y141 =2A(Y)21,3 = (¥)1,3=3A
In(y)ai2=In(y)iz2+ 1A

Eq(y, ( )1 2,29 (y)1 2,0n(y)1 20 Ys (y)2,1,2,37 (y)2,1,2,ln(y)27172)/\
In(y)a,1.4 = In(y)i 4N

Eq(y, ( )1 4,1, (y)1 4,In(y)1,40 Y (y)2,1,4,17 (y)2,1,4,ln(y)27174)

([R21,(5, (31, ((O))), [C2], - . [Cnl),3, [AT)

((24), [T13, A1)

NN(y) in(y) =2 AN iln(y)r =4 ANin(y)z21 = 4N
{

e RN

= (24) Nn(y)2122 = 2 A (Y)2,1,221 = 31A

n(Y)za,222=1A(Y)21,2,2211 = 0A
y)2717271 = (y)17271 = 1 /\ (y)174,1 = 2 /\ (y)271,3 == (y)LS - 3/\

(TR21, (5, (31, ((1), [a])), (31, ([a])), 3, [A])

((25), (5, (31, ([a])), [C2], - - [Cn1),3, [AT)



RN(y) ©ln(y) =2 Aln(y)r =4 Nin(y)21 =4
A ()1 = (25) An(y)za22 = In(y)122 = 2

((28),[T,3, [A])

IMy) <ln(y) =2 A in(y)1 =4 ANin(y)21 = 4N
-

Y)1 8) Aln(y)2122=2A(y)21221 = 29N

Y)21,2221,1,2 = ln( )2,1,2,2,2,1;1 ANl < (y)2,1,2,2,2,1,1,3

(
(Y1
In(y)21222=2AIn(Yy)2122211=3AN(Y)21222111 = 2A
(y)
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< (y)2,1,2,2,2,1,1,2 A (y)2,1,2,2,2,2 = (y)2,1,2,2,2,1,(@,)271727272717173 + 1A
(Wa2121=W121=1AYW)141=2AN(y)213=(y)1,3=3A

n(y)za,2 = In(y)i2+ 1IN

Eq(y, (y)1,2,2, (y)1 2,0n(y)12: Y (y)2,1,2,37 (9)2,1,2,17@(1,)27172)/\
In(y)a,1.4 = In(y)i A

EQ(ya (y)1,471, ( )1,4,ln(y)1747 Y, (y)2,1,4,1, (y)2,174,ln(y)27174)

Predikater for AssAdd, AssTimes, regelskjemaet for likhet av funksjo-
ner Fqf og den sammentrekte (eng. contracted) versjonen av denne,
FEqfc, defineres pa tilsvarende mate. Her er predikater for funksjoner

definert ved skjemaene for primitiv rekursjon og komposisjon.

o [0
([R2-|7<57<297<<<47 |—g-|,|—h-|>,fa1-| 7777 |—an-|,0>,<|—g-|,|—a1-| 7777 [aﬂ-|>>>7"'>737 |—A-|>

((31), [T, 3, [AT)
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fo(y) in(y) =2 ANIn(y)r = 4N In(y)21 = 4N

Y)ia=31) Aln(y)zi22=2A(Y)21,221 = 29A
n(y)212.22=2ANIn(Yy)21222110=3AN(Y)212221,1,1 = 4A

Y)2 2,1,2.2,2,1,In(y)212221 = 0N (Y)2,1,2.2,221 = (Y)2,1,2,2,2.1,1 27
v])2<]<ln 27172727272((Vi)QSigln(y)271727271(y)?,l,?,?,?,l,i = (y)2,1,2,2,2,2,j)/\
Y)21,20 = (y)l 210 = LA (Y)141=2A (Y)213= (Y)13=3A

o frec
(29, (€, [g1s TRT), TaxTs -+ Tan T, (€10, [O1) (TRTs [an ], - - s [an], [b], ({4, [g], [RT), [@1], - -, [anT, [0}

((32),[T1,3, [AT)

frec(y) <ln(y) =2 AN In(y) =4 Alin(y)eq = 4N

(W)= (32) An(y)2122=2 A (Y)2,1,22,1 = 29A

In(y)a1,222=2NI(Y)2122211 =3 A (Y)2122211,1 = 4A

( )2,1,2,2,2,1,Zn(y)27172727271 > 0A (y)2,1,2,2,2,1,1 = (y)2,1,2,2,2,2,ln(y)27172727272,1
In(y)212.221 = ln(y)2,1,2,2,2,2,ln(y)27172727272 =1In(y)212222+ 1

A (V1) 2<icin)onnzsn (¥)2,1,22,2,20 = (¥)2,1,2,2,2,20n(1)2122.2.

= (¥)2,1,22.2.0.6) A (¥)2,1,22.21,00()21 221,10 = (A

(y)2,1,2,2,2,1,ln(y)27172727271,2 = (y)2,1,2,2,2,2,ln(y)27172727272,ln(y)u7272727271n(9)27172727272

= (¥)2,1,2,2,2.2,(n(w)2.1 2022 -1) N (Y)2.1,2.2.2.21 = (¥)2,1,2,2,2,1,30

()220 =(Y)120 =LA (Y)141 =2A(Y)213=(Y)1,3=3A

In(y)an,2 = In(y)12 + 1A

Eq(y, (Y)1,2,20 (Y)1,2.n0)1 25 Y (V) 21,235 (V) 21,200 (0)0,1 2)A

In(y)a1,4 = In(y)1 4N

Eq(y, ( )1 4,1, (y)1 4,0n(y)1,40 Y> (y)2,1,4,1, (y)2,1,4,ln(y)27174)

e fecomp
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G 29, (€3, TR, Toa ], -y Tgm 1), Taa -y Tan 1), ([RT (T911, [a1] - TanT), - - ([gm 1, Tarl- - TanT))), - -

((33), [T, 3, [AT)

feomp(y) <ln(y) =2 Aln(y) =4 AN In(y)a, = 4N

Jia=33) Aln(y)2122=2A(¥)212:21 = 297

n(Y)21,2.22=2AIn(Y)2122211 = 3N (Y)2,12,22111 = 3A
)

Y)21,22211,2 = (y)2,1,2,2,2,2,1/\

v])2<]<ln( )212.22.1 ((y)21.22215 = (Y)2.1,2222i.5))A

(

[

(

(\V/l)3<z<zn( )2 ,1,2,2,2,1,1((y)2,1,2,2,2,1,1,i = ( )271727272727(2 1)1

(

(Y)21,210 = (Y121 =1A(W)1,a1 =2A (Y)213=(y)1,3=3A
[



Tillegg C

Aksiomfil

10.

11.

12.

N(0),I' = A

I'= A
N(Sa),N(a),I'= A

N(a),I'= A
Sa=Sba=bT=A

a=0bT= A EqS

+ac=+bd,a=b,c=d, T = A

a=be=dT=>A Dt

xac = xbd,a =b,c=d,I' = A

a=bec=dTl = A g

b=ca=ba=c'= A

a=ba=cl = A Trans

b=a,a=5bI=A

i=bT A Y™

Oa=0,=A

= A TTNull

122ab=b,T = A

= A 11122

Predd =0, = A

= A NN Pred

PredSa = I22Predaa,I’ = A

= A RRPred

r1220b = S0,T = A

= A NNI22
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

149

ri122S5ab = 122r[22abb, I = A

= A RRI22

10b=b,T = A

= A NN Add

+Sab= 5+ ab,I' = A

= A RRAdd

+ 4+ abc = +a + be,I' = A

r=A AAssAdd

x0b=0,"= A

= A NNTimes

xSab =+ * abb, ' = A

= A RRTimes

*x x abc = *xa * be, ' = A

r=A AAssTimes

Pil220b = r12206,T = A

= A PPPI22n

Pi1225ab = «P1122abr122S5ab, 1" = A

= A PPPuI22r

SPa = SPreda,I' = A

= A CCSP

PiSP0 = SPO,T = A

= A PPPiSPn

PiSPSa = xPiSPaSPSa,I' = A
I'=A

PPPiSPr
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