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���	
� �
��
� <��1,+!� �,���<�! ����!� �3 �0! ��� ! ��,�+! � ��� 0�� � �
�!�� 1 ������!1 �.F !+� �0�< !� �.�!��!1 �� . �� ��+� � ��� �
��
� +�,�!� �0!
�0�< ! �3 �0! ����! �� +0� �! � �0 �� �� ,�,���� �!! �� � !�� ����� �3 �0!
����! � � ! 1 ��!+��� � ��� � �� �
��
� �� � �� 1!�!+�!1 .� � !��,�� �
�0! �.F !+� �0�< !� �3 � ����!  ,�.!� �3 �.F !+�� � 1 �� �) � � 3�� ��������+��
���!����� � �
� �
6� �	��8� 6�� � �
�6 � 6�6 ��� �� �� � �8�� ��7 �	��8�
I ��)! � ��� !�������� � �.��� !1 3��� � A��� ��,1 �!� �� � ����� � ����!� � �! �A
� � � ��� � !��,�!� ! �� �3 ����*� +�,��!�� ��! � 1!< ! 1! � �3 �0! 1� �� �+��
����! �3 �0! ���� ����� � � ���!� � 	 0 ��! � A��� ��,1 �!� ��! .��!1 � �0! ���,�<A
��� �3 0�1�������+ !�, ���.��,� � �0! +�,��!� � A��� ��� � 1 � ����� � ����!�
��! .��!1 � �0! ���,�<��� �3 1� �� �+�� !�, ���.��,� � �0! +�,��!� � �! �� �
��,1 �!� � �)!  � �,+0 ���,�<��� � � - � � �!�,�� � �0!�! ��!  � �!����+��� � � 
�0! 1� �� �+�� ����!� �3 �0! +�,��!�� !*�� � !1 .� ���� ������ �� �! �� � � /0!
��,1 �!� +� . ! �<<��!1 �� ����!� � , 1!��� � � � �F �� � !��!� !�! �� �� K!�� ��
�� 1� �� �+���� �!��*!1 +�,��!�� � K0!�!�� � A��� � 1 � ����� � ������ 1��� +� 
� �� . ! ,�!1 �� �.��� <�!+��! � ��� � !��,�!� ! �� 3�� �0! ����!� ��< ! �
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��� �� ������� ��������

�! !��� �!����� ��� ��  !!1!1 �� !*<�!�� �0! 1!����� �3 0�K <0��� � ��! �M!+�!1
.� � ���� ������ �� 2!�1 � ;�K!�!� � � �����<0���+� ��� ! ,�!3,� �<<��* ������ �
�<<�� K0 �+0 � �)! �0! <0���+� �3 �0 �� <�� +!�� �,+0 ���<�!� � /0! !M!+� ����A
������ 0�� � ���0� +� 0! +! . ! !*<�!��!1 �0��,�0 � K��!3�� � �<<���+0 �
- K��!3�� � �� �0! �� +,� �3 < � � �� � ��! �0! ��� ! ���0� ����!� ���! 3��� �0!
��,�+! ��!! : ��,�! ���� � - � �0! K��!3�� � +����!� �0! �.�!��!� � ����! �3
�0! ��,�+! �� �!! � �0! 1 ��!+���  ��� �� �� �0! K��!3�� � � J��� ���� ���0�
����!�� � ������0� �� !� � �0! K��!3�� � . !� � � !*<� 1 � � �<0!�! � B,� �3
<���� �3 �0! K��!3�� � <��� �0��,�0 � ���� ������ �� 2!�1 �0!�! <���� K ��� . !
1!���!1 � �� �0! !M!+���! �< !!1 �3 ���0� �� �!1,+!1 �!�����! �� <��<������ � 
��+,,� � /0! �0�< ! �3 �0! K��!3�� � �0!�!3��! +0� �!� � � 1 0! +! ���� �0!
1 ��!+���  ��� �� �� �� � � �! � �0! < ������ �3 �0! ����! � /0 �� �� !�, ����! � ��
��� � � �0�� �0! ���0� ��� �� . ! � � � ��! � ����! ! �,�0 1!��� �0! K��!3�� �
K ��� 1�,.�! ���!�3 � �!�1 � � �� �,���<�! ����!� �

/0!�! ��! 3�,� ��� 1��1 �<<��* ������ � �<<��!1 � ���� ������ �� �! �� � @
•

/0! ���� ������ �� 2!�1� ��! K!�) ! �,�0 �0�� � �����! <����+�!� 3����K
J!K�� �� 1� �� �+� �

•
-� �0! !*�! � �3 �0! �! � � ��� � �0! �� ! �3 ���0� ��  !���� �.�! +��<��!1



� �4 �
6� �	6	���6 � �8�� ��7 �

K ��0 �0! 1 ���� +!� . !�K!! ��,�+! � 1 �! � � 1 �.�!��!� � �0! �! � . !A
0��!� �� �3 �� 0�1 � �� � �K�A1 ��! ��� �� � ��� 1 �����.,��� <��F !+�!1
��� � �0! �� ! �3 ���0� �

•
-� �0! �! � � 1 �0! ��,�+! ��!  !���� ���� !1 ��� � �0! �� ! �3 ���0� � �0!
� �,��� �!<������ � �0! �)� . !�K!! �! � � 1 ��,�+! �� �� ��� ! �,�0
�� �<<�� �0! �<<��* ������ 

sin 6 ' 6
�

•
/0! !M!+�� �3 1 �M��+��� � ��!  !���� �.�! �

: ��,�! ��� 1 ��<���� �0! . ! 1 � � �3 ���0� ��K��1� � < � � � � ��� �
M

� -<<�� � �
�0! �. ��! �<<��* ������ � �0 �� +� . ! 1!�+��. !1 �� �0! . ! 1 � � �3 � ���0� ���
.� � � �,��� �� �, �

α̂
� 1!2 !1 �� �0! 1!�!+��� � ��! � 1 � ��! .�

α̂ =
4GM

c2b
.

���$�
;!�!

G
�� �0! ���� ������ �� +� ��� � �

c
�� �0! �< !!1 �3 ���0� � 1

b
�� �0!

� �,��� 1 ���� +! . !�K!! 
M

� 1 �0! , < !��,�. !1 ���0� ���� +���!1 �0! ��<�+�
<���� !�!� � /0! !M!+� �3 � 1 �����.,�!1 � ��� �� �0! �,� �3 +� ���.,��� � 3���
��� < � � �� � �) � � ,< �0! � ��� 1 �����.,��� �

- ���� ������ �� �! � ����!� 0�� �0! �!�� !��� �0�K � : ��,�! ��' �L!3�A
1�� �&$' � �

S
�� �0! ��,�+! < ������ �

O
�� �0! < ������ �3 �0! �.�!��!� � � 1

α̂
�� �0! 1!�!+��� � ��! �

β
�� �0! � ��! . !�K!! �0! �<��+ �* �� � 1 �0! ��,!

��,�+! < ������ � � 1
θ

. !�K!! �0! �<��+ �* �� � 1 �0! ����! �
I
�
Dd
�
Dds� 1

Ds
��! �0! � �,��� 1 ��� !�!� 1 ���� +!� . !�K!! �.�!��!� � 1 �! � � �! �

� 1 ��,�+! � 1 �.�!��!� � 1 ��,�+! �!�< !+���!��� � /0! <���� !�!�
η

�� �0!
1 ���� +! 3���

S
�� �0! �<��+ �* �� � ���0��� �� �� �0 �� � � 1

ξ
�� �0! ��<�+�

<���� !�!� � /0! �!1,+!1 1!�!+��� � ��! �
α
� �� � ��! .�

α =
Dds

Ds
α̂ .

���C�
?� �� �!! 3��� : ��,�! ��' �0��

θDs = βDs + α̂Dds .
���D�

:��� �0 �� �0! �
� �����	
 �� 1!���!1 � � �� � � �0! �!����� . !�K!! �0! < ���A
��� � �3 ��,�+! � 1 ����! @

β = θ − α(θ) .
���&�

-� �0! !�,���� ��  � �� !�� � �0! �! !��� +��! � �0! < ����. ����� �3 �,���<�!
����!� +���!�< � 1 � � �� � �� ��! ��,�+! < ������ �� <�!�! � �

:��� �0! ���,�<��� � �1! !����!� �0! � ��� �3 �0! �! � +� . ! ��!��!1
�� �K�A1 ��! ��� �� � 	 0 ��! +� ��1!�� � � �! � K ��0 +� ��� � �,�3�+! � ���
1! �����

Σ
�
M

+� �0!�!3��! . ! +��+,���!1 3���
M(ξ) = Σπξ2 .

����>�
�� 3�8=2-375 :457-41 -,4 �84=� 35	 
. 7< 93	,- =1 -,4 93	,- .=1141 =5 7�� 42- ;
� 7-4 -,=- =1

Dd,ds,s

=84 :4�54: 35 2
8�4: 1.=24�-3> 41 � 35 	4548=9
Dds 6= Ds − Dd

;
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/0! �!1,+!1 1!�!+��� � ��! �� 0! +! � ��! 3��� !�,���� � ���$� � 1 ���C�
.�

α(θ) =
Dds

Ds

4G

c2ξ
(Σπξ2)

=
4πGΣ

c2
DdDds

Ds
θ ,

������
K ��0

ξ = Ddθ
� /0! �������� ���� �� � ��� �
���� �

Σcrit
� �� 1!2 !1 .�

Σcrit =
c2

4πG

Ds

DdDds
.

������
� ��! � �! � K ��0 � +� ��� �

Σ = Σcrit
� !�,���� ������ � �!�1� � 1!�!+��� 

� ��! �3
α(θ) = θ

� �!�,��� � � 
β = 0

3�� ���
θ
�

��8 � ���	8 �� 
6� ��
I�� � !�,���� ����>� � 1 ������ �0! �! � !�,���� +� . ! K����! ��

β(θ) = θ −
Dds

DdDs

4GM(θ)

c2θ
.

������
- ��,�+! �� � � !*�+��� � �0! �<��+ �* �� �

θ = 0
� �3 � +��+,����� ����!���+ �! �

K ��� . ! ����!1 �� � �� � 1,! �� �0! ������� �� ����!��� �3 �0! �! � ����!� �
/0! � ��� <��2 �! �3 �0! �! � �� ��. ������� .,� �0! �! � �,�� . ! �,< !�+����+�� �
Σ > Σcrit

� 3�� �0! <0! �� ! � �� � ++,� � /0! ��1 �,� �3 �0! �� � �� 1!2 !1 ��
�0! � �
���
 ������ �

θE
� � 1 �� � ��! .� �!��� �

β = 0
� !�,���� ������ �

θE =

[

4GM(θE)

c2
Dds

DdDs

]1/2

.
����' �

/0! 	 � ��!� ��1 �,� �� ��<���� � � 1!�+��. � � ���� ������ �� �! �� � �!A
�� !����

2θE
�� �0! ��< �+�� � �,��� �!<������ �3 �,���<�! ����!� � � 1 � 

� � � �! � ����!� � �0! 	 � ��!� �� � �!<�!�! �� � �<<��* ����! . �, 1���
. !�K!! ��,�+! < ������ � �0�� ��! �,���<�!A����!1 � 1 �0��! �0�� ��! �� ��!A
����!1 � - ��� � ���� � �! �� � � ++,�� �� ��,�+!� +���!� �0� �. �,�

θE
�� �0!

�<��+ �* �� � K0!�!�� K!�) �! �� � ��)!� <��+! � ��,�+!� �� +��!1 K!�� �,���1!
�0! 	 � ��!� �� � � B� +��<��� � !�,���� � ������ � 1 ����' � �� �� �!! �0��
�0! � !� �,�3�+! � ��� 1! ���� � ��1! �0! 	 � ��!� �� � !�,��� Σcrit

�

��� � ��� ���
� ��
�� 
 ���� �	�� 
���
�� � ���
�

���� ������ �� �! �� � �� +,��! ��� �0! � ��� 1 ��!+� � !�0�1 �� 1!�!�� � ! �0!
! ���! � ��� 1 �����.,��� �3 � ����*� +�,��!� � (,! �� ��� ,. ��, ���,� !�� � K!�)
�! �� � � �!�1� � �1!���! �!���,��� � �<� �3 <��F !+�!1 � ��� ��!� K �1! ��!�� �
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�� ��� � �� ���� �� ���!�
�� ��� ���� �� � �	������ 	 �
 � ���!�
��
���� ��  �
�		 ���	�� �� �� ����� # "�	��� ���� ����� �� ��
���� ���� ��	�� ��
�� 	 �
 �

K0 ���� ���� � �! �� � <��� �1!� 0 ��0 � ��� �!���,���  !�� �0! ��,�+! ����!
< ������ � �

��,��!�� �3 ����* �!� ��! � �����! � � 1 �0 �� ����! � ��� +�,�!� �0!� �� . ! 1
���0� 3��� ��� .�+)���, 1 �.F !+�� � /0 �� �� �!! �� 1 �������� � � �0! ����!�
�3 �0�,�� 1� �3 1 ���� � ����* �!� � /0! ���� ������ �� �,�3�+! < ��! ���� �3 �0!
�! � �

φ
� �� 1!2 !1 �� � �K�A1 ��! ��� �� J!K�� �� < ��! ���� 3��� K0 �+0 �0!

�! � !�,���� ���&� +� . ! 1!���!1 � /0! 1 �������� � ��! +0���+�!���!1 .� �0 ��
�,�3�+! < ��! ���� � K0 �+0 ���� +� . ! 1!�+��. !1 .� �K� 3�+���� � +� �!��! +! �
κ
� � 1 �0!�� �

γ
� �� �!��! +! K ��� �!�1 �� � ������< �+ � �� �2+���� �3 �0!

��,�+! � +�,�� � �0! ����! �3 �0! ��,�+! �� �!��� ��� �0�< ! .,� K ��0 � ����!�
��H! � G0!�� +�,�!� � � �,��� 1!3��� ���� � �0! ����! K ��0�,� +0� � � �
��� ���,� ! � �0! � �� ��,1! �3 �0! �0!�� � ��! .�

γ = (γ2
1 + γ2

2)1/2 � /0!
�K� +��< � ! �� �3

γ
�
γ1,2

� ��! 1!2 !1 � !�,���� � ����&� � 1 ����>� � 	 ��0
. ��0

κ
� 1

γ
<�!�! � � � +��+,��� ��,�+! K ��� . !+�� ! � !���<��+�� ����! � ��

1 ��<���!1 � : ��,�! ��" � ?3 �0 �� ��,�+! 0�� � ��1 �,� �3 , ���� �0! � �F �� � 1
� � �� �* �� �3 ��� ����! �� � �!�< !+���!���

a = (1 − κ− γ)−1, b = (1 − κ+ γ)−1 ,
����"�

� 1 �0! � �� �2+���� �
µ
� �� � ��! .�

µ =
1

(1 − κ)2 − γ2
.

����$�

/0! �!����� . !�K!! 
φ

� 1
κ

��

∇2
θφ = 2κ ,

����C�



� �� � 6�� 8�	�56	���� ��

K0!�! �0! #�<��+�� �3
φ

�� ��)! K ��0 �!�< !+� ��
θ
�
κ

�� �0!�!3��! � ��! .��

κ(θ) =
1

2

(

∂2φ(θ)

∂θ2
1

+
∂2φ(θ)

∂θ2
2

)

.
����D�

/0! +��<� ! �� �3 �0! �0!�� ��! � ��! �� �K� �11 ���� �� �� !�� +��. � ���� �
�3 �0! �!+� 1 1!�������! �3

φ
.�

γ1(θ) =
1

2

(

∂2φ(θ)

∂θ2
1

−
∂2φ(θ)

∂θ2
2

) ����&�

γ2(θ) =
∂2φ(θ)

∂θ1∂θ2
.
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=���!� ' G�, ��!� ��&&�� 0��! 1!�!��< !1 � � !�0�1 ,�� � K!�) �! �� � � !�A
�,�!� ! �� �� �,� �������!�� �!+� ���,+� �0! �,�3�+! � ��� 1 �����.,��� �3 �
+�,��!� � :��� �0! 1!1,+��� �3 !�,���� ����C� �� �� +�!�� �0��

κ
+� . ! � ��! 

� �!�� � �3 �0! �K�A1 ��! ��� �� �,�3�+! � ��� 1! �����
Σ
� .�

κ(θ) =
Σ(θ)

Σcrit
,

���� ��
K0!�!

Σcrit
�� �0! +����+�� �,�3�+! � ��� 1! �����

κ
�� �0!�!3��! ���� 1!2 !1

�� �0! 1 ��! ��� �!�� �,�3�+! � ��� 1! ���� �3 � ����*� +�,��!� � /0! �,�A
3�+! � ��� 1 �����.,��� �3 �0! �! �� � +�,��!� +� 0! +! . ! �.��� !1 3���
Σ(θ) = κ(θ)Σcrit

�
/0! =���!� ' G�, ��!� � !�0�1 �� .��!1 � �0! 3�+� �0�� . ��0

κ
� 1

γ1,2��! �� !�� +��. � ���� � �3 �0! �!+� 1 1!�������! �3
φ
� :�,��!� ��� �3��� � �

!�,���� � ����D� A ����>� � �!�1� !*<�!���� � �3
κ̃
�
γ̃1
� � 1

γ̃2
� ?� �� �0! < ����.�!

�� !*<�!��
κ̃

�� � 3, +��� 
γ̃1

� 1
γ̃2
� � 1 � �!��! :�,��!� ��� �3��� � � �0 ��

3, +��� �!�1� �� � !������! �3
κ
� - �� �0�� �� �!�, ��!1 �� !������! �0! �,�3�+!

� ��� 1! ���� �3 � ����*� +�,��!� �� � !������! �3 �0! �0!�� � /0 �� !������!
�� <��� �1!1 .� �0! =���!� ' G�, ��!� � !�0�1 � �0�� ., ��1� ,< � �0! 3�+� �0��
�0! �0!�� 2!�1 �

γ(θ)
� +� . ! � !��,�!1� � /0 �� �� 1� ! .� 2��� 1!2 � � �0!

!���<��+��� �3 � ����! .�

ε = ε1 +
�
ε2 =

1 − r

1 + r

!2�
ζ , r ≡

b

a
,

������
K0!�!

ζ
�� �0! < ������ � ��! �3 �0! !���<�! � 1

a
� 1

b
��! ��� � �F �� � 1

� � �� �*!� � �!�< !+���!��� I �� � !�,���� � ����"� � !*<�!���� 3�� �0! ��!���!
� �44 142-375 � ;	 <78 = >784 :4-=394: :4:
2-375 75 4

=-3751 �� ;�� � �� ;	�� ; �,4 .84�

145-=-375 :754 ,484 31 75 9? > 4=5- =1 = 	4548=9 35-87:
2-375 -7 -,4 -7.32 7< 1,4=8 =5:
275�48	4524 ;

�� 4-=394: :41283.-3751 =�7
- ,76 -,31 31 :754 31 <7
5: 35 � =3148 � �

 3841 � �87=:,
81-
������ ;
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!���<��+��� � 1,+!1 .� �! �� � +� . ! 1!1,+!1 ��

〈ε〉 =

〈

γ

1 − κ

〉

,
������

K0!�! �0! ��!���! �� ��)! ��!� � 2 ��! ��!� �3 �0! �)�� ? K!�) �! �� �
κ � 1

� K0 �+0 �0! ����1��!� �0! ���,�<��� �0�� �0! �0!�� �� 1 ��!+��� � ��! 
.� �0! !���<��+��� @

〈γ1(θ)〉 ≈ 〈ε1(θ)〉 , 〈γ2(θ)〉 ≈ 〈ε2(θ)〉 .
����' �

/0!
γ1(θ)

�
γ2(θ)

2!�1� ��! 0! +! �.��� !1 3��� � !��,�!� ! �� �3 �0!
!���<��+��� �3 K!�) 1 �������� � �3 .�+)���, 1 ����*� ����!� � ?� �� ��<���� �
�0��

〈ε1(θ)〉
� 1

〈ε2(θ)〉
��! �.��� !1 3��� � ����! �3 �!��� �.�!

S/N
�����

� ��1!� �� <��� �1! �!���.�! � !��,�!� ! �� K ��0 ��K !����� � :��� �0! �0!��
2!�1

κ(θ)
+� . ! 1!���!1 � K0 �+0 �0! <��� �1!� � � !�0�1 �3 �! !���� � �

�K�A1 ��! ��� �� �,�3�+! � ��� � �< 1 ��<��� � �
Σ(θ)

�

��� � �	� � ����	

?� �� +,��! ��� . !��!�!1 �0�� �. �,� D"
 A &>
 �3 �0! � ��� �3 �0! , ��!��! ��
� �1! ,< .� 1��) � ���!� � B!+�,�! ��  !��0!� !� ���  �� �!�!+�� !�!+���� ��A
 !��+ ��1 ����� ��,+0 �� ���0�� �� ��  �� �!�1 ��� � ���.�! � ;�K!�!� � ��� <�!�! +!
+� !*<��� ���� ������ �� � �� ���!� �!! � �0! � ���� � 1 1 �����.,��� �3
����* �!� �

? �&�� �K �+)� �.�!��!1 �0! ��� � ����*� +�,��!� � 1 1!���!1 ��� �����
� ��� .� � !��,�� � �0! �!�� +���!� �3 � 1 �� �1,�� ����* �!� � �0! +�,��!� � ��A
�,� � � �0�� �0! +�,��!� K�� � ���.�! !�, ���.��,� � ;! +��+,���!1 �0! � !� 
�� �, � �3 � ��� < !� , �� �,� � ����� �� �. �,�

200h−1M�/L�
� K0!�!�� . ��0

�.�!������ � 1 ��1!��� � � 1 �+��!1 �0! ����� �� 0��! � � !� � ���A��A���0�
����� �3 �. �,�

10M�/L�
� �K �+)� �0!�!3��! +� +�,1!1 �0�� �. �,�  � ! �! �0

�3 �0! � ��� K�� 1��) � ���!� � 1  �� < ����.�! �� 1!�!+� � ��,����� /0 �� +� A
+�,��� K�� +� ����!����� � ��� �� . !+�,�! �0! 1� �� �+ ����! �3 +�,��!�� K��
 �� +�!�� � ? �0! �&C> (� �0! 2��� ���� � � � A��� �!�!�+�< !� � �<�+! �.�!��!1
�0�� ����! ����*� +�,��!�� +� ��� !1 ��� �� � �!�<!���,�! �3 �. �,�

108 = �
G,+0 0�� ��� �!�, ��!� � ����! � 1!!< < ��! ���� K!�� �� +� ��� �� � �0,� <��� � �
�0! ����*� +�,��!�� �� . ! � ���.�! !�, ���.��,� � 1 �0�K � � �0�� �K �+)� K��
+���!+� �

- � 1��) � ���!� +� � �� . ! 1!�!+�!1 � 1 ��!+���� ���� ������ �� �! �� �
<��� �1!� � , ��,! � !�0�1 �� �.��� � 1!!< !� , 1!���� 1 � � �3 ���  ��,�! �
( ��) � ���!� 0�� �� 3�� � �� . !! 1!�!+�!1 .� ��� ���� ������ �� � �,! +! � 
����� �� �+�� �.�!������ � � /0!�! ��! �!�!��� ��,1 �!� ��� � � �� 1!�!+� 1��)
� ���!� .� 1 ��!+� � !��,�!� ! �� � .,�  � ! 0�� �,++!!1!1 �� 3�� �
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����*� +�,��!�� K!�! 2��� �! �����!�� �!+�� ��!1 � �0! �)� �,��!�� �3  !.,��!
� �0! �D>>� � -� �0�� ���!  !��0!� �0! ��H! � 1 ���,+�,�! �3 �0! ����*�  ��
�0! 1 ���� +��� . !�K!! �����,� ��< !� �3  !.,��! K�� ) �K � - !��! ����
��!< ��K��1� �0! <0���+�� � �!�������� �3 ����*� +�,��!�� +�� ! K ��0 ;,..�! (�
1 ���� +! �+��! �3 �0! ���! �&�> (� � �K �+)� (� � 1 �+���� � �. �,� 1��) � ���!� �0! 
���! ���! �� 3,��0!� � �!�������� � � � 1 -. !�� (� +� ���,+��� � �3 �0! 2��� -. !��
+�,��!� +������,! � �0! �&"> (� ��1 �+���� +0� �!1 �0! ��,1 �!� �3 ����!A�+��!
���,+�,�!� �

����*� +�,��!�� ��! �0! ����!�� ���.�! ���,+�,�!� � �0! �� +�� , ��!��! �
3��� � � �0! 1! �!�� +��< � ! �� �3 �0! ����!A�+��! ���,+�,�! �3 �0! ! ���!
, ��!��! � /0! +�,��!�� +� ���� �3 ����* �!� 0!�1 ���!�0!� .� ���� ������ � +� A
��� � � 3��� �� 3!K �� �! �� �0�,�� 1� �3 ����* �!� � /0!� ��< �+���� 0��! �
1 ��� !�!� �3 � �� �> %<+ � #���! ���,< � �� �3 ����*� +�,��!�� ��! +���!1 �,< !�A
+�,��!�� � K0 �+0 ���� �<< !��� � 2��� ! �� � �0! ����!�� ) �K ���,+�,�!� �3
�0! , ��!��! � /0! 2 ��� ! �� ��! �0�!�1A��)! ���,+�,�!� K ��0 � ��< �+�� �! ��0
�3 C> �� �"> %< + �

��,��!�� �3 ����* �!� +� ��,�0�� . ! 1 �� �1!1 � �� �!�,��� � 1 ���!�,���
+�,��!�� � L!�,��� +�,��!�� 0��! � ���� � +� +! ������ �3 ����* �!� ��K��1�
�0! +! ��! � � 1 ��! 3����� ����!���+�� �<0!��+�� ����!� � � /0! ���� � �F �����
�3 �0!�� ����* �!� ��! !���<��+�� �� �! ��+,��� �GE � ����* �!� � ?��!�,��� +�,��!��
��! � ��! 1 �M,�! � 1 �!�� ���,+�,�!1 � /0!� +� ��� ��� ��< !� �3 ����* �!� � K ��0
�,.��� ����  ,�. !�� �3 �< ���� ����* �!� �

��� �� �� � �� ��������

/0! ���� +� �< �+,�,� ���,< � �� �3 ����* �!� ��! +���!1 -. !�� +�,��!�� � 1
K!�! �1! ��2!1 .� �!���! -. !�� � /0! 2��� <0������<0 �+ �,��!� K�� <��� �1!1
.� �0! ����� �� G)� G,��!�� ��1! K ��0 �0! G+0� �1� �!�!�+�< ! �� % �, �
����� �� � �0! �&"> (� � -. !�� ,�!1 �0 �� 1���.��! �� +� ���,+� � +������,!
+� ��� � � �C�� �3 �0! ��+0!�� �,+0 ���,< � �� � �0!  ���0!� 0!� ��<0!�! �
1!�+��. � � �0! <�� +!�� � 0 �� �&"D <�< !� �-.!�� �&"D� � /0! +������,! K��
���!� !*�! 1!1 �� �0! ��,�0!� 0!� ��<0!�! .� -.!�� � ���K � � 1 E��K � 
�-. !�� !� �� � �&D&� � � 1 �0! ����� ���<�! +� ����� �3 '>C$ ����*� +�,��!�� �

/0! -. !�� +������,! 3��� !1 �0! .���� 3�� �0! 2��� �,� �������! ��,1 �!�
�3 ����*� +�,��!�� � � 1 �!���,��� ��!1 �0! ��,1� �3 ����!A�+��! ���,+�,�! � 
�0! , ��!��! � -. !�� ���) ��!�� +��! K0! +�����3� � � �0! +�,��!�� � � 1 �0!
3�+� �0�� 0 �� +������,! ����� �� �0! 3, 1�� ! ��� ��KA�!1�0 �3� ���<�! <���!�
�0 �� � /0! <�� +!�� �3 1!2 � � ����*� +�,��!�� 3��� K �1!A2!�1 �,��!� <���!�
0�� . !! �!< !��!1 � �!+! � �!��� ,�� � �,��� ���+ <���!A�+�  � � � �+0 � !� �
L!�,��� 3��� �0 �� <�� +!�� �0�K!1 �0�� �0! �,.F !+���! 3�+��� � -. !�� (� � ��,��
�!�!+��� �� �!�� �� ��� � - �!�� ����! 3��+��� �3 �0! ��+0 +�,��!�� � �0! -. !��
+������,! �!<�!�! � +��<�+� � �� +����!1 < !�)� � �0! �<����� 1 �����.,��� �3



�� ������� � � �����
��� ���

����* �!� � % ��� �3 �0! +�,��!�� 0��! �!1�0 �3�� �!�� �0� > �� � � 1 �0!� ��! ���
0!�1 ���!�0!� .� ���� ������ � :��� �0! �!�,��� � -. !�� +������,! -. !�� 1�!K
�0! ��<���� � +� +�,��� �0�� ����*� +�,��!�� ��!  �� �� 1�� �� 1 �����.,�!1 �

��� ��� ������	� ����� ���� �� ����� ����

/0! ����*� +�,��!�� -. !�� ��" � � 1 -.!�� �&&" K!�! �.�!��!1 K ��0 �0!
�� �1�A:�� +!A; �K��� /!�!�+�< ! ����� � ,�� � �0! K �1!A2!�1 ��( �����+
+�� !�� ��� ��� � �0! '  ��0�� �3

7th − 11th �3 % �� �>>> .� ; 	)� (�0�! �
J � ! !*< ��,�!� � !�+0 �3 $>>� � K!�! �.��� !1 � �0!

I
.� 1 
 � � �� � � � �����

!*< ��,�! ���! �3 "'>>� 3�� !�+0 ����*� +�,��!� � /0�!! �3 �0! -. !�� ��" � !*< �A
�,�!� K!�! �.��� !1 , 1!� ��� �2+� ��� K���! �!!� � +� 1 ���� � ��. �,� ��′′���0� �0! ��0!� ��* ��. �,� > �′′D� � - � ���� ������ �� �! �� � � ������ � �! !���
 !!1� �!!� � +� 1 ���� � ���, 1 �′′ � � ����!� �0� ��′′�� � � 1 . !+�,�! �0! ��*
%���1 �!!� � !*< ��,�!�& K!�! �,� +�! � 3�� � ������ <,�< ��!� � �0! �0�!! %.�1
�!!� � !*< ��,�!�& K!�! !*+�,1!1 3��� �0 �� ��,1��

/0! K!��0!� +� 1 ���� � K0 ��! �.�!�� � � K!�! �!�� ���1 � K ��0 <0���� !�A
��+ �)� � ��� �3 �0! ���! � /0!�! K�� ��� ! ��� � �0! . !� �  � � �3 �0!
 ��0�� � .,� �� �0! �.�!������ � K!�! �.��� !1 � �0!

I
.� 1 � �0 �� 1 �1  ��

0��! � ��� �2+� � � �,! +! � �0! 1��� � /0! ���1 K!��0!� +� 1 ���� � � 1
�0! !*+!��! � �!!� � �!�,��!1 � !*< ��,�!� +� ��� � � � ��!���! 0 ��0 ��� ��A
��A � ��! �

S/N
� ���,!� � /0 �� �� � 0,�! �1�� ���! K0! 1!��� � K ��0 K!�)

���� ������ �� �! �� � �� �� �� �0! 3�� �!�� �.F !+�� ���K!��
S/N

� �0�� ��! �3
� �!�!�� �

/0!�! K�� � ��!�� �1�� ���! � 0�� � � �0! �.�!������ � ���!�1� �.��� !1
K0! ������ � � % ���!� (� 1!��!! � ��  � 1!���� K!�! �� . ! !*< !+�!1 1,! ��
.�1 �.�!�� � � +� 1 ���� � � /0!�! !* ����  � <�!� ��,� K �1!A2!�1 ��,1 �!� � �0!
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���� ������ �� �! �� � � /0 �� ��,1� ��!� �,� �� ��1 �� �3 �. �,�

18
�′7 � +��!�� � � 

��!� �3 �"> ��,��! ��+� � ,�!� � K0 ���� �0! 1��� � �0 �� �0!��� ��! �.��� !1 ��
�,�!�� ��� ��1 �� �3

41
�′2 � +��!�� � � ��!� �3 ���� ��,��! � � ,�!� � 	 ��0 � 
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� 8 ��� �8�	
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6��6 �
�8 ����	�a �)� �−1� &$ �$"� &" �" �'
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0.1−2.4
b,e �1044h−2

50

!�� �−1� D �� � �� �'�
�

0.1−2.4
c,f �1044h−2

50

!�� �−1� �� �C �$ �"



d
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d
d,f �h−1%<+� D&' DD'

a
� �� 0��� ��-8=	=9=2-32 � =-=�=14 �
,--. /0054:666 ;3.=2 ;2=9-42, ;4:
035:4� ;,-> 9

b
�74,835	48 4- =9 ; 	���

c
� 9945 4- =9 ; 	���

d
�,4 � 4:1,3<- � 31-=524 =92
 9=-78 �
,--. /001= � ;1-=8 ;
29=5 ;=2 ;
�0

∼
2.,084:1, 3<- ;,-> 9

e
� 351-435 � :4 � 3--48 
53�4814 �

ΩM = 1, ΩΛ = 0
f
�,4 271>797	? >7:49 7<

ΩM = 0.3, ΩΛ = 0.7

���� ���� ��������	��	�� ����� �� 
����� ������� ���� ��� � ��� ���� �� �

���,� !1 �� . ! � 1� �� �+�� !�, ���.��,� � -. !�� ��" � �� .� -��! !� �� � ��>>��
+�����2!1 �� . !� � � ����*� +�,��!� , 1!��� � � � � �F �� � !��!� !�! � � .��!1
� � A��� 1��� 3��� LEG-/ � 1 �0� 1�� � /0! +�,��!� �� <��.�.��  �� � 
1� �� �+�� !�, ���.��,� � /�.�! ��� ����� ��� ! +0���+�!�����+� �. �,� �0! ����*�
+�,��!�� � /0! L ��0� - �+! ��� �L- � � (!+�� ���� �(	� � � �!1�0 �3� �

z
� � 1

�0! 0!���+! ���+ ��1 ��� �!�� +��� ��! ��)! 3��� �0! K!. <��!� �3 J-G- �?�-�
	*�������+��+ ( ���.��! �J	( �	 � /0! �!��A3��� ! � A��� �,� � �����!� �

L0.1−2.4
�

��! 3�, 1 � �0! ����+�!� �3 B�!0�� �!� !� �� � ��>>>� � 1 - ��! !� �� � ��>>�� �
+��+,���!1 � �0!

0.1 − 2.4
)!
 ! !��� .� 1 �

L0.1−2.4
��! ���!�0!� K ��0 �0!

� �,��� 1 ��� !�!� 1 ���� +!�
Dd

1!�!�� � !1 3�� �K� 1 �M!�! � � �1!�� �3 �0!
, ��!��! � �0!

Λ
�(% ��1!� �3

ΩM = 0.3
� 1

ΩΛ = 0.7
� � 1 �0! 	 � ��!� A

1! G���!� � �1!� �3
ΩM = 1

� 1
ΩΛ = 0

�
Dd

�� +��+,���!1 ,�� � � � �� !
%L!1�0 �3� ( ���� +! ���+,�����& � �
��� �� �� �� ��� � � �� � �� ��� � ��� �� � �� ����
: ��,�! ��$ �0�K � �0! 2!�1 �3 -. !�� ��" � � ��1! 3��� ���+) � � �0! $ �!1,+!1
����!� )� � /0! 2!�1 �3 -. !�� �&&" �� �0�K � : ��,�! ��C � /0 �� ����! ��

�,--. /0054:666 ;3.=2 ;2=9-42, ;4:
035:4� ;,-> 9�,--. /001= � ;1-=8 ;
29=5 ;=2 ;
�0
∼
2.,084:1,3<- ;,-> 9

+��,4 3> =	4 84:
2-375 31 2=8834: 7
- 35 ,=.-48 	 -7	4-,48 6 3-, -,4 =1-87> 4-832 2=93�
�8=-375 ;
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(!�!+�� � !�!+���� �� !��+ ��1 ����� �� �0! !��! +! �3 �.�!������ �� ����� A
���� /0! �!��+0 3�� � !�0�1� �� 1!�!+� � 1 ����! �� �,+0 ���0� �� < ����.�!
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+���!+�!1 � �0! 3�� �!� �0! �.F !+�� �0�� +� . ! 1!�!+�!1 � /0 �� �� K0�� � �)!�
�0! �!�!�+�< ! �0! � ��� ��<���� � �� �� � ����� ����

/0! � �! ��� �3 <0������<0� 1,�� � �0!  � !�!! �0 +! �,�� �!1 �� �
�!���,��� � ����� ���� B� ��, �� � � <0������<0 �+ <���! �� �0! 3� +��
< � � � �3 �0! �!�!�+�< ! � 1 ��) � � �� � !*< ��,�!� � !*��!� !�� 3�� � 3!��,�!�
+�,�1 . ! 1!�!+�!1 � : ��� 0�� �0! �. ����� �� �,� ,< �0! � �! ���� �3 ��� �0!
<0��� � �M!+�� � ��� !�,���� � K0!�!�� �0! !�! 0��  � < ����. ����� �3 ���0!�� �
�0 �� � 3��� ���� � .,� ���0!� !���!� �0! ����! �!�!��� ���!� � �!+� 1 � I �� �
� +�� !�� �� � ��! 1!!< � 0 ��0A�!���,��� ����!� � �1! �� < ����.�! �� �!! 3�� �
�.F !+�� � � 1 K ��0 �0! �1�! � �3 <0������<0� ����� �� !�� +�,�1  �K �!!
1!!< !� � �� �0! , ��!��! �0� !�!� . !3��! �

/0�,�0 +�� !��� ���! ����� �� !�� � K�� �3 1 ��+��!�� � �0! , ��!��! � +!
� ��! � �� �� K!�� ) �K �0�� � <0������<0 �+ <���! �� � � !� +�! � 1!�!+���
�3 ���0� . !+�,�! �� 1!< ! 1� � � +0!� �+�� �!�+��� �� <��1,+! � ����! �
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�!+���� +���!1 ��(� �+0���!A+�,<�!1 1!� �+!�� � ����� ��� D>
 �3 �0! ���0�
3���� � � � ��( �� ����!1 � /0! �,� �,� !� +�! +� ��	 � �3 � ��( �� �
� !��,�!� ! � �3 0�K !� +�! ��� �0! ��( 1!�!+�� <0��� � � 1 +� �!��� �0!�
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/0 �� +0�<�!� 1!�+��. !� �0! � ���,� ! �� ,�!1 � � 1 ���� �� �)� � �� �0! �!A
1,+��� �3 �0! 1��� �!� � /0 �� <�!A<��+!��� � �� 1� ! �� �!� ��! � ���,� ! ���
��� ��,�! � 1 ��<���! �0! ��� ��A��A � ��! �

S/N
� � �0! 1��� . !3��! ���!�<�A
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 =6=33=5�-=893	,-0
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��� ��� �0! ��( �<< !��� ��� �<��! � �� � +�� � � <0��� � �

#!3� ��� ! � �0! +� 1,+��� .� 1 !�!+��� � K�,�1 �!+��. � ! .�+) � �� �0!
���! +! �!�!� K ��0 � �<<��* ����!�� �>> � �����!+� 1� � /0!�! !�!+��� � �,��
�0!�!3��! . ! +���!+�!1 � 1 0!�1 � <��+! , ��� �!�1�,� �++,�� � 	 �+0 < �*!� 0��
�0! �. ����� �� +���!+� �0! ���! +! !�!+��� � � 1 )!!< �0!� � � <��! ���� K!��
, ��� �0! ! 1 �3 �0! !*< ��,�! � 	 0! �0! !*< ��,�! ! 1� � 1 ��( �!�1�,�
. !� � � � �0! !�!+��� � +���!+�!1 1,�� � �0! !*< ��,�! ��!  �K �0 �3�!1 K ��0 � 
�0! 1!� �+! � /0! ����� +0���! �3 !�+0 < �*!� �� �0 �3�!1 ��� � �0! +���!�< � 1 � �
+��,� � G� +! !�+0 +��,� � �0! ����� �� +�  !+�!1 � <�����!� � !�+0 < �*!�
�0 �3� �� � �� �+)!1 �0��,�0�,� �0! ! ���! ����� ���,��� !�,���� /0! +0���!�
+� ��� !1 � !�+0 ��K ��! � ��!1 ,< � ! ��K � � 1 �0! ��< ��K � +���!1 �0!
�,�<,� �0 �3� �!� ���!� � �!��!� �� �0! ��� ����� . !�K!! �+���! ��K � � �0! �����
� 1 �0! �,�<,� �3 �0! 1!� �+! � :��� �0! �,�<,� �!� ���!� �0! +0���! +���!+�!1
K ��0 � !�+0 < �*!� �� ��� �3!��!1 � ! �� � ���! � �� �0! �,�<,� !�!+��� �+� � 1
� !��,�!1 �� � ������! � /0 �� ������! �� �0! +� �!��!1 � �� � �,�<,� 1 �� ����
 ,�. !� +���!1 �� � �� ����A��A1 �� ���� , ���� � /0! <��+!�� �3 � �� � � �0!
+0���!� �3 !�+0 ��( ��K � �� �0! �,�<,� �!� ���!� � �0 �3�� � !�+0 < �*!� +0���!
K ��0 � �0 �� ��K � 1 ��� �3��� � � �0! ������! ����!1 � !�+0 < �*!� � �� -(I�
+� �� ,!� , ��� �0! ! ���! ����� �3 < �*!�� 0�� . !! �!�1 �,� � /0 �� � ��0�
��)! ,< , ��� � 3!K � � ,�!� 3�� ����!A3��� �� � �1!� ��( ������ � �,+0 �� �
2048 × 2048

��( �
/0! ��� �3 �0! ��( 1!�!�� � !� 0�K �0! +0���! +���!+�!1 � !�+0 < �*!�

�� ��� �3!��!1 � �� � 1 �� ����  ,�. !� � �0! �,�<,� ����! � /0 �� �� �!� .� �0!
�,�<,� !�!+��� �+� � � 1 �� � ��! �� �0!  ,�.!� �3 !�!+��� �  !!1!1 �� <��1,+!
� ! -(I ��!< K ��0 � �0! - ����A��A1 �� ���� �- �( � +� �!��!� � ��� ���,!�
,�,���� �� �! 3���

1 − 10
!−�-(I � ��K!� ���,!� . !� � �0! � ��� +���� �

- ��0�,�0 ��� ! ��(� ��!  � A�� !�� ��!� �0! K0��! �� �! �3 1��� ���,!� �
���� ��(� ��! �� !�� � �0!�� �!�< � �! �� � +�� � � <0��� � 3��  !���� ���
���,!� � � �
 ����� 0!�! ��<��!� �0!�! �� � ���<�! �� !�� �!����� . !�K!! �0!
 ,�. !� �3 � +�� � � <0��� � ��0! � <,� ���,!� � 1 �0! 1 �� ����  ,�. !� ����!1
� �0! �,�<,� ����! ��0! �,�<,� ���,!� �

/0!�! ��! �0�!! 3�+���� �0�� +� < ����.�� ��� �� �0! ����!�� ,��.�! �,�<,�
< �*!� ���,! � � ��( ����! � - �( ���,����� � ���,����� 3��� !*+!!1 � � �
< �*!� (� 3, �� K!�� +�<�+���� � 1  � A�� !������ - �( ���,����� �<< !��� K0! 
�0! � <,� ���,! !*+!!1� �0! ����!�� ���,! < ����.�! 3�� �0! ��( �� +� �!��
� �� � �,�<,�  ,�. !� � /0! � <,� ���,! �� 0! +! ��� ��!1 .� �0!  ,�. !� �3
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. ��� � �0! - �( +� �!��!� � 3�� � �$ . �� +� �!��!� �0 ��  ,�.!� +���!�< � 1� ��
216 = 65536

� - �� ��(� . !+�� !  � A�� !�� �� �!�� 0 ��0 � <,� ���,!� � /0!�!
� ��0� �0!�!3��! . ! ���,���� � K0!�! �0!  � A�� !�� �!� �� ������ . !3��! � �
���,����� �<< !��� � �0! ����! � � 1 �3 �0! ����� �� !� �� , �K��! �3 �0 �� �
0! +�,�1 0��! �  ,�.!� �3  � A�� !�� < �*!�� � J� A�� !�� 1��� ���,!� +� 
����� . ! ,�!1 � �,.�!�,! � �+�! ��2+ � ������ � �0�,�0 �0!  � A�� !����� �,��
. ! +��!3,��� � !��,�!1 � 1 +���!+�!1 3�� � ��) � � �� ��<���� � �� ) �K �0!
�� !�� �� �! �3 �0! ��( .!� � ,�!1 � ?� �� +�!�� �0�� ,�� � �  � A�� !�� ��(
�!�, ��!� 1!��. !���! ����! <�� +!��� � . !3��! � � 1��� � ������ +� . ! +����!1
�,� � �0 �� . !� � �0! �!��� �0�� �0! � �F ����� �3 ��1�� (� ��(� ��! �� !�� 3��
� ��� 1��� ���,!� �

���
��� � ��
 �� ��	 � �� � � !��,�! �3 �0! �. ����� �3 � ��( �� 1!�!+�
<0��� � � 1 �,� �0!� � �� ,�!3,� �,�<,� � /0! �	 �� 1!2 !1 �� �0! �����
�3 � +�� � � <0��� � �� �0��! �+�,���� 1!�!+�!1 � :�� ��!� �K� �0 ��1� �3 �0!��
����� �< !+���� �� �! �	 � �3 +,��! � ��(� ��! ��< �+���� $>
 �� � ��! � � 1
�0! �	 +,��!� ��< �+���� < !�)  !�� &>
 � B!+�,�! �0! �.���<��� �3 � <0��� 
�3 � �< !+�2+ K��!�! ��0 1!< ! 1� � �0! �.���<��� �! ��0 �3 ����+� � � �0!
�	 �3 � ��< �+�� ��( K ��� �<<��* ����!�� � ����� �0! <0��� �.���<��� +,��!
3�� ����+� � - �� < �*!�� K ��0 � �0! ��� ! ��( 1!� �+! ��! ���,� !1 �� K��)
�1! ��+���� � 1 0��! !�,�� �!�< � �!� �� �0! ��� ! K��!�! ��0� � 	�! �0�,�0
�0 �� �� ��,! �� � +!���� !*�! � � �0!�! K ��� ��K��� . ! ��� ! � !�,����� . !�K!! 
< �*!�� � 1 �0 �� �� � ! �3 �0! �!��� � �0�� � �)! ���A2!�1 � �  !+!������ � /0!
��0!� �!��� 3�� ���A2!�1 � � +�� !� 3��� �������� � � �0��,�0<,� � 	 0! 
�.�!�� � � K ��0 � K �1!A2!�1 +�� !�� �0! K0��! 2!�1 �3 � �!K K ���  �� �!+!��!
�0! ��� ! �� �, � �3 ���0� � �� ��1!�� � �0! ��!� �3 �0! �!�!�+�< ! � ����� �!��
���0� 0 ��� �0! !1�!� �0� �0! +! ��! � 1,! �� �0! <���. ���+ �0�< ! �3 �0! � ����� �
�!�,��� � � �!�� ���0� 0 ���� � �0! !1�!� �3 �0! 1!�!+��� �� � � /0 �� ��  �� �!�1 ���
� ���.�! 3�� � �� ��� 1!�!+��� � .,� +� � ��! ���! �� �������� � ��!� �0! 2!�1 K0! 
,�� � � K �1!A2!�1 1!�!+��� �

/0! ��� �3!� �3 �0! ����� +0���! 3��� !�+0 < �*!� �� �0! �!�1�,� �3 �0!
��( �!�1� �� �� ��� ����!� � 1 �11 ���� �� , +!���� ��!� � ��  ��� 
	�� 3��
�0! ��( �!�!+�� �0 �� � 1 �� � ��! � �!�� � �3 !�!+��� � +���!+�!1 .� �0! < �*!�
�� �0! 2 �� ��� �� ,< � �!�1�,� � L!�1  � ��! +� ����� �3 �K� +��< � ! �� �
�0! +� �!���� 3��� � � ���� ��� �� �� � 1 �� ����  ,�.!� � 1 �0! � ++,��! +!
�3 �<,���,� !�!+��� � +�!��!1 .� �0! !�!+��� �+� +�,�� � , K� �!1 �� 1��
�,+�,���� � � �0! �,�<,� � /0!�! �K� !M!+�� �11 , +!���� �� �� �0! 2 ��
�,�<,� ���,! � � 1 �� �0! .���� 3�� +��+,���� � �0! �!�1  � ��! � /0!�� ��  � ��!
K ��0 � �0! ����+� � �0! ��( K ��� ���� �11 !�!+��� � �1��) +,��! �� �� �0!
< ��! ���� K!�� �3 � < �*!� � /0 �� �� K0� ���� ��( 1!� �+!� ��! +���!1 1�K ��
�!�< !���,�!�  !��
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/0! ��� ��� ��( �����+ +� ����� �3 �� ��(� ���� �!1 � �
6×2

�����+ K ��0
� <0���+�� ��H! �3 �. �,�

21× 14
+� � 	�+0 ��( +� ��� �

2048× 4096
< �*!�� �

K0 �+0 � !� � �0�� ���!�0!� �0! �� +0 �<� +��!� � ��!� �3
12, 288 × 8, 194< �*!�� � �0�� ��
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�′1 ��+� � ,�!� �3 �0! �)� �� �0! ��� ! ���! � /0! ��(�
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K ��0 � 0 ��0 ��� �� �!1,+!1 .� �0! �$A. �� - �( +� �!��!� . !+�,�! �3 ���,����� 
� ++,��� � K0! �0! < �*!� K!�� �� 3, �� � /0! �!�,��� � �� !����� 1�� �� +� . !
" � �>>> -(I �� �0! ��K!�� � K0 ��! 3�� �0��! +0 �<� K ��0 ��K!� ��� � �0! 1� �� �+
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:�� ��(>� � ��(>� � � 1 ��(>C �0! �!���� +0���! ��� �3!� !� +�! +�
��/	 � �� > �&&&&" � �0 �� �� ��K!� �0� 3�� �0! ��0!� ��(� �0�� 0��! � �/	
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1!<�0 �3 2!�1 �� +����+�� � :�� > �′′' �!!� � �0! 1!<�0 �3 2!�1 �� �0! ���� <���!

��,4 <72=9 8=-37 � 7�-=354: �? :3� 3:35	 -,4 <72=9 945	-, 7< -,4 > 38878 �? 3-1 :3=> 4-48 ;
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3� +,� �� $> � �+�� � � � 1 �+0 �!� � � �0 �� ��� !�� K�� ��<���� � � � �) � � �0!
3� +�� <�� ! ���,+�,�! � ? 1 �� �1,���� �0! +0 �<� ��! ��� K ��0 � �> � �+�� � � � 1
� +��. � !1 ��� !�� . !��K �>> � �+�� � �� � !��,�!1 � -+���� �0! 2!�1 �0!
��< �+�� �������� � ����! �,����� �� �!�� �0� > �′′ � 3�� � �!!� � �3 > �′′" �/0! ��� ��� 0�� �!�� ���1 +��� !��+ <��< !���!� � /0! � ���,� ! � K!.
<��! +����� �0�� �0! � ����+ 0�� � ����� �3 �>> .�1 +��,� � � ���� �3 �0!�
� ��(>" � ;�K!�!� � K0 ��! �!1,+� � �0! 1��� � ��! ,�!�!�� +��,� � K!�!
3�, 1 � ��(>> � /0 �� �!�,��!1 � �� . !� �  !+!����� �� � ��) �,� � �& � ��!
+��,� � � �!�� � � �0!� 1 ���!���1!1 .� �0! � ������ ��3�K��! 3�� �0! �!�� �3
�0! � ������ )� � /0!�! � �& .�1 +��,� � K!�! ���  !*� �� !�+0 ��0!� � +��!�� �
��!� 0��3 �0! ��H! �3 �0! +0 �< � � 1 ��!+��� � /0! ��(>$ � >D � >& � �> � � 1 ��
��! 3�!! �3 .�1 +��,� � �

/0! +0 �<� ��! ���� !1 K ��0 ��<� 3��� �D �� '� < �*!�� . !�K!! �0!� � K ��0
� ��!���! �3 �D < �*!�� � !���AK!�� 1 ��!+��� �� � � 1 �� < �*!�� �  ���0A
��,�0 1 ��!+��� �� � � ? ��+�!+� 1� �0 �� +���!�< � 1� �� C �′′D !���AK!�� � 1 $ �′′D ���0A��,�0 � /0! �!�����! � ��!� . !�K!! �0! +0 �<� �� �! 3���
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% ��! 1!�!+��� 1��� ��! 3�, 1 � /�.�! � �� � 1 +0���+�!�����+� 3�� �0!
��,�� �

I
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/0! ����! �!1,+��� � 1 �! �� � � ������ � �0 �� �0!��� ��! < !�3��� !1 ,�� �
�0! ����� ��3�K��! <�+)��! � ����� �� 1!�!��< !1 .� J �+) =���!� )) � ?� �� �
���� �< !+����� 1!��� !1 3�� K!�) �! �� � <,�< ��!� � � 1 �� �<��� ��!1 3�� �0�< !
+� 142-375 	 ;�
++�=3148	,=6=33 ;4:
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�!��,�!� ! �� �3 3�� � ����* �!� � (,! �� �0! � ��� ��+ !���<��+��� <�!�! � � 
.�+)���, 1 ����* �!� � <�!+��! � !��,�!� ! �� �3 �.F !+� �0�< !� ��! +�,+��� � 
�.��� � � �++,���! K!�) �! �� � �!�,��� �

����� <��+!��!� . ��0 ���� 2�!� � 1 �.F !+� +������,!� � �! !��� �< !�A
���� � +� . ! +����!1 �,� � �0! ���� 2�!� � �,+0 �� ����! �,.���+��� � 1
1 �� ���� � /0 �� �� ,�!3,� � . ��� �!� ���� � 1 ���A2!�1 � � ��!+��� � � �' � 1 � �"� �
/0! ���� 2�!� +� ���� . ! +��. � !1 �� �.��� � � !1 �� 3��� ! 3�!! 3���  � ��!
� 1 �.F !+�� ��!+��� � �' � � �� ���+)!1 �� ��<���! �0!

S/N �,����� ��!+��� � �&� �
�������,!� +� . ! . ��0 +��. � !1 �� +��<��!1 � � �!�1 � � � < ����. ����� �� 2 1
� �<< � � <���� !�!�� . !�K!! �K� +������,!� ��!+��� � �D� � ����� <��� �1!�
� � !�0�1 �3 !*���+�� � 3�� � �.F !+�� 3��� � +������,! )* � ��) � � �� < ����.�!
�� +���� �,� �0!�� � !��,�!� ! �� � ���!�� �0!�! �! �!1 .�+)���, 1 �.F !+�� �
/0! ��3�K��! ,�!� <���+�� )� � � ��,����� � +������,!� � � 1 0! +! <��� �1!� �
� !�0�1 �� !*���+� �� �!F !+� �.F !+�� � ��,�����

����� +� �! !���! � ��� 2�!� 3��� �.F !+� +������,!� � �� +�!��! � +��A
����,! .��!1 � �.F !+� 1!�!+��� � � � � ��� 2�! � 	 0! +�!��� � �,+0 �.A
F !+� +������,! � �0! +���1 � ��!� � 1 +0���+�!�����+� �3 !�+0 �.F !+� ��! 1!A
�!+�!1�+��+,���!1 � 1 ����!1 � : � ���� �� +� <��� �.F !+�� 3��� � +������,!
� ��< �3 � � ��� 2�! � �� 1� ! � : ��,�! � �& �

/� � �)! ����� 1 ���!���1 +���,<� 1��� �,+0 �� .�1 < �*!�� � 1 +��,� � �
�0!�! ��! � ��! �0! %-�?� ���,! � �0 �� . !� � �0! � ���  !�����!  ,�. !�
!*<�!���.�! � �0! < �*!� 3��� �� ,�!1 � /0! ����� ��3�K��! 3, +��� � �0! �!��
3�� �0 �� ���,! 1,�� � <��+!��� � � 1  !��!+� �0! < �*!� �3 %-�?� � �!��� � �0!
%-�?� < �*!�� �!� �� %-�?� � �0! �,�<,� �

����� �� ,�!1 � ��� ����! <�� +!��� � � 1 �! �� � � ������ �0��,�0�,�
�0 �� �0!��� � -<< ! 1 �* � � ��!� � 1!����!1 � ���1,+��� �� �0! ��3�K��! �

� �� � 
�� �� ���	���

:�� !�+0 ����! ��)! � �0! ��( !�!+��� �+� ��! �!� ,< �� <��� �1! � < ������!
�M �!� ���,! +���!1 ��  ���� ���� /0 �� �� 1� ! � ��1!� �� ��� �1  !�����!
+�, �� � �0! �,�<,� ����! � ����.����� � !��,�!� ! �� �3 �0! . ��� �!�!�
� 1 ��� , +!���� �� ��! ,�,���� � �1! ,�� � � ! �� . ��0 �3 �0! 3����K � � �K�
<�� +!��!� � ��!��+� �!� �� � <��1,+!1 K ��0 !�!�� �!�1�,� �3 � ��( 3��� ! �
�� ,�! �3 . ��� 3��� !� � � ��� � ��� � ��! � �1! .� ��) � � !*< ��,�!� �3 > �>>>
�!+� 1� � /0! �0,��!� �!� �� � +���!1 � 1 �0! ����! �� F,�� � �!�1�,� �3 �0!
, !*< ��!1 ��( � /0 �� K�� �0! �!�1  � ��! �!�!� �3 �0! ��( �� 1!�!�� � !1
� 1 � � !1 �� . ��� 3��� ! )� +� �0! . ! �,.���+�!1 3��� �0! ����!� � ��1!�
+@78 7�� 42-1 7< =5? �0
+� 142-375  ;�
+��,4 > 4:3=5 � 3=1 <8=> 4 1,7
 9: � 4 > =:4 =1 -,4 > 4:3=5 7< �� 78 >784 � 3=1 <8=> 41 35

78:48 -7 2=.-
84 =99 -,4 1-=-31-32=9 �=83=-3751 ; �
4 -7 1-=-31-32=9 84� 42-375 6,45 27>� 35 35	 �
-,4 > 4:3=5 � 3=1 <8=> 4 6 399 =917 � 4 <844 <87> 271> 32 8=?1 � 84=: 57314 �=83=-3751 � =5: 8=5:7>
�
2-
=-3751 -,=- 6 399 =..4=8 35 = 135	 94 � 3=1 <8=> 4 ;
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�� +�!��! � . ���A+���!+�!1 ����! �
/0! � !�0�1 �3 	�����
 �� �	
� +� . ! ,�!1 ���!�0!� K ��0 �� � ��!�1 �3

,�� � . ��� 3��� !� � ? �0 �� <�� +!�� ��!��+� ����<� ��! �11!1 �� � 1 ����!1
K ��0 !�!�� 3��� ! 1,�� � �!�1�,� � /0! ��!��+� ����<� ��!  ,�. !�� �3 ��K �
�� +��,� � �3 <�!,1�A< �*!�� <��1,+!1 .� �! 1 � � �11 ���� �� +�� +) +�+�!� ��
�0! ��( �,�<,� !�!+��� �+� � /0! � !� ���,! �3 �0! ��!��+� < �*!�� �� �0! 
1!�!�� � !1 � 1 �,.���+�!1 3��� !�+0 < �*!� K ��0 � �0! 3��� ! �� +�!��! � 
����! 3�!! 3��� �11 ���� �� . ��� ���,!� �

B��0 � !�0�1� �0�,�1 . ! �<<��!1 K0! �.�!�� � � K ��0 � ��( 0�� � � �
�K�A1 ��! ��� �� ���,+�,�! � �0! . ��� �!�!� � 1 � �11 ���� �,M!�� 3��� �  � A
���.�! . ��� �!�!� � - � �0! . ��� �!�!� ����!� �0��,�0�,� �0!  ��0� �0! � !1 �� �3
�0! ��!��+� ����< !� �,�� . ! �!� ��!1 3��� ��� ����!� 2��� � � +�,1 � � �0! . ���
3��� !� � /0!�! . ��� 3��� !� +� �0! . ! �!� ��!1 3��� �0! ����!� �� �!� ��!
�0! . ��� ���,+�,�! +��<�!�!��� L !� �� � � �0! . ��� �!�!� 3��� �0! ����!� ��
�0! 2��� ��!< � �0! ����! �!1,+��� <�� +!�� �

- � �0! . ��� 3��� !� �!<�!�! � � � �K�A1 ��! ��� �� ���,+�,�! �0�� � ��0�
!* ��� � �0! ��( . ��� �!�!� �0!� <��� �1! � ��! � 3��� ���� �0� ��!��+� 
�!� �� � � /0! . ��� ���,+�,�! �3 �0! ��( ��� +� ��� ��� ! �K�A1 ��! ��� ��
<���!� � � ;�K!�!� � �� �0!�! ,�,���� ��! �3 ��K �!�!� � 1 ���.�! K ��0 ���! �0!�
��! �3�! +� ��1!�!1 . !� � �3 ��K ��<���� +! � 1 �0! � !� �3 �0! ��!��+� 
����<� �� ,�!1 3�� +���.����� � ��!�1 �

� ��� � ��� � ��! ���� !*< ��,�!� ��)! K ��0 �0! �0,��!� +���!1 � .,� 3��
��� ! ���! <!���1 �0�� �� ,�,���� !�,�� �� �0! !*< ��,�! ���! 3�� �0! �.F !+�
����!� � /0!�! 3��� !� � !��,�! �0! 1��) +,��! � )� � �0! ��( � .,� �� �0!
��( �� ,�,���� +���!1 K ��0 #J� �0!� �!�+0 �!�<!���,�!� � K0 �+0 �0! 1��)
+,��! � �� !��! ������  !���� �.�! �

/0! <�� +!�� K ��0 ��!��+� ����<� K�� ,�!1 3�� . ��� �!� ���� � �0 �� �0!��� �
/0! � !1 �� . ��� ���,! � !�+0 ����! 3��� ! K�� � !��,�!1 � 1 �0! �,.A
���+�!1 3��� �0! ����! � /0! �0! ��!��+� �!� �� K�� +,� �M . !3��! 3,��0!�
����! �!1,+��� K�� +����!1 �,� � /0 �� � !�0�1 K�� �,� +�! � . !+�,�! �0!
. ��� �!�!� �3 �0! ��� ��� +0 �<� 0��  � ��� �2+� � �K�A1 ��! ��� �� ����� +! �

� �� � �������� 
� ����

- � ���� �� �� ��  �� ,�!1 � +���.����� �� � �)! ,< 3�� �0! ����0��� 1 �M!�! �
��� �� �	 ���,! �3 !�+0 < �*!� � �0! ��( K0! +��<��!1 �� ���  !��0. �,�� �
� 1 ���� �� +���!+� 3�� ����! �+��! �0��,�0<,� �������� � )� � /� ����! �0! < �*A
!�� ( �!�����! �!�< � �! �� �0! � +�� � � ���0� � �0! �.F !+� 3��� !� ��! 1 �� �1!1 .� �
���A2!�1 3��� ! � /0! �1!�� ���A2!�1 ����! K�,�1 . ! � !*< ��,�! K ��0 , �3���
���,� � ���� �3 !�!�� < �*!� � ��1!� �� �.��� �0! � �!� �� �������� � �3 �0!
< �*!�� K ��0 � �0! ��( � <�!3!��.�� .� � ���0� ��,�+! �0�� 0�� � ��� ���� �< !+����
+�� =8� 2
8845- 31 -,4 1=> 4 =1 -,48> =9 57314 ;
+� 142-375 	 ;	
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! !��� 1 �����.,��� �� �0�� �3 �0! �.F !+� ����!� � /0!  ,�. !� �3 +�, �� � �
���A2!�1 !*< ��,�! �0�,�1 . ! ����0��� �!�� �0� 0��3 �0! �� �, � �0�� �!�1� ��
���,����� � - ��� � 3�� !�+0 2 ��!� ,�!1 3�� �0! �+�! +! !*< ��,�!� �  !K ���A2!�1
����! �0�,�1 . ! � �1! � �0 �� �� 1,! �� �0! K��!�! ��0A1!< ! 1! +! �3 �0! < �*!�
�!�< � �! �� � +�� � � ���0� �

B!3��! . !� � ,�!1 � +���.����� �0! ���A2!�1 ����!  !!1� �� . !  ��A
� ����!1 �� � ��!���! ���,! �3 �� /0 �� � !� � �0�� � < �*!� K ��0 �  ��� ����!1
���,! �!�� �0� � 0��! � �� ���!� ���,! �0� �� K�,�1 0��! 0�1 �3 ��� �0! < �*!��
0�1 �!�+�!1 � �0! ��� ! K��� B� 1 �� �1 � � �0! �.F !+� ����! .� �0! ���A2!�1
����! �0! +���!�< � 1 � � < �*!� ���,! � �0! �.F !+� 3��� ! K ��� � +�!��! � 1 �0!
< �*!� �������� � K ��� . ! !�! !1 �,� �

/0!�! ��! �!�!��� K��� �3 �.��� � � � ���A2!�1 ����! � ��� �3 K0 �+0 � ����!
� .���0� ���0� ��,�+! � �� � � � ��( +���.����� ����! �3 0 ��0 ��� ��A��A � ��!
����� � E ! K�� �� �+�, ��! � ���A2!�1 ����! �� .� ��) � � �	�  � ��� � /0 ��
�� 1� ! .� ���,� � ��� � �0! �!�!�+�< ! 1�� ! 3��� �0! � ��1! � 1 ��) � � �0���
!*< ��,�!� ��  �� �� ���,���! �0! ��( � /0! ���� ��! �0! ��!���!1 ���!�0!�
�� 3��� � � ���!� ���A2!�1 ����! �� . ! ,�!1 3�� +���.����� �3 �0! ��( �

B� ��) � � !*< ��,�!� 1,�� � �K ����0� � �0! !�! � � �� � �0! � �� � � ���
� ��� ��! �.��� !1 � /0! �)� ���� �3�! � ��! . !��!� �!�,��� �0� 1�� ! ����
K0! ��!���!1 � �� � � ���!� ���A2!�1 ����! � � 1 ��! �0!�!3��! <�!3!��!1 ��
1�� ! ���� .� � � � ����� �� !�� � /0! �!��� 3�� �0 �� �� �0�� �0! 1�� ! ��
1 �� +,�� �� ���,� � ��! , �3��� ��� � 1 K ��0 �0! �)� . !� � �, ��! �� ���0�� ���
1,�� � �K ����0� ��� �0! < �*!�� � �0! ��( ��! � ��! ��)!�� �� �!+!��! �0! ��� !
�� �, � �3 ���0� � � �)� ��� � E �0! ��0!� 0� 1 � � <��.�!� K ��0 �)� ����
K�,�1 ����! 3��� .���0� ����� . !� � � ���.�! � �0! ����! � /0!�! ����� +� �
0�K!�!� � . ! �!� ��!1 3��� �0! � ���!� ���A2!�1 ����! .� 1 ��0!�� � . !�K!! 
!*< ��,�!� � 1 ,�� � �0! � !1 �� ���0!� �0� �0! ��!���! ���,! �3 !�+0 < �*!� �
/0! �1�� ���! �3 1�� ! ���� � �0�,�0 � �� �0�� �0!� +� ��K��� . ! �.��� !1 �
!�! 1,�� � 1�����! � :�� . ��0 � !�0�1� 2�! �� �! ���� 3��� !�+0 2��!�
�0�,�1 . ! �.��� !1 � ��1!� �� �!� �0! � ���!� ���A2!�1 ����! �3 �0! �,������!�, ��!1 3�� <��< !� ����! �!1,+��� �

E ! ���� � !�0�1 �� ��  �� ,�! � � �< !+�2+ ���A2!�1 3��� !� .,� ���0!� ���
�0! �.F !+� 3��� !� �� �.��� �0! � ���!� ���A2!�1 ����! � :�� !�+0 !*< ��,�!
�0! �!�!�+�< ! �� ����0��� 1 ��<��+!1 !�+0 ���! � /0 �� 1 ��0!�� � �� 1� ! � ��1!�
�� ��� �1 �0! ��� ! �!� �� �3 �0! �)� 3���� � � �� � < �*!� � ��! �0� � +! � � 1
0! +! ��� �1 0�� � � ��<���� � 1��� 3��� � .�1 < �*!�� � ��� �0! ����!� � ?�
���� � !� � �0�� � ���� K ���  �� . ! � �0! ��� ! <��+! � � � �3 �0! ����!�
�K0! �0! 1 ��0!�� � �� 1� ! <��< !��� � � B� ,�� � �0! � !1 �� �� � �)! �
+��. � !1 ����! � �� �� < ����.�! �� �.��� � ����! 3��� ! 3�!! 3��� ����� � 1
����* �!� � � 1 �0 �� +� �0! . ! ,�!1 �� � � ���!� �)� ��� � - <��.�!� K ��0
,�� � �0 �� � !�0�1 �� �0�� �� �!�, ��!� �� � !*< ��,�! ���!� �� �!� �0!  !!1!1
��� ��A��A � ��! ����� � ?� ���� �!�, ��!� �,���<�! !*< ��,�!� K ��0 �<����� �M �!� ��
. ! �.�! �� �!� ��! �0! ����� K0! +��. � � � ����!� � �� �0! � ���!� ��� � - 
�1�� ���! �3 ,�� � �0 �� ��< ! �3 �)� ��� �� � 0�K!�!� � �0! . !��!� +���,� � ��+0
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3��� �0! 1��)  ��0� �)� K ��0 �0�� �3 �0! �.F !+� 3��� !� � ? �11 ���� � �0!
3�� � � � �0�� ,�,���� �++,�� �  ����KA.� 1 �+�! +! ����!� K ��� ���� �++,�
� �0 �� �+�! +! ��� � 1 K ��� �0! . ! �!� ��!1 1,�� � �0! ���A2!�1 � � <�� +!�� �
- � �<< ��!1 �� �0! 1��)  ��0� �)� �0�� �� 1�� � ��!1 .� !� ����� �� !� � �0!
�!�!+�!1 �, ���0� 1�� � ��� � �0! �K ����0� �)� 0�� � +� �� ,,� �< !+��,�
� 1 �0! 3�� � � � K ��� �0!�!3��!  �� �<< !�� � �0! �K ����0� ���� � /0! 3�� � � �
+�,�!� , 1!���!1 ���0� �� . ! ����!1 � �� �0! ��( � /0 �� !*��� ���0� � +�!��!�
�0! �<<��! � .�+)���, 1 � 1 1!+�!��!� �0! �!�,��� �

S/N
� I �� � �+�! +!

���� 0! +! ���!� � ��� �3 1 �� +,�� +���.����� �0�� K�,�1 ��0!�K ��! 0��! . !! 
 !+!������

- ��0�,�0 �0! � �� <,�< ��! �3 ���A2!�1 � � �� �� �!� ��1 �3 < �*!� �������� �
� �0! ��( � �0! <�� +!�� K ��� ���� +��<! ���! 3�� < ����.�! 1,�� �< !+)� <�!�! �
� �0! 1!K�� K � 1�K �� �0! 2 ��!� � /0! 1,�� �< !+)� ��3 � � � ��! � ���.�! ��
1��)!� %1�,�0 ,��& �� +! �0!� ��!  �� � �0! ��( �,�3�+! � 1 �0!�!3��! �,�
�3 3� +,� �

: ���A2!�1 � � �0! 1��� � �0 �� �0!��� K�� 1� ! K ��0 �0! ,�! �3 � � ���!� �)�
��� � �1! 3��� ��!��� � � �.F !+� 3��� !� � /0!�! K!�! � �����3�+����  ,�. !�
�3 �.F !+� ����!� �� . ! ,�!1 3�� �0 �� <,�< ��! )
 � ��� K!�� 1 ��<��+!1 3��� !�+0
��0!� � � 1 �0! !*< ��,�! ���! �3 $>> �!+� 1� K�� �,� +�! � �� ��� �0! �� �, �
�3 +�, �� �!�, ��!1 � � ���A2!�1 ����! � E �� D �K ����0� ���� K!�! �.��� !1 )	
1,�� � �0! '  ��0� �, � /� . ! �.�! �� � �)! � � ���!� ��� �3 �0! 1!���!1 �,������ ��! �0� D �K ����0� ���� K�,�1 . !  !!1!1 � K0 �+0 � !� � �0�� �0! � !�0�1
+0��! ���! �0! . !�� �!�,�� � - ��� � K0! ,�� � �0 �� ��< ! �3 � ���!� ��� � �0!
3�� � � � �0�� �<< !��� � �0! �+�! +! ����!� �� �!� ��!1 . !��!� �0� .� � �
��0!� � !�0�1 � /0! � ��! �.F !+� 3��� !� �0�� ��! ��!���!1 � �� � � ���!� �)�
��� � �0! . !��!� �0! �,����� �3 �0 �� ��� � /� �.��� � � ���!� ��� �3 0 ��0!��
< ����.�! �,������ �� K�� +� �! �! � �� �.��� ����!� � �0! .� 1 ,�!1 .� �0!
��0!� <������ � �0��� � �0! �, � - � �0!�! <������ � �.�!��!1 � ����� ,�� �
�0! ��,�� �

I
.� 1 2��!� � �0 �� K�� �0!  ��,��� +0� �+! �3 .� 1 � - ��� � �� �0!

� �� K�� <�!�! � � �0! . !� �  � � �3 �0!  ��0�� � �0!
I
.� 1 � � �� ��!� �0!

!M!+�� �3 �0! � �� ���0� +��<��!1 ��  ����K!� 2 ��!�� �
/0! �< !+���� �!� ��! �3 �0!

I
.� 1 +� ��� � ���� �  ����K !� ����� �� !� �

�0 �� . !� � �0! �!��� 3�� �0! ����! �� �, � �3 3�� � � � �0�� �� ,�,���� �!! 
� 
I
.� 1 !*< ��,�!� � /0!  ��0� �)� !� ����� �� !� <�!�! � � 	���0 (� ,<< !�

��� ��<0!�! ��! � �� �� �����.,�!1 �� E; ��� ����� � � �0! ��� ��<0!�! � 1
��! < �K!�!1 .� �, ���0� 1,�� � �0! 1��� G� +! �0!� ��! 3��. �11! ��� ����� � �
�0!� 0��! �� � 1!+�� ��3!���!� � 1 ��! �!��  ����K �< !+������� �!�,��� � � 
3�� � � � <���!� � � ����

I
.� 1 �+�! +! 3��� !� � :�� � � � K�� �!! � ���

����!� ,�!1 � �0 �� �0!��� � � 1 � ��1!� �� �.��� �0! 0 ��0!�� < ����.�!
S/N�0! 3�� � � � �.� ��,��� 0�1 �� . ! �!� ��!1 �

+� �� 4�.71
841 7�-=354: 6 3-, -,4 7
1351 � �=5: � 9-48 6484 
14: -7 > =�4 -,4 > =1-48
1�? �=- ;
+�� =- -,4 � 4	 355 35	 7< -,4 8
5 =5: � =- -,4 45: 7< -,4 8
5 ;



�� ������� 4 � ����� ��
��� ���

/0! ���� ���) � �0! ����! �!1,+��� K�� �� 1 �� �1! �0! �.F !+� !*< ��,�!� .�
�0! � ���!� �)� ��� !*< ��,�! � 	*�� � � � �0! �.F !+� 3��� !� �3�!� ���A2!�1 � �
!���.���0!1 �0�� �0! 3�� � � � K�� +�!� �� �!� ��!1 �

� �� �����	���

(,�� � !*< ��,�!� �0! ��(  �� � �� +���!+�� ���0� 3��� �0! ����!� �3 � �!�!�� �
�� ���� �!+!��!� ��1 ����� 3��� �0! .�+)���, 1 �)�� ? �11 ���� �0!�! K ���
. ! -(I +�, �� 3��� , 1!�!+�!1 �.F !+�� � ��� ���0� � �)�A���K � 1 < !�0�<�
� ���+0 � ���!�0!� 3��� � � � .�+)���, 1 �!�!� � �0! ��( ����! �0��  !!1�
�� . ! �++�, �!1 3�� � B� 1!�!�� � � � �0 �� .�+)���, 1 �!�!� � 1 �!� �� � � ��
3��� �0! ����! � � �� �0! ��,�+! �,* K ��� �!� �� �

/0! ,�,�� �!+0 ��,! � 1!�!�� � � � �0! .�+)���, 1 �!�!� �� �� ��������+����
!������! �0! � !� �!�!� < !� < �*!� � � �  ,�,� <��+!1 ���, 1 �0! ����!� �3
� �!�!�� � /0 �� +� . ! 1� ! .� ���<�� �11 � � ��� �0! < �*!� ���,!� � ��1! �0!
�  ,�,� � 1 1 �� �1 � � �0! �,� .� �0!  ,�. !� �3 < �*!�� � B� ,�� � �0! � !1 �� 
���,! ���0!� �0� �0! � !� � �0 �� !�������� K ��� . ! � ��! ��.,�� � �� !*��!� !
���,!� ��)! +��� �+ ���� K ��� 0��! �!�� ��<���� +! � �0! ��!��� � � <�� +!�� �

I �� � ����� � �0! .�+)���, 1 �,.���+��� K�� 1� ! � � ����0��� 1 �M!�! �
K�� K0 ���� <��+!��� � �0! 1��� � �0 �� �0!��� � - � � ����*� +�,��!� �!<�!�! ��
�!�!��� ����!�� �3 � �!�!�� ���0!� �0�� � ! �� ��! �.F !+� � �0! .�+)���, 1 �!�!�
K�� !������!1 3��� �0! 0!��0�� �3 � � ��� �3 �0! �)� �!�!� �3 �0! ����!� �
/0! �� ���0!1 .�+)���, 1 !������! K�� 1!�!�� � !1 �� 3����K � � �3

xi
��! �0!

�� +���� � �3 �0! � � ��� � 1
fi = f(xi)

��! �0!�� ���,!� � �0! � <��� �3 ����!�
n(x) = δ(x − xi)

� 1
f(x) = fiδ(x − xi)

��! +�!��!1 � -�
δ(x)

�� �0! ( ���+
3, +��� � �!�1 � � �0��

δ(x− xi) = 0
3��

x 6= xi
� 1 � ! ��0!�K ��! � �0 �� � ��!�

�0��
n(x)

�� � ����! K0!�! �0! ���,! �� � ! �� �0! �� +���� � �3 �0! � � ���
! 1 H!�� !��!K0!�! �

f(x)
�� 0! +! � ��� ���� ����! � !*+!<� �0�� �0! ���,!�

��!
fi

� ��!�1 �3 � ! �� �0! ��� ! �� +���� � � G� ���0 � �
n(x)

� 1
f(x)

K ��0
� �� < �*!� �K�A1 ��! ��� �� ��,���� �!�,��� � �0! ����!�

ns
� 1

fs
�
ns�!<�!�! �� � �0! 1! ���� �3 � � ��� � �0! ����! � 1

fs
��<< � � �0! ��� !

1! ���� �,���<��!1 K ��0 !�+0 � � ��,� (� �!�< !+���! ���,! � /0! ����� ����!
fs/ns

K ��� �0! . ! �0! �!�,��� � .�+)���, 1 ����! � �� �0 ��  �K �!<�!�! ��
� �� �0! ���,!� �3 �0! � � ��� K ��0  � �!���1� �� �0! 1! ����� /0 ��

fs/ns
����! �� �0! �,.���+�!1 3��� �0! �.F !+� ����!� � ��1!� �� +���!+� 3�� �0!
.�+)���, 1 ��1 ����� �

-� �0! ! 1 �3 �0! <�� +!�� �0! � �1! �3 �0! < �*!� ���,!� � !�+0 ����! �� �!�
�� H!�� .� ���<�� �,.���+�� � ��� +,��! � � �1! ���,! 3��� �0! ����! < �*!�
���,!� � �!���� ����� +��� � 1� �!�, ��! �0! � �1! �3 �0! ����!� �� . ! H!�� �
�� � ��1!� �� ��� �1 <��.�!� � K ��0 ���!� !*!+,��� � �0 �� ���) �� < !�3��� !1
 �K �
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B�1 < �*!�� � 1 +��,� � ��! ��)!�� �� +�,�! <��.�!� � 1,�� � �0! � ������
� 1 �!�1 �� � +���!+� �!�,��� �3 �0!� ��!  �� 1!��� K ��0 <��< !��� 1,�� � �0!
+���.����� <��+!�� � /0!� �0!�!3��!  !!1 �� . ! � ��)!1 1,�� � �0! �!1,+��� 
<��+!�� � - ���<�! K�� �3 � �) � � �0! <��+!��� � ��3�K��! 1 ���!���1 �0!�!
+���,<� 1��� �� �� � ��) �0! � +���!+� < �*!�� .� ����� � � �0!� � +!���� 
���,! � /0 �� ���,! �� �0! �!+�� ��!1 .� �0! ��3�K��! <������ � � 1 �0! < �*!��
��! 0! +!  !��!+�!1 � /0 �� +� . ! 1� ! .� � �) � � � � ��) 2 �! � 1 �<<�� � �
�0 �� �� �0! �.F !+� ����!� �� ��� �0! �. ��� �� < �*!�� �

:��� ��� K!. <��! )� �� �� 3�, 1 �0�� ��� �0! +0 �<� �3 �0! ��� ��� �����+
���!�0!� 0�� �>> .�1 +��,� � �0��  !!1 �� . ! � ��)!1 �,� � 	 0 ��! !*�� � � �
�0! �.F !+� ����!� �� K�� 3�, 1 �0�� � ��0!� � �& .�1 +��,� � � �0! ��(>>
����  !!1!1 �� . ! ����!1 �� , �!���.�! � L !�1� � �1! � ��) 2 �!� K!�! ������.�!
�� J �+) =���!� (� K!. <��!*� � � 1 �� �0!� �<< !��!1 �� . ! �, ��! ���1 ,<� 
!*�� � ���� � �0!�! K!�! ,�!1 �� � ��) �,� .�1 < �*!�� � �0! �.F !+� 3��� !� �
/0! � ��) 2 �!� ��! �0�K � : ��,�! � �� �

� �� ���	����	
� �� �
�	��
�

-� ��  ��� �� 3�� K �1!A2!�1 ����!� � �0! < �*!��1!�!+��� +���1 � ��!� � 1 �0!
�)� +���1 � ��!� 1�  �� 0��! � ���<�! �!����� � ?� �� �0!�!3��!  !+!����� ��
+�,--. /00666 ;2<,- ;,=6=33 ;4:
0�51-8
>45-10�>=	 35	0�
 �	� 0
@�,--. /00666 ;3<= ;,=6=33 ;4:
0

∼
�=314802<, �	�0> =1�10
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< !�3��� ��� ! ) � 1 �3 � �<< � � 3��� �0! < �*!� +� ��1 � ��!� � �� � <�� ��
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Q11 −Q22
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Q11 +Q22
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Qij
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Qij ≡

∫

W (θ)θiθjf(θ) d2
θ ,
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θ
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f(θ)
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W (θ)
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e1 − e2
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- +��+,����� ����!���+ �.F !+� K ��� 0��!

eα = 0
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�0! +! ��! �3 �0! <��� � - �!���+�� !���<�� �1 K ��� 0��!
e1 = 0

�
e2 < 0

� 1
� 0���H� ��� !���<�� �1 K ��� 0��!

e1 = 0
�
e2 > 0
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e1 = e2 = 0
�

� �� �� �� ��������� ������
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� � � ! ����! �� 1!2 ! �0! �!3!�! +! +���1 � ��! ����!� �0! ����!� +� . !
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G,��!�� 3�� !*��<�! � <��� �1!� �0! � 3��� ����  !!1!1 � � +�,1 � � � � �<< � �
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/0 �� � �)!� �0! <��+!�� � ��! +��<��+��!1 � � �0�� �� ��  !+!����� �� � +��< �A
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�0! <�� +!�� � ��! �!���.�! � �� �0! ����� � +�,1!1 � . ��0 �0! �!3!�! +! +��A
����,! � 1 �0! +������,!� �� . ! 2��!1 ��! ,�!1 � - �������0� �� ,�!1 ��
!���.���0 �0 �� �<<��* ����! � !�� � � . !�K!! +������,!� .� 1!�!�� � � � � ��
�0! �+��! �

a
� � ������� �

φ
� � � 1 1 ��<��+!� ! ����� ������ �

x0
�
y0
� �0�� � �<�

�
xa
�
ya
�
→

�
xb
�
yb
�
xb = a(xa cosφ− ya sinφ) + x0

�� �' �
yb = a(aa sinφ+ ya cosφ) + y0 .

�� �"�
/0! � !�0�1 �3 1!�!�� � � � �0!�! <���� !�!�� �� 3����� ���<�! � - �� <����

3�, 1 3��� �0! �K� ��,�+! +������,!� ��! ����!1 � �  !K +������,! � 1 �0! 
<����!1 � �

ϕ
A ��� �

d
� 1 ������ �

ϕ
. !� � �0! ���! ����� � ��! �3 �0! <���

� 1
d
�0! <��� �!<������ � /0 �� � ��!� � <��� K0!�! �0! �K� <��� +������,!�

 !!1 � �� . ! �0 �3�!1 K ��0 �!�< !+� �� !�+0 ��0!� � �0! �0 �3� � 
ϕ

� �� � � �0!
������� �3 �0! � �<< � � � 1 �0! �0 �3� � ��� �

d
� � �� � � �0! �������0� �3 �0!

�+��! 3�+��� �
� �� �� �� ��� ����� ������ � �� ����� �� � ���� �
-3�!� !���.���0 � � �0 �� +�  !+��� . !�K!! �0! �!3!�! +! +������,! � 1 �0!
+������,!� �3 � �!�!��  � � ��! � 3��� ���� ��  !!1!1 . !3��! <�� +!!1 � � ��
�0!  !*� ��!< � G��� � � 3�� � �!� �3 ��K ��1!� �<����� < ��� �� ���� �0�� � �<
< �*!� +� ��1 � ��!� � �� �0! �)� �� 1� ! .� �!< !��!1�� �!2 � � �0! �!��� ��,��!�� � �� ������ � � E ! ���,��� �� �.��� !1 3�� !�+0 +0 �< � /0! �++,���! �����A
� !���+ ���,��� � 3�� !�+0 ��( � �0! � ����+ �,��� �!!� �0�� �0! ����!� +� 
. ! � �<< !1 � �� !�+0 ��0!� K ��0 0 ��0 <�!+���� � /0! ����2+��� 1 �������� �0��
K�,�1 �! !����� �!�,�� 3��� � <,�!�� � �!� �� ���,��� �� 1��<!1 1�K .�
�0! ,�! �3 � !*�!� �� +������,! �

/0! � �<< � � 3��� < �*!� +� ��1 � ��!� �� �)� ������� � �� � +���1 � ��!� ��
� ��! �� � �!+� 1 ��1!� < ��� �� ���

rp = xpi +
l=2
∑

l=0

m=l
∑

m=0

ailmflm(xpi) + epi
�� �$�

K0!�! �0! < ������ �3 �0!
p
(�0 ���� � �0!

i
(�0 ����! �� � ��! ��

xpi
� 1 �0!

������ � �� +���1 � ��! 3�� �0!
p
(�0 ���� ��

rp
� � ��! �0! � �1! 3, +��� �

flm(r) = rl−m
0 rm

1
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= xl−mym �� �C�
K ��0

r0 = x
� 1

r1 = y
��
lmax = 2

� �0! � �1!� ��! � �1! ,< .� �0! �0�!!
�,�1����+ 3, +��� �

x2 � xy � � 1 y2 � �0! �K� �� !�� 3, +��� �
x
� 1

y
� � 1 �0!

+� ��� � ���,��� 
c
� /0! <���� !�!�

epi
�� �0! �.�!������ �� !���� � ���,� !1 ��

0��! � ������< �+ �K�A1 ��! ��� �� ��,���� �G: � - ��� �3 �!�!��+0 0�� . !! 
1� ! � 1 �M!�! � <��F !+�� �� 1!�!�� � ! �0 �� !���� !�< ���+����� �!�1 � � �� K!��
�!��!1 �!�,��� �3

epi = 0.03
< �*!�� 3�� �.�!������ �� 1��� � 1

ep0 = 1
< �*!� 3��

�0! ��� +������,! �; � (�0�! � <��� � +��� �� � :�� �� 1��� �0 �� +���!�< � 1� ��
epi ≈ 0

�′′006 � 1
ep0 = 0

�′′206 � :�� �0! �!3!�! +! +������,! ��0! ��� +������,!�

rp = xp0 + ep0 ,
�� �D�

� �! � �0! � 1!*
i = 0

�� ����� !1 �� �0 �� +������,! � B� 1!2 � �
a0lm = 0

3��
�0 �� +������,! !�,���� �� �$� +� . ! ,�!1 3�� ���

i
�

� �� �� ��� � ����� ��� � ���� ��� �����
/0! <����+�! �1! ��2!� � �0!

p
A� 1!* � �� ,�!1 �� ��. !� �0! ����� � ��1!� �� ) �K

K0 �+0 �.F !+�� � �0! 1 �M!�! � ����!� ��! �0! ��� ! ���� � - 3�!� +��+,���� �
�0! ���� < ������ � 3��� !�,���� �� �$� ,�� � �0! � !�0�1� 1!�+��. !1 !����!� �
� %�.F !+� +�, �& ����! �� � �1! 3��� � � ���!� +������,! +� ��� � � ��� �0!
+������,!� 3��� �0! ��� ! ����*� +�,��!� � /0! ����! ��H! ��

2048×4096
< �*!��

� 1 �0! ����! +��!�� �0! K0��! 2!�1 � 
r
A+� ��1 � ��!� � K ��0 !�+0 1!�!+��� 

�3 � ���� . !� � � !��,�!1 �� � < �*!� ���,! � :��� �0 �� ����! �  !K +������,!
�� �0! �! !���!1 � �0! %1!�!+��� +������,!& � +� ��� � � � �� �0! ����� K ��0
� ��! �0� � +!���� �� �, � �3 +�, �� � 	 0 ���� �0! ����� ��! . !� � ����!1 �
�0!� ��! ����� !1 �0!

p
A� 1!* � /0 �� � 1!* �� �0! �<<��!1 K0! �0! �.F !+�

+������,!� ��! � !��!1� ) K ��0 �0! 1!�!+��� +������,! � �!�,��� � � �  !K �!�
�3 +������,!� +� ��� � � � �� �0! ����� . !� � 1!�!+�!1 � ���! �0� � +!���� 
 ,�. !� �3 ����!� �
� �� �� � ���������� �� ������

/0! ������ !���+ ���,��� +� ��� � � �!� �3 �!+� 1 ��1!� < ��� �� ���� +� ����A
� � �3 ���� < ������ � �

rp
� � 1 ��1! ��<���,1!� �

ailm
� �0�� ���!�0!� � � �� ��!

�0! �,� �3 �0! ��,��!1 �!��1,��� @

χ2 =
∑

p

∑

i

e2pi

σ2
pi

�� �&�

=
∑

p

∑

i

(rp − xpi −
∑

l,m ailmflm(xpi))
2

σ2
pi

.
�� ��>�

� +�7 > 48	4 -67 2=-=97	
41 > 4=51 �5:35	 .=381 7< :4-42-3751 6,714 2778:35=-41 =84 -,4
1=> 4 -7 6 3-, 35 = 248-=35 -7948=524 ;
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B!+�,�! �3
χ2 . !� � �,�1����+ � 

rp
� 1

ailm
� �0! �!�,�� �� � �!� �3 �� !��

!�,���� �
∂χ2/∂ailm = 0 , ∂χ2/∂rp = 0

�� ����
. !� � ����!1 3�� �0! � �1! ��<���,1!� � 1 �0! ���� < ������ � � -��,� � � �0!
< ������ !����� ���� � 3��� ����� +! � �0! ���������� � �� +���1 � ��!� ��
. ! ��,���� 1 �����.,�!1 � �0 �� ���,��� +���!�< � 1� +���!�� �� �0! � �* ��,�
��)!��0��1 ���,��� �* �

- 3�!� �0! ��. !��� � <�� +!�� �0! �.F !+� +������,!� ��! � !��!1 � �,���!�� �!A
F !+�!1 � � 1 � ����� <������ �, � �0! �!�,��� � +������,! � < !�3��� � � �0!
�!��� ��,��!� ���,��� 3��� !�,���� �� ���� � ? ��1!� �� �.��� � �++,���!
���,��� � �0! �!3!�! +! +������,! ���,��� �� +��<��!1 �� �0�� �.��� !1 .�
�<<�� � � �0! < ��� �� ��� � �1!� �� �0! �.F !+� +������,! � /0! �.F !+�� +� ��� A
� � +���1 � ��!� �0�� 1 �M!� .� � ��! �0�� � +!���� ���,! 3��� �0! �!3!�! +!
���,��� ��! �0! �!F !+�!1 3��� �0!�� �!�< !+���! +������,!� � � 1 �0! �!���
��,��!� <�� +!�� �� �!< !��!1 �

� �� �� � ������ ��� �� ������

B!3��! <�� +!!1 � � � �� ��  !+!����� �� +0!+) �0! �,����� �3 �0! ���,��� � F ,��
�.��� !1 � /0 �� �� 1� ! .� +��<��� � �0!

r
A+���1 � ��!� �3 �0! ����� � �!<�A

���! !*< ��,�!� �3�!� �<<�� � � �0! ����! � �<< � � ���,��� � /0! �!�,��� ��!
�0�K � : ��,�! � �" A � �$ � : ��,�! � �" �0�K � �0! �!��1,��� � �0!

r
A���,!�

. !�K!! � �� 1�� <��� �3 !*< ��,�!� � : ��,�! � �$ �0�K � �0! ��� ! �!��1,��� �

.,�  �K <����!1 �� �!+���� K0!�! �0! �.F !+� < ������ �� �0! .��! �3 �0! �!+���
� 1 �0! �!+��� �! ��0 �� � �� �2!1 �>>> ���!� � B��0 2�,�!� �0�K ��� ! � A
�++,��+�� �!�1 � � �� �0! 1!�!�� � ���� �0�� �0! �!��� ��,��!� ���,���  !!1�
�� . ! �!2 !1 �

/0! �!2 !� ! � �� 1� ! .� � +! ���� +��+,���� � !�,���� �� �$� � 1 �0! 
<�� +!!1 � � K ��0 �0! ��!<� 1!�+��. !1 � �!+��� � �D �$ A � �D �D � J�K �0! ����!
� �<< � � ���,��� �.��� !1 � �!+��� � �D �D �� ,�!1 �� �0! .���� � �0! <�� +!��
�� �<< ��!1 �� �0! � �++,���! +�  !+��� . !�K!! �0! �!3!�! +! +������,! � 1
�0! +������,!� �3 � �!�!�� ,�!1 �� � .���� �0! 2��� ���! � - �� 1�� �,.�!�
�3 '> ����� ��! . !� � 0!�1 .�+) 1,�� � �0! �!2 !� ! � � ��1!� �� +0!+) �0!
�,����� �3 �0! <��+!�� � � 1 �0!�! ��!  �� ,�!1 � �0! �!� �������� ���,��� �
- ��� � �0!  ,�. !� �3 +�, ��  !!1!1 3�� � ���� �� . ! �!� ���!�!1 � �0! 1!�!+��� 
+������,! � �!+��� � �D �C � �� � +�!��!1�� �� 3,��0!� ��<���! �0! �,����� �3 �0!
�!�,�� �

	 0! �0! <��+!�� �� +����!1 �,� �0! �!+� 1 ���! � 1 �  !K ����! � �<A
< � � ���,��� �.��� !1 � �0 �� ���,��� �� �<<��!1 �� �0! ����� 0!�1 .�+) 1,�� �
�0! �!2 !� ! � � 1 �0! ��� ! �,����� +0!+) �� �. ��! �� 1� ! K ��0 �0!�! ����� �

�@ 142-375 � ;�
���,31 5
>� 48 6=1 14- -7 � :
835	 � 81- .87241135	 � =5: 35284=14: -7 � -,4 14275: -3> 4 ;
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������ � �� 	 
������� �� ��� �� �� � ����� � ���� ��� ��� ���������� �� ���
r����������� ������� ��� ������ � �� � � ��� ���� ������ �� ��� ����� ����  ! �

′′
�!�! �

������ � �� 	 
 ������� �� ��� �� �� � ����� ���� � � "������ � ��� ������ �# ���
"����� �� ������� �$ %!!! �� ��� ��� �# ��� "����� �� ��� ��& ��� � ������� � ����
�� �� ���� � ��� �������� �# ��� ������ � �� � �
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/0! �!�,��� � �!��1,�� <���� ��! �0�K � : ��,�! � �C A � �D 3�� �0! ��� ! !*< �A
�,�!� �� <�!� ��,� � 	 ��0 �0! !*+!<��� �3 � ! �!+��� � : ��,�! � �D �0!�! <����
�0�K �0�� �0! � �<< � �  �K �� �!�� �++,���! � /0! �!��1,��� �0�K  � �.� ��,�
����!� ���+ �������� � � �� �� �� �!��� �.�! �� ���,� ! �0�� �0! � ! �,�A�3A< ��+!
�!+��� ��  �� � +�,�! 3�� <��.�!� � K ��0 3,��0!� ,�! �3 �0 �� ����! � �<< � �
���,��� �

-<<�� � � �0! 2 �� ��� �3��� ���� +�!� +�! �� �
ailm

� �� !�,���� �� �$�
� ��!� �0! � �<< � � 3��� 1!�!+��� +���1 � ��!� � 

xi
A�<�+! �� �)� +���1 � ��!�

� 
r
A�<�+! ���

r = r(xi)
� � ; �K!�!� � K0! � ���1,+!1 �� � ����!� ����! � 

r
A�<�+! �� K�,�1 . !  !+!����� �� +��<,�! �0! ����! � 

xi
A�<�+! � � �!�1 � � �0��

�0! � �!��! � �<< � �
xi = xi(r)

K�,�1 . ! � ��! ,�!3,� 3�� ���!� +��+,����� � �
/� �.��� �0! � �!��! � �<< � � � ���1 �3 < � � �� �� +�!��!1 � +��!�� � �

�!� �� �3
xi
A�<�+! +���!�< � 1 � � �� �0�� �3 �0! +0 �< � <��+!�� � /0! ��� �A

3��� ���� 3���
xi
A+���1 � ��!� ��

r
A+� ��1 � ��!� �� �0! �<<��!1 �� �0! ���1 �

/0!
xi, r

���,! <���� +��+,���!1 3��� �0 �� <�� +!�� ��! 3!1 �� �0! ��� ! �����
<������ ,�!1 �� ����! 3�� �0! �!��� ��,��!� ���,��� 3��� !�,���� �� ���� � 
�0! ���� �!+��� � � 1 �0! � �!��! � �<< � � �

xp = r +
∑

l,m

a′ilmflm(r) ,
�� ����

�� 0! +! ����!1 3�� � � ��1!� �� �.��� �0! +� !� +�! ��
a′ilm

�

� �� ��� � ����	 
� ���

B� ���+) � � ��� �+�! +! ����!� � �� � ! � ��) � � �,�! �0�� !�+0 �.F !+� 3���
� �� �0! ��� ! < �*!�� � �0! 2 �� ����! K ��� +� ��� 0 ��0!�

S/N
���,!� �0� 

!�+0 ����! ��� ! � /0! K!�) �! �� � ��� �� � �0! 3�� � �.F !+�� �� 0! +! ����
!���!� �� 1!�!+� � ?� �� �0!�!3��! 1!����.�! �� ,�! � �� � ! �!� �3 ����!� �0��
+��!� �0! ! ���! ����*� +�,��!� 2!�1 �3 � �!�!�� K0 ��! +���� � � �,� �0! 2 ��
� ������ � /0 �� � !� � � �) � � �!<����! ����!� �0�� ���!�0!� +� . ! <,� � ��
� ! %����!� � ��� 2�!& ���� � ��� � 3��� ��� �0! !*< ��,�!� ,�!1 , ���  �K � /0!
��H! �3 �0 �� � ���!� ����! ��

12, 000 × 8, 000
< �*!�� � +���!�< � 1 � � �� � �����

��!� �3
41

�′2× 27
�′5�� +��!�!1 .� �0! ��� ��� ����!� � B� +�!��� � �' �!<����!

����!� � !�+0 �3
2048× 2048

< �*!�� � �0!�! +� . ! <,� ���!�0!� � �
6× 4

���1
�� � �)! ,< �0! � ���!� ����! �K ��0 � ��!���< �3 �' < �*!�� � �0! !1�!�� �
� �� �� �� �� ���������� ��� � ��������� � ����������

/� . ! �.�! �� � �)! �0 �� � ���!� ����! � � � ��� � 1 �,� �,� !� +�! +� �����A
��� . !�K!! �0! +0 �<� � 1 � � 1 �M!�! ���� !*�� +��� . !�K!! �0! !*< ��,�!�
�,�� . ! 1!�!+�!1 � 1 � !��,�!1 � /0 �� +� !����� . ! 1� ! ,�� � ����� �K ��0
�0! +��� � 1 ���� ��� ���� � - 3�!� �<<�� � � �0! 2 �� ������ !���+ ���,��� 

�� 193	,-9? 1> =9948 =84= -,=5 783	 35=99?
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������ � �� 	 ��� �������� � ������ ���
r����������� �# ��������� � �� � #��  ���

�# ������� ���� � ��� ���� ������ �� ��� ����� ���� �# ! �
′′

�!�! �

������ � �� 	 
������� #��  ��� �# ������� ���� ���� � � "������ � ��� ������ �# ���
"����� �� ������� �$ %!!! �� ��� ��� �# ��� "����� �� ��� ��& ��� �������� � ���
�������� � ������ ��� ������ � �� � �� ���� � �
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�� �0! ���� +������,!� �.��� !1 � �!+��� � �D �� � ��� �0! +0 �< +������,!� 3���
�0! ��� ! !*< ��,�! K!�! <,� ���!�0!� � �� � ! !*< ��,�! +������,! � /0!�!
!*< ��,�! +������,!� K!�! �0! � !��!1 K ��0 !�+0 ��0!� � 1 <���� !�!�� ��
+���!+� 3�� ��� � 1 �	 �������� � � 1 1 �M!�! ���� !*�� +��� � �.��� !1 �

% ��0!� ���+���� �0! ��� � 1 �	 �������� � . !�K!! +0 �<� � 1 1 �M!�! ����
!*�� +��� . !�K!! !*< ��,�!� ��! 3�, 1 �3�!� � �1!��� � �0! � �� ��,1! �3 �
���� �

mce
� �� � !��,�!1 � �0!

c
(�0 +0 �< K ��0 � �0!

e
(�0 !*< ��,�! ��

mce = m+mc +me ,
�� ����

K0!�!
m

�� �0! ��,! � �� ��,1! �
mc

�� �0! <0���� !���+ H!��A< � � � �M�!� +�,�!1
.� �0! ��� � 1 �	 �������� . !�K!! +0 �<� � � 1

me
�� �0! 1 �M!�! ���� !*A

�� +��� . !�K!! !*< ��,�!� � /0! 
mc

� 1
me

��! ����!1 3�� .� �!��� ��,��!�� � �� ������ � �0!�! . !� � � !��,�!1 �!�����! �� ��( �� � 1 � +0��! �!3!�A
! +! !*< ��,�! �!�< !+���!��� - � � �!�,�� �K� +������,!� ��! <��1,+!1 � � !
+� ��� � � �0! +�!� +�! �� �3 �0! ��� � 1 �	 �������� � � 1 �0! ��0!� �0��!
�3 �0! 1 �M!�! ���� !*�� +��� � �

/0! +�!� +�! � +������,!� K!�! <��1,+!1 �!<����!�� 3�� �0! �K� ����*�
+�,��!�� � /0! �K�

mc
+������,!� K!�! �0! ��!���!1 � �� � ! +������,! � 1

�0! ��� ! 1� ! K ��0 �0!
me

+������,!� � �!��� � �0! ��!���! +������,!� . ! ,�!1
� 3,��0!� +��+,����� � � /0! !*�� +��� +���!+��� � . !�K!! �0! !*< ��,�!�
K!�! �!�� �� ��� � ��< �+����

∼ 0.01
��� ��,1!� � K0!�!�� �0! H!��A< � � � �M �!��

. !�K!! �0! +0 �<� K!�! ��� !K0�� ����!� � ��< �+����
∼ 0.1

��� ��,1!� � 1
K ��0 � � �* ��,� +���!+��� �3

' 0.47
��� ��,1!� �

� �� �� ���� �� ��� ���������

/0! � ���!� ����! �� � �1! 3��� +��. � � � ��� ������.�! 1��� 3��� �0! ��� !
�!� �� �3 �0! �)�� /0 �� � !� � 1!2 � � � �!� �� � �0! �)� �1!< ! 1 � � � 
K0 �+0 <��� �3 �0! � ���!� ����! �� . !� � <��+!��!1 � � 1 +,��� � �,� �0 �� ��!�
3��� ��� �0! ����!� �3 �!�!�� +! � ��) � � � ���+) �3 ����!� �0�� ��� +��!� �0!
��� ! �!� �� �3 �0! �)�� -� �0! ��� ! ���! �0! ��� � 1 �	 �������� � � 1
�0! 1 �M!�! ���� !*�� +��� � ��! +���!+�!1 3�� � �!�� � � � �� �0! 2 �� +��. � � �
�3 �0! ���+) ����!� �� . ! < !�3��� !1 � -3�!� 2��� � ��) � � �,� +��� �+ ���� �0!
����!� � �0! ��� ! ���+) ��! +��. � !1 � �� � ! ����! � K0 �+0 �0! �!<�!�! ��
� ! �3 �0! �' <���� �3 �0! � ���!� ����! � /0! � �1! �3 �0! < �*!� ���,!� � �0!
����! �� �0! �!� �� > �

���. � � � � � � 1 �M!�! � ����!� � �� � ! � !� � �0�� �0! .�+)���, 1
K ���  ��  !+!������� �!� �� < !�3!+��� ��� � �0! +��. � !1 ����! � ?� �� �0!�!A
3��! ��<���� � �� ����! �0! .�+)���, 1 �3 �0! � ���!� ����! � � 1 3�� �0 ��
���) �0! ��� ! <��+!1,�! �� !*<��� !1 � �!+��� � �$ �� +����!1 �,� � �0! 1 �3A
3!�! � � ���!� ����! <���� � -� �0! ! 1 �3 �0! <��+!�� �0! � �1! �� ���� �!� ��
> � ?� �� ����  !+!����� �� � �)!  !K �.F !+� +������,!� +���!�< � 1 � � �� �0!�!
+��. � !1 ����!� � � 1 �0! �.F !+� 1!�!+��� <��+!�� �3 �!+��� � �D �� �� ,�!1
3�� �0 �� <,�< ��! � /0! �< !��,�! <0���� !��� +����!1 �,� � �0! ��� ! �!+��� ��
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���� �<<��!1 �� �0! +������,!� � � 1 � �11 ���� �0! +!�!����� +���1 � ��!� ��!
+��<,�!1 � 1 �11!1 �� � ��� 0!�1!�� � 1 �.F !+� +������,!��� �

� �� �� � ��� ��� �� ���� �������
-� �0!  ,�. !� �3 ����!� �� ��� ��!1 �� � �� �' �� ��  �K <��+��+�.�! �� !*�� � !
�0!� ���! +���!�� � 1 � ��) �,� ���,���!1 ����� � 1 .�1 �!� �� � �� <�!�! �
K�� � � 3��� ���� � �0! �.F !+� +������,!� 3��� � �!�3!�� � K ��0 ���!� � �A
����� � 	�� � � 3��� ���� +�,�1 � �0 �� +��! . ! � ���,���!1 ���� 1!�!+�!1 ��
�!�!��� �.F !+�� � �� ��� !�0 � � �!� ���!�!1 �� �.F !+�� K0 �+0 �� � �!����� � ��
���!�,������!� � �0! �,�!�� ��� !1�!� �3 �0! � ���!� ���� � �! � /0!�! ���!�,A
������!� ����! K0! � �� � 3!K ����!� � �)! � 1 �����.,��� � �0! ���+) � �
<��+!�� � (,! �� 1 ��0!�� � . !�K!! !*< ��,�!� 3!K!� ����!� 1!� ! �0! �,�!�
�!� �� � � K0 �+0 �!�1� �� �0!�! <���� +� ��� � � ��K!�

S/N
���,!� �0� �0!

�!�� �3 �0! ����! � /0!� ���� �<< !�� � ��!  � ���� �� +��� �+ ���� � 1  � ��!
K ��� 0��! � . ���!� � �,! +! 0!�! �0� K ��0 � ��!�� +��. � !1 3��� �!�!���
����!� � /0!�!  � ��� ��!�� K ��� �0!�!3��! ���� +� ��� ���! 3���! 1!�!+��� �
�� �0!� �<< !�� �� 0��! � � � < !�)� �

/0! � ��) � � �� 1� ! .� � � ,���� �� �) � � �� !�+0 ����!�� � 1 <��+� � �
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�0! �.F !+�� ��! ��)! 3��� �0! +������,! � 1 <����!1 � ��< �3 �0! ����!
�� �� ��� < � � �� � E ! � ��) � �! �� <��1,+!1 3�� !�+0 ����!�+������,! � �0 �����<�� . !� � �  !K +������,! 1!� � � �0! � ��) �,�1�� ��!� � � K�� �0��
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�+�,�� ����� �� ����* �!� � � 1 �0! �!�,�� �� � ! . �� �.F !+� +������,! +� ��� � �
� �� �!�� �.F !+�� � 	 0 ���� � !�� � � � �0! �.F !+� +���1 � ��!� �3 !�+0 ����! ��!
�0 �3�!1 � ��1!� �� . ! <��+!1 +���!+��� �++��1 � � �� �0! ��0!� <���� �3 �0!
� ���!� ����! � - � �.F !+�� K ��0 �!�� ��K

S/N
���,!� �� �!�� �� ���

rg
K�,�1

���0!� . !0��! ��  � ��! �0� . !� � �3 � � ��<���� +! � �0! � ������ � �0!�!
��! �!F !+�!1 � �0! <��+!�� � /0! �!�,��� � �.F !+� +������,! �� 0! +! �!�1� ��
. ! ,�!1 � 3,��0!� � ������ � /0! 1 �M!�! � � ��) � �!� ��! ���� � !��!1 � �� � !
. �� � �! � ,�� � �0! ��� ! �0 �3�� �� <�!� ��,��� �<<��!1 �� �0! �.F !+� +���1 � ��!�
1,�� � �0! <�� +!�� �

� ��� � ���
� ��� 	�����
� �����

/0! �!�,�� 3��� �0! <�!A<��+!��� � 1 ��+,��!1 � �0 �� +0�<�!� �� �' � �� �!A
1,+!1 ����!� �0�� +� . ! <,� ���!�0!� � �

6×4
���1 �� � �)! ,< �0! � ���!�

�� �44 142-375 	 ; ;	 <78 = :41283.-375 7< -,31 6789: 2778:35=-4 1?1-4> ;
��
135	 .97-2=- � 144 142-375  ;�
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�������� ��� ���� � � �������� ����� � � �� ��� ����� � ��� �� ���� �� �  ���!���"���� �� ������ � � � �"��   ��� ������ �� �� ��  �� ��� �� �� ���� #��$% ��" � �#& ���� ' (�� �� �� ���� ��� ��)����� #� ��� � ��� �� ���� �� �����"���� � ��"��  ��� ���� �� �� ��� #��$ ��" � �� � �� �� # � ��������� � ���� ���� �� �� # � ���� ��� �� �"���� �� �� � �� ' (*� ������� � )"� �� �����+��� � ������ �� ��������� � ����"��� �  ��� ������ �� �� ��  , ��� �"������ ��� �� ���� �� ��� ��"���� � � � ��� ���  �� � �� ��� #��$ ��" � �#& ����* ��� ��� ��"���� �� ��� �� � ��� � � ��� �#������ ' - � ���� � � ������� ������ �� ��� ���"�� �� ./0123 452.623 � *������ ��� 7 589 452.623 ��������� � � ��� �� # � �������� �� ������������� ������� �#& ��� ���� �� �� �  ��"� ��  ���! ��� ':��� ���  �� � � � � �"����� � ��� �� ���� ����� �� �� ��� �� ��� ����������� �"����� � ��� �� �����
Σcrit ; � ��� ��<"���� �� ����"��  �� � ���� ' (�������  �� ��  �� ��� # � "��� ��� � ����� ���� �� ��� � ��� ������#"��� � �� ���� ����� �� ���  ���!� ��"���� ����  �� ��� �� � ' (�� �� ����� ������������  *��$ �� ��  �
κ ≡ Σ/Σcrit � 1

� ����� �� ��� #��$ ��" ��#& ���� # ��  � �� ��� ���� ��������� ' = � ��� ���� �� ����  �� ��  � ��� � ���������#"��� � ���  ���!� ��"���� �� � ���� ���� # � ������ �"�� �"����� �"����� ��� ��"���� ���� '(��� ������� ������ ��� � ��� ��� �� � � ��� >? @AB� ���"��� �� B ������ C�B�D�� > ' -� � �B�"��A D�� �#���E�� �����D���D��� �� ��A��� #B�$% ��"A�  B�B! ��� � D�� � B�� �� D�� ��A��A  B�B!� ��"�D�� �BA # � ��D�� BD��"��A D�� FB���� G H<"���� IJKKLM � �D���N ' (��� ��D�� BD��A �� � B�� �� �#%DB�A�� #� ����B��A D�� �#���E�� EB�"�� �� ���B� BA� �"��B�� � B�� ��A��D�* �D� D�� ������� �A��A EB�"�� �B��"�BD�� ��� ��+ ���AD � ����� ' O�B�D%�<"B���� �A�� ��BD��A� B�� "��� D� @A� D�� # ��D @D BA� ��A�� D�� � B�� �� D��  B�B!���"�D�� '(�� D����� # ���A� D��� ��B�D�� �� ��"A� �A FB���� � H<"���� G -��B��"��DIJKKPM � F B���� IJKKPM � H<"���� G FB���� IJKKQM � O"���A� G FB���� IJKKRM �
STUU VWXYZU[ \ ]^[ X _^`abcU[XZb^` ^` ZWU Z^Yb_ de aU_Zb^` \df
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� B�B�BA G -B�D��� BAA IJKKRM � � ��$�D�B �D B� ' IJKK�M � C��*� �D B� ' I>���M ���� �D G -�B�A��� I>���M � � B��� �D B� ' I>��>M � ���� �D B� ' I>��>M BA� � ��%� BA� �D B� ' I>��PM '
� �� ����� ��� !����"# 

$��AD����A *�B$ ��A��A �+��D� ��<"���� � �B�"��A D�� �����D���D��� �� B �B� �A"�# �� �� #B�$ ��"A�  B�B! ��� ' (�� � B�A ��"��� �� A���� �A *�B$ ��A��A BAB����� �� D�� �AD��A��� ���D��#"D��A �� �����D���D��� B� �A �D D����  B�B! ��� '(��� � B$�� *�B$ ��A��A ��% �"�D D� � �B�"�� �����D� �D � ��"���A �A �E�����"�D�� ' $A ����� D� ���D�A "��� # �D*��A ���D��D�� �� B �� ���"�D�A ���� B*�B$ ��A� BA� D�� "�"B� ���D��#"D��A �� ��B� �� �!��D�A �A BA "A��A���  B�B!�� ��"�BD��A D�� �����D���D��� B�� �!B� �A�� ��� B ���D�� BD�� ����D ' $A �B�D��"�B� �B DBA �AD�B� B�� A� �AD �� D��  B�B!� ��B� �� B��"A� D�� ��"�D�� ��AD�� *�"����A@�� D�� �!��D�A�� �� B *�B$ ��A� '=A B���D��AB� ��"��� �� ����� ��� �� ���� D�� �B�AD #B�$ ��"A�  B�B! ���# ��A �� �B��� #� D�� ����A &��AD H���B� '"A�D��A I&H' M ' (�� *�B$ ���B��� AB� �� ��A�� �"�������� # ��B"�� D��� �� �B��A * ��� �B"�� D��  B�B!� �� B ��D� B�� �B� � ��� ����"�B� D�BA # ����� D�� �� �B��A ' (�� &H' �B� B��� ��ADB�ABA���D������ � �B"��A �D D� ��BA � B� B �"A�D��A �� � ���D��A �A D�� �� B � ' (��
&H' BA���D������ �B"��� #� D�� D������� � ���D��D��A BA� D�� ���� �B��"D B���B�D�B��� B���"AD�� ��� �A D�� B�D��� �D��� �� ��D�BD��A ��� ����( ' (��� ��� ������ B��"�BD� �A�" � � �� D�BD D���� B�� A� A�* BA���D������ �AD���"��� ������ ��D�BD��A ' (�� ��� B�A�A �� �B��A ���"�D�A ���� BA BA���D����� &H' ��������D�� ��� �A ���D��A L 'J'> '
) *+*+ ,-. /01 /223413031 3/5
(�� �����D���D��� �� D�� �#& ��D� B�� � �B�"��� �"��A D�� �� ��D�BD��A ��� ����6BA� �D���� �A �BDB�� "�� ������� �A��A D� D�� ��+ ���AD �� B � �B�D� �� D��� B�D�� 789: �� B � ' (���� *�� �D�� <"B��"� ��� � �� �AD� �

Qij
� ��@A�� #��<"BD��A I> 'LM  �E� D�� �B�B� �D���BD��A �� D�� �#& ��D� '

Qij
�� ���BD�� D� D��*�� �D�� �����D���D� �B�B� �D��� IB��� �B���� D�� � ��B���BD��A �B�B� �D���M �

eα
��� B � �����D ������� #�

eα ≡ Qα/T ,
IL 'JM

* �D�
Q1 ≡ Q11 −Q22 , Q2 ≡ 2Q21 , T ≡ Q11 +Q22 .

IL '>M
; 14806.8/612 �� �������� D� B� D�� ������BD��A �"A�D��A �� �� B � ���B� '(��� �"A�D��A �� "��� �A D�� �DBD��D��B� �������D��A �� ���B� B�� �B�BA��� �A BA�� B � D� ��D��� �A� *��D��� D�� ���B� EB�"�� B�� �BA��� �� ���D��#"D�� �� ��
< aU_Zb^` = d> d?@ aU_Zb^` = d> d\
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D���� �� ��� � ���D�� BD�� ����D �A D���� EB�"�� � �A���BD�A B  �BE�DBD��AB� ��A� '(�� @��D%����� ����D �A � ��B���BD��A I<"BAD�@�� #�
eα

M �B"��� #� D�� ���B� �
γ
� ��

δeα = P sh
αβγβ ,

IL 'LM
*���� D�� �"#�����D� ����� B �"�� BD��A �E��

β
�

P sh
αβγβ =

2
∑

β=1

P sh
αβγβ .

IL '? M

P sh
αβ

��A�D�� D�� � 1./�.55623 . 580 �14806.8�646/� /52.10� *���� � �B�"��� D������ �A�� �� BA �� B � D� B ���B� ' -��B"�� D��� ���� �A�� �� � �B�"��� �5� 105 BA�������D��A� B�� � B�� * �D� ���� ��D D� �� �B��A #� D�� ����A ���$ � D��� ���B�� ��B���B#���D� D�A��� �� ��A�D�� B� # ��A �� ��D%����A � ' (�� ���%����A ���B�� ��B���B#���D� D�A��� �� ��A�� �B��"�BD�� ����
P sh

αβ

I��� �BD�� D��� ���D��A M � BA����� D���� �B��"�BD��A� D�� ���B� �BA # � ��"A� '
P sh

αβ

��  �E�A #�
P sh

αβ = Xsh
αβ − eαe

sh
β

IL 'PM
* �D�

Xsh
αβ

BA�
eshβ

��@A�� B�
Xsh

αβ =
1

Q11 +Q22
×

∫

[

2Wθ2 + 2W ′(θ2
1 − θ2

2)
2 4W ′(θ2

1 − θ2
2)θ1θ2

4W ′(θ2
1 − θ2

2)θ1θ2 2Wθ2 + 8W ′θ2
1θ

2
2

]

f(θ)d2
θ

IL 'QM
BA�

eshα = 2eα +
2

Q11 +Q22

∫

(

θ2
1 − θ2

2

2θ1θ2

)

W ′θ2f(θ)d2
θ ,

IL 'RM
W ′ ��A�D�A D�� ����EBD�E� ��

W
*�D� ���� ��D D�

θ2 ' (�� �"��B�� #�� �DA����"A�D��A �� ��@A�� #�
f(θ)

� *����
θ

�� D�� BA "�B� ������ABD� � �B�"������BD�E� D� D�� ��AD�� �� D�� �#& ��D � D� �� # ��A ��@A�� #� D�� ��AD���� ��
f(θ)

' (�� E��D��
θ

��  �E�A #� D�� ���� �A�AD�
θ1

BA�
θ2

� BA�
d2

θ = dθ1dθ2
'(�� ��A D� ��

θ
�� ��@A�� #�

θ = (θ2
1 + θ2

2)
1/2 '(�� �� �B��A �� D�� �#& ��D ��B� �� �� �B"��� #� BA BA���D����� &H' ' (���BA���D���� �BA # � # � �!��B�A�� #� B ��AE��"D��A � �� B �� B�� � A��� B����� �BA���D����� &H' �

g(θ)
� * �D� B ����"�B��� �����D��� ����A ���$ � BA� D��<"B��"� ��� � �� �AD� * ��� ��A�� ��BA � B�

Q′
ij = Qij + qlmZlmij ,

IL '�M
q

# ��A D�� "A*�� �D�� <"B��"� ��� � �� �AD� �� D�� &H'
qlm ≡

∫

θlθmg(θ)d2
θ

IL 'KM
�TUU aU_Zb^` � d? ]^[ X` U�Y �X`XZb^` ^] ZWU � XZWU� XZb_X � ZU[� _^`�^ ��Zb^` d
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BA�
Zlmij

# ��A  �E�A #�
Zlmij =

1

2

∫

f(θ)
∂2[W (θ)θiθj]

∂θl∂θm
d2

θ .
IL 'J�M

(�� ��BA � �A � ��B���BD��A �B"��� #� BA BA���D���� �A D�� &H' ��  �E�A #�
δeα = P sm

αβ pβ ,
IL 'JJM

*����
pα

�������AD� B � �B�"�� �� D�� &H' BA���D�����
pα ≡

(

q11 − q22
2q12

)

,
IL 'J>M

BA�
P sm

αβ

�� $A�*A B� D�� �� �B� � ��B���B#���D�'
P sm

αβ

��  �E�A #�
P sm

αβ = Xsm
αβ − eαe

sm
β

IL 'JLM
* �D�
Xsm

αβ =
1

Q11 +Q22
×

∫

[

W + 2W ′θ2 +W ′′(θ2
1 − θ2

2)
2 2W ′′(θ2

1 − θ2
2)θ1θ2

2W ′′(θ2
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(
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S/N
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ν
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T (k̃) = exp(−0.5k̃
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(2π)2

∫

T (k̃)J2(k̃θ)d2
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IL 'LPM
� ���

J2(k̃θ)
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(�� � B�� �� B  B�B!� ��"�D�� �BA # � ��D�� BD�� ���� ����B��A �#���E�����D��D��A� �A D�� #B�$ ��"A�  B�B! ��� D� D���� ������D�� #� ��B���D�� D���%��D��B� ��A��D� ���@ ��� ' (��
χ2%D��D �� "��� D� ��D��� �A� D�� # ��D @D �  �E�A D�� �B�B� �D��� �� D�� � ���� ' =A ��D�� BD� �� D�� ��"�D�� � B�� �BA D��A # �����E�� '(�� D�����D��B� ���@ ��� "��� �A � B�� ��D�� BD��A� �A D��� D����� B�� # �D��������B��� �����D���B� ' $D �� D�������� ��AE�A��AD D� "�� B DBA �AD�B� BE��B ��A ����"�B� #�A� �� D�� ���"��� ���B� �
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� D� �B��� �"D D�� � B�� ��D�� BD��A� '(�� ���"��� DBA �AD�B� ���B� �� ���BD�� D� D�� DBA �AD�B� ���B� BA� D�� �"��B��� B�� ��A��D� #�

gT = γT /(1 − κ)
BD �B��� �B� �� D�BA D�� � �A�D��A �B��"�;� �

θE
' $D �� � �B�"��� �A B�� D�� #B�$ ��"A�  B�B! ��� ��ADB�A�� �A B �B�AD  B�B!��BDB�� "�  �A��BD�� #� �����D�A  B�B!��� ��D��D�� BD ��* �� A�@�BA�� I

6 <
ν < 100

M ' (�� BE��B � DBA �AD�B� ���D��D��A �
〈gT 〉

� �� � �B�"��� B� B �"A�D��A�� �B��"� �A JR �B��B� # �A� ' (�� #�A� B�� �� B��D�� ��B��� ��B��� � �DB�D�A BD
r = 150′′

D� BE��� D�� �B� � ��ADB� �ABD��A ���� ��"�D��  B�B!��� �����D� D�� ��AD�� �� D�� @��� I��� A�!D �"#���D��A M ' (��� ��AD�� �� DB$�A D� # �D�� �� �BD��A �� D�� � �B$ �A D�� � B�� � B�  �A��BD�� �A D�� ���E��"� ���D��A '(�� 8���9 ��� �B� ����
 ��� ��B�"���
gT

��� B�� D�� #B�$ ��"A�  B�B! ���BA� �B��"�BD�� D�� BE��B � ��� �B�� #�A ' (�� D�����D��B� EB�"�� ��
gT

B���B��"�BD�� ��� D�� BE��B � �B��"� �� �B�� #�A �
〈r〉i

'(�� ���BD�E� ���DBA�� �� D�� #B�$ ��"A�  B�B!��� BA� D�� ��A��A ��"�D�� ����<"���� *��A �B��"�BD�A D�� � B�� �� B ��"�D�� ' H�� � �A���� BD��A B# �"D D��
S� aU_Zb^` \d= d\
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�������D ���D��#"D��A I
n(z)

M �� D�� #B�$ ��"A�  B�B! ��� �� D�������� A����� '= � D���� �� A� �� ���@� �������D �A���� BD��A �A D�� #B�$ ��"A�  B�B! ��� D�����DBA��� �BE� D� # � ��D�� BD�� �DBD��D��B���' (��� �� ��A� #� �B��"�BD�A D��� �BA ��
β ≡ Dds/Ds

� *����
Dds

�� D�� BA "�B� ��B� �D�� ���DBA�� # �D*��AD�� ��A� BA� D�� ��"��� BA�
Ds

# �D*��A D�� �#���E�� BA� D�� ��"��� ' � ��A D�� �������D ���D��#"D��A �� ������� �A��A �B�AD  B�B! ��� ���� D�� �"##��
� ��� ' ���� I��' M � ��D� �

〈β〉
�� ��D�� BD�� ' (�� �������B� ���BD��A

〈β〉 = −1.21zl + 0.91
IL 'LQM

�� ��A������� BA �!�����AD B����! �� BD��A D�
〈β〉

�A D��
0.15 < zl < 0.35

�BA � �B��"� �A D��
Λ
C�� I���� �B�$ � BDD��M ���� ��� ��B� � ���� ��

ΩM = 0.3BA�
ΩΛ = 0.7

'
zl

�� D�� �������D �� D�� ��A��A ��"�D�� ' �<"BD��A IL 'LQM ���B��"�BD�� ��� B
Λ
C�� ����� ���� D�� ���BD��A "��� �A � B��� �D B� ' I>��>M��� BA � �A�D��A % �� H�DD�� � ���� '

� ���	�� �� ���� ���	�� ���	 ���

=D �� B�� ���& ��D�� �B��� ���� D�� ��"�D�� ��AD�� D�� �B�AD  B�B!� �BDB�� "� * �����ADB�A ��� � ��"�D��  B�B!��� �A B���D��A D� #B�$ ��"A�  B�B! ��� ' = � D������"�D��  B�B! ��� B�� �A��"��� �A D�� ��A��A � �B�"��� �AD� � D��� ��ADB� �ABD��A* ��� ��B� D� D�� ���B� ��D�� BD�� # ��A ���D�� BD��B��� #�B��� D�*B��� ��*��EB�"�� ' -� B��"� �A D�� �� �� �� D�� @��� D� # � B����!�� BD��� ���� ������"�D��  B�B! ��� � D�� ��A��D� �� #B�$ ��"A�  B�B! ��� �BA # � ��D�� BD�� ' (����AD��#"D��A ���� ��"�D��  B�B! ��� D� D�� #B�$ ��"A�  B�B!� ��A��D� �� D��A��"A� #� �B��"�BD�A D�� DBA �AD�B� BE��B � �A �B��B� # �A� '
' � "�� L 'Q ���* � D�� � ����ADB � �� ��"�D��  B�B! ��� �A D�� �B�AD  B�B!��BDB�� "�� B� B �"A�D��A �� ���DBA�� ���� D�� ��"�D�� ��AD�� ' (�� ���D �A��"���# �D�  B�B!� ��"�D��� �� �AD����D ' -��B"�� D�� ��"�D�� ��ADB� �ABD��A BD D���� �� �� D�� @��� �� B��"� �� D� # � A� �� �# �� � D�� BE��B � #B�$ ��"A� ��E�� ����D D� ���� #� �"#D�B�D�A D�� � ���BA EB�"� �� D�� �� B � ' $D D�������� B�� �B����$� D�� ��"�D�� ��ADB� �ABD��A �A ' � "�� L 'Q �� A� BD�E� BD ��� � �B��� � #"DD��� �� � ����� BA �+��D ���� �BA��� )"�D"BD��A� �A D�� #B�$ ��"A� BA�B�D�@��B��� ��DD�A D�� BE��B � #B�$ ��"A� ��E�� D� ���� ' (�� ��"�D��  B�B!���ADB� �ABD��A �� B��� �����B��� �A D*� ��� �A���A� �A ' � "�� L 'R '= � D�� � �B�"��� ���B� EB�"�� B�� ��*���� # ��B"�� �� D��� ��"�D��  B�B!���ADB� �ABD��A � � ���@�BD��A� �"�D # � B������ D� D�� D�����D��B� ���B� EB�"�� '

$� D� �� �� A�D ��A� # ����� ����B��A D�� � �B�"��� EB�"�� * �D� D�� D�����D�%�B��� �B��"�BD�� EB�"�� � D�� BAB����� * ��� A�D # � ������D BA� ��A�� D�� ���"�D�A�D B��"�BD� ' (�� ��B��A ��� B�&"�D�A D�� D�����D��B� EB�"�� �BD��� D�BA D��� �B�"��� EB�"�� �� D�BD D��� � �D��� �� �"�� �B���� '(� ���D�� BD��B��� #�B� ��*A D�� D�����D��B� ���B� EB�"�� B ������D��AEB�"� �� �B��"�BD�� �A �B��B� # �A� �� ��A�B� ��B��A �A D�� �B�AD  B�B!� �BD%B�� "� ' (���� ������D��A EB�"�� B�� #B��� �A �B�� ��"�D�� 	� ���� ��D�E� ��A%DB� �ABD��A 789: @�� �������AD�� #� ' � "�� L 'R � D�� �"D��� ��D EB�"� # ��A 
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!"# #$ % #$ & '& '( ($)#*& ')*#'$)+,-"" . $/)0*-'"! $, #1" 2"30 4 51" #1"$-"#'(*3
!1"*- 6*3/" '! #1") &/3#'7 3'"0 8 '#1 #1" ($--"!7 $)0')9 ($--"(#'$) 6*3/" . ",$-"
($&7*-"0 #$ #1" & "*!/-"0 !1"*- 6*3/" 4 51" ($--"(#'$) 6*3/"! *-" ,$/)0 .:
#1" ;<=>? 7-$9-*& @ABC DEF 4
G HG HI JKL MNOPQRST NMUVKLTWSR MXKLTL XTUY RL
51" !')9/3*- '!$#1"-& *3 !71"-" Z[\[] & *!! 7-$2 3" '! #1" !'&73"!# & *!! 7-$2 3"
/!"0 ') 9-*6'#*#'$)*3 3")!')9 *)*3:!'! 4 51" & $0"3 *!!/& "! #1*# !#*-! *)0
$#1"- & *!! ($&7$)")#! . "1*6" 3'^" 7*-#'(3"! $, *) '0"*3 9*! _ ($)2)"0 .: *
!71"-'(*33: !:&&"#-'( 9-*6'#*#'$)*3 7 $#")#'*3 4 51" "`/*#'$) $, !#*#" $, #1"!"
$.a "(#! '! 9'6") .:

p =
ρkT

m
, Zb 4bc]

81"-" p _ ρ _ *)0 m *-" #1" 7-"!!/-" _ #1" & *!! 0")!'#: *)0 #1" & *!! $, #1"
$.a "(#! -"!7 "(#'6"3:4 k '! #1" d$3#e& *)) ($)!#*)# _ k = 1.38 × 10−23fgh _ *)0
T '! #1" #"&7"-*#/-" 4 \) #1"-& *3 "`/'3'.-'/& T '! -"3*#"0 #$ #1" 6"3$ ('#:
0'!7 "-!'$) _ σv

_ $, #1" $.a "(#! #1-$/91

mσ2
v = kT . Zb 4bi]

j! '# '! *!!/& "0 #1*# #1" !#"33*- 9*! '! '!$#1"-& *3 _ #1" #"&7 "-*#/-" _ $- "`/'6+
*3")#3: #1" 6"3$ ('#: 0'!7 "-!'$) _ 0$ "! )$# 0"7 ")0 $) -*0'/! ./# '! ($)!#*)#
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B����� D��  B�B!� ��"�D�� ' (�� H$H ���@ �� �� D�������� ��B�B�D������ #�
σvB��A� � B� D��� �� D�� �A�� ���� �B�B� �D�� �A�� D�� ��"�D�� ��AD�� �� @!�� ' (����� ���A ���� D�� ��A��D� ���@ �� �� D�� � ���� � *���� ��  �E�A �A D��� � �� BD����%��� �A���AB� �B��"� �

r
�

ρSIS(r) =
σ2

v

2πGr2
.

IL 'LKM
(�� �B��B� ��� �A��A�� �� D�� ���B� ��� BA H$H ���@ �� �

γSIS(θ)
� �<"B�� D����� �A��A�� �� D�� �"��B�� � B�� ��A��D��

κSIS(θ)
� BA� ��  �E�A #�

γSIS(θ) = κSIS(θ) =
θE

2θ
.

IL '?�M
θ

�� D�� BA "�B� ������ABD� � �B�"��� ���BD�E� D� D�� ��AD�� �� D��  B�B!���"�D�� BA�
θE

�� D�� � �A�D��A �B��"� �

θE = 4π

(

σv

C

)2 Dds

Ds
,

IL '? JM
*����

C
�� D�� �� ��� �� �� �D ' � ��A �B����A �"D D�� �B��"�BD��A�

Dds/Ds�� ��D�� BD�� #�
〈β〉

"��A �<"BD��A IL 'LQM '(�� # ��D @D �� ��D��� �A�� #� ����B��A � �B�"��� ���B� EB�"�� D� D�����B��"�BD�� #� D�� � ���� ' (�� # ��D @D �� D�� H$H ���@ �� �� ��D��� �A�� #��B��"�BD�A 
χ2 ��� B �BA � ��

σv
EB�"�� � ��DD�A D�� �� B����D

χ2 EB�"� ������D�� # ��D @D ' (�� ���"�D� B�� ���*A �A (B#�� L 'J'
) *) *� �	/ ��� 4��� 2/
(�� � BEB��� � '��A$ G � ��D� I�'� M ���@ �� B�� �B�� D�  �E� B E���  ����������D��A �� D�� �B��B� � B�� ���D��#"D��A �A���� D�� E���B� �B��"� �

rvir
� ��B  B�B!� ��"�D�� ' $D �� ����E�� ���� @DD�A D�� ��A��D� ���@ �� �� A"� ����B����"�BD��A� �� ���� �B�$ � BDD�� �B��� I� BEB��� �D B� ' JKKRM ' (�� E���B� �B��"��� ��@A�� B� D�� D����%��� �A���AB� �B��"� �A���� *���� D�� ��D�B�� � ��"�D�� B�B!��� B�� ��ADB�A�� ' (��  B�B! ��� �"D����

rvir
B�� ��D D� �B�� D�*B��� D����AD�� �� D�� ��"�D�� ��� D�� @��D D�� � � B�D�� *���� B � ��� �� ���� �D�B��������BD��A D�*B��� BA� ���� D�� ��"�D�� ��AD�� �� �AD���� ' '�� BA � �A�D��A %�� H�DD�� "A�E���� I

ΩM = 1
�
ΩΛ = 0

M D�� E���B� �B��"� �<"B��
r200

� D�� �B��"��A���� *���� D�� � B�� ��A��D� �� D�� ��"�D�� �<"B��
200ρc

'(�� �'� �B�� ��A��D� ���@ �� ��  �E�A #�
ρNFW (r) =

δcρc

(r/rs)(1 + r/rs)2
,

IL '?>M
*����

ρc =
3H2(zl)

8πG

IL '?LM
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�� D�� ���D��B� ��A��D� ;� � H(zl)
�� D�� �"##�� �B�B� �D�� BD D�� �������D ��D�� ��"�D�� �

zl
� BA�

G
�� D��  �BE�DBD��AB� ��A�DBAD '

δc
�� ��@A�� B� D����B�B�D����D�� �E��%��A��D� ��� D�� ��"�D�� �

δc ≡
200

3

c3

ln(1 + c) − c/(1 + c)
,

IL '?? M
*����

c
�� B ��� �A���A���� A"�#�� $A�*A B� D�� ��A��AD�BD��A �B�B� �D�� '(�� ��B�� �B��"� �

rs
� �� B ��B�B�D����D�� �B��"� �� D�� ��"�D��  �E�A #�

rs =
r200
c

,
IL '?PM

(�� � B�� �� BA �'� ��"�D�� ��ADB�A�� * �D��A
r200

�BA D��A # � �!������� B�
M200 ≡M(r200) =

800π

3
ρcr

3
200 .

IL '?QM
(�� BAB��D��B� �!�������A� ��� ���B� BA� �"��B�� � B�� ��A��D� ��� D��

�'� ���@�� B�� ����E�� #� ��� �D G -�B�A��� I>���M ' �A�� B ����D ��%�����D��A ��  �E�A ���� � �"�D��� ��DB��� B�� ��"A� �A D�� �B� �� ' (�� <"BAD�D�����
γNFW

BA�
κNFW

B�� ��A��  �E�A ���� D�� �<"BD��A� �

γNFW (x) =
Σ̄NFW (x) − ΣNFW (x)

Σcrit

IL '?RM
BA�

κNFW (x) =
ΣNFW (x)

Σcrit
,

IL '?�M
*����

x
�� B ��� �A���A���� �B��"� �

x =
R

rs
.

IL '?KM
R

�� D�� ���& ��D�� �B��"� ���BD�E� D� D�� ��AD�� �� D�� ��"�D�� ��A� �  �E�A#�
R = Dl(θ

2
1 + θ2

2)
1/2 � *����

Dl
��@A�� D�� BA "�B� ��B� �D�� ���DBA��# �D*��A D�� �#���E�� BA� D�� ��A� '

ΣNFW (x)
������# �� D�� �B��B� ��� �A��A���� D�� �"��B�� � B�� ��A��D� �� BA �'� ��A� BA� �� ����E�� #� �AD� �BD�A �<"BD��A IL '?>M B��A D�� ��A� �� �� �D '

Σ̄NFW (x)
�� D�� � �BA �"��B�� � B����A��D� �A����

x
'(�� �!��D�A '��(�=� ��� �B�  B��B '� I� ' � B��� � ���E ' ���� 'M *B�"��� D� �B��"�BD�
γT

BA�
κ
' (��� *B� ��A� ��� ��+ ���AD EB�"�� ��

c
� �BA �A ����

0.1
D�

24.9
�A �D��� ��

0.1
' � ��A ��D�� BD�A ��"�D�� � B�� BD �B��� �B� ��D�BA D�� E���B� �B��"� � BA B���D��AB� ����� ���� ��ADB� �ABD��A ��A���A�A D�� ���& ��D�� �D�"�D"��� �"D����
rvir

�"�D # � DB$�A �AD� B���"AD ;� I� �D� ���
S# aU_Zb^` \d\S� TUU aU_Zb^` ? d\ ]^[ X ]�[ZWU[ cba_�aab^` X&^�Z ZW ba YXYU[ d
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�D B� ' >�� JM ' = ������D��A �B�D�� �� D�������� B������ D� D�� ����� ��D�� BD����
M200

�"��A D�� �B��"�BD��A� '(�� �'� ��A��D� ���@ �� �� ��B���*�� D�BA D�� H$H A�B� D�� ��AD�� ��D�� ��"�D�� #"D �D��� �� �A D�� �"D�� �B�D� ' �A�� D�� ��AD�� �� D�� ��"�D�� ��@!�� � D�� �'� ���@�� �B� D*� ���� �B�B� �D��� ,
r200

BA�
c
' (�� @��D @DD�A ������� *B� ��A� #� $����A 

c
@!�� BA� EB���A 

r200
� D�� # ��D @D IBA� D��������� �A��A 

r200
M # ��A ��D��� �A�� #� D�� �� B����D

χ2 EB�"� ' (�� EB�"���
c

�� ��D��� �A�� #� -"��� �$ �D B� ' I>�� JM "��A D��
Λ
C�� ���� ��� ��B�� ���� D� �D��� * �D�

h = 0.7
BA�

σ8 = 1.0
� *����

M? ' 1.5× 1013h−1M�
BD

z = 0
' '�� B

Λ
C�� �����;� r200 = 1.194rvir

� BA� D�� �������B� �!�������A���
c
��  �E�A #�

c =
5.8

1.194(1 + zl)
,

IL 'P�M
*���� D�� A"�#��

5.8
�� ��D�� BD�� ���� A"� ����B� ���"�BD��A� BA� �� ��A���%���� B��"�BD� ��� B �B�� * �D� E���B� � B��

Mvir = 8×1014M�
' = � D�� � B�� �AD���� ���"�BD��A� �A�� EB���� B�

∼M0.13
vir

BA� �� ����� D� D�� � B�� ��D�� BD�� ��=# ��� JLP J BA� =# ��� JKKP � D��� � B�� ��� �A��A�� �BA # � ����� B���� ' �<"B%D��A IL 'P�M �� D�������� ��A������� B  ��� ��D�� BD� ��
c
��� D�� �BDB �A D���D����� ' (�� A"�# ��

1.194
��� �� ���� ��AE��D�A 

rvir
D�
r200

BA� �"�D # �B������ *��A "��A ���� ��� ��B� � ����� ��ADB�A�A B ���� ��� ��B� ��A�DBAD��+���AD ���� � ' (B#�� L 'J ���* � D�� ���"�D� ���� D��� @DD�A ��� ���� '
$A D�� ����A� @DD�A ������� # �D�

r200
BA�

c
B�� B�D���� � ���BD�A B  ��� ��

c, r200
EB�"�� ' (�� # ��D @D

r200
�� @��D ��D��� �A�� ��� �B�� EB�"� ��

c
N� � D��AD�� # ��D @D

c
�� ��"A� ' -�D� �� D���� �# ��D @D� ��D��� �ABD��A� B�� ��A� #�� �A�� ���A 

χ2 ' ' � "�� L 'K ���D� D�� ��� ���� � ���* �A D�� ��+ ���AD
χ2 EB�"��B�

c
�� B�D���� '

M200
�� � ��DD�� B� B �"A�D��A ��

c
�A ' � "�� L '� �  �E�A D���B�B� �D��� BD B Q�� ��A@��A�� ��E�� ' (�� ���"�D� ���� D��� @DD�A ��� ����B�� ���*A �A (B#�� L 'J' (��� DB#�� B��� ���* �

M500
� D�� � B�� �A����

r500
'

' � "�� L 'J� �����B��
〈gT 〉

B� B �"A�D��A �� �B��"� ��� # �D�  B�B!� ��"�D��� '(�� � �B�"��� EB�"�� ��
〈gT 〉

B�� ���*A B� � ��AD� * �D� ����� #B�� BD B Q����A@��A�� ��E�� ' (�� # ��D @D � ����� ���� D�� H$H BA� �'� ���@�� B�� �A��%�BD�� #� ��A�� ' (�� � ����� B�� ������D�� ��� ��"�D�� � ��#�� ��ADB� �ABD��A '

S�
ΩM = 0.3

X`c
ΩΛ = 0.7e� [X`� b`� ][^� � d\ Z^ = d? b` aZUYa ^] � d\
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 � ��� �� ���� ���� ���

��� =# ��� JLP J =# ��� JKKP
θE 16

'′′2 ± 3
'′′6 14

'′′4 ± 4
'′′3

σv
�$� �−1� 1040 ± 115 980 ± 145

χ2
ν 1.26 0.59��� � @!��

c

c 3.67+1.88
−1.25 3.68+1.89

−1.25

r200 386
'′′6 ± 38

'′′1 358
'′′7 ± 46

'′′0
r200

�
h−1� � �� 1.27 ± 0.12 1.17 ± 0.15

M200
�
1014h−1M�

� 6.58 ± 2.59 5.13 ± 2.38

χ2
ν 1.15 0.62��� � ����

c

c 21.7 ± 13.8 0.9+2.3
−0.7

r200 365
'′′3 ± 24

'′′4 380
'′′5 ± 60

'′′9
r200

�
h−1� � �� 1.20 ± 0.08 1.25 ± 0.20

M200
�
1014h−1M�

� 5.55 ± 1.82 6.28 ± 3.43

χ2
ν 1.00 0.54

��� � �# ��D @D� @!��
c

c 21.7 ± 13.8 0.9+2.3
−0.7

r500 255
'′′7 ± 16

'′′7 211
'′′5 ± 35

'′′3
r500

�
h−1� � �� 0.84 ± 0.05 0.69 ± 0.11

M500
�
1014h−1M�

� 4.78 ± 1.63 2.68 ± 1.28

χ2
ν 1.00 0.54
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(��� D����� �����AD� B ����A�D�"�D��A �� D�� � B�� ��A��D� ���@ ��� �� D��  B�B!���"�D��� =# ��� JLP J BA� =# ��� JKKP ' (�� ���"�D� B�� �#DB�A�� "��A *�B$ �BE�DBD��AB� ��A��A ' (�� ��D�� BD�� � B�� ���D��#"D��A� B�� #B��� �A � �B%�"��� �AD� �� ���B� EB�"�� ���� �BDB �#DB�A�� * �D� D�� �7� �	
 ���B�� CC��B� ��B BD D�� CBAB�B%'�BA��%� B*B�� L 'Q � (������� � I�7�9 M ' (�� ���B�EB�"�� B�� � �B�"��� "��A BA �����E�� BA� ������D�� E�����A �� D�� F H-KP� �D��� IFB���� � H<"���� BA� -��B��"��D � JKKPM � D�� ������D��A� D� D�� � ���������AD�� #� O"���A� G FB���� IJKKRM '
(�� D����%��� �A���AB� � B�� ���D��#"D��A �A D�� ��"�D��� B�� ��D�� BD��B��"� �A D�BD D�� ��"�D��� B�� �������B��� �����D��� BA� �����* �A ��D��� BH�A "�B� $��D���� B� H����� IH$HM ���@ �� �� B � BEB��� � '��A$ G � ��D� IJKKP ,

�'� M ���@ �� ' (�� ��D�� BD�� B�� #B��� �A D��
Λ
C�� ����� � * �D�

ΩM = 0.3BA�
ΩΛ = 0.7

' � B�� � B�� B��  �A��BD�� "��A D*�%��� �A���AB� ����A�D�"�%D��A� �� D�� ��� �A���A���� �"��B�� � B�� ��A��D�' (�� � B�� ��D�� BD��  �E�A BD
r200

BA�
r500

B�� ��D�� BD�� #� @DD�A D�� ���B� � �B�"��� �AD� D� D�����D��B�� ����� ' -�D� D�� H$H ����� BA� D�� � ���� B�� B������ D� D�� �BDB ' ' �AB���D�� ��A��AD�BD��A �B�B� �D�� �� D�� �'� ���@�� �� ��D�� BD�� ��� D�� D*� B�B!� ��"�D��� ' (�� ���"�D� ���� D��� ��� ���� *��� ��� B�$B#�� � B� D�� # ��D@D  BE� ��A��AD�BD��A �B�B� �D��� <"�D� ��+���AD ���� D���� D����B��� ��"A� '
(���" ��"D D��� ��B�D�� BA� "A���� �D���* ��� �� �DBD�� � *��A �������A D� ���"�D� �#DB�A�� �A D��� D����� "��A BA �'� ����� I

r200
BA�

M200
M � D�����"�D� B�� D���� �#DB�A�� "��A B ����

c
�B�B� �D�� '

� �� � � ! �# 

 %�B� �#���EBD��A� ���E��� BA �% ���AD � �D��� D� � �B�"�� �"#�D�"�D"�� BA���D��� �A� D�� ��AB� ��B� �DBD� ��  B�B!� ��"�D��� � �B�D��"�B��� �BDB �#DB�A������ C�BA��B BA� �� %� �*D�A I$� �A� �D B� '� >��>M ' = ���A �D B� ' I>��LM
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� ��� $ ��� $��� �� ��� 
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Θ ≈ 64′′

� 	

�����AD B �D"�� #B��� �A C�BA��B ;  %�B� �BDB ���* �A D�BD D��  B�B!���"�D�� =# ��� JLP J �!��#�D �� A�@�BAD ��AB� ��B� B�D�E�D� BA� �� "A��� ��A B � B& �� � �� �� �E�AD ' �!B� �A�A D�� �"��B�� � B�� ��A��D� ���@ �� �A ' � %"�� ? 'J BA� D�� ���B� � �B�"��� �AD� �� =# ��� JLP J ��A@�� D�BD D���� B�� D*�� B�� ��A��AD�BD��A� B# �"D D� �"�� D� �D��� � �"  ��D�A D�� ��"�D�� D� # � �AB ���� BD��A ��B�� ' = ���A �D B� ' ���* D�BD D�� ��"�D�� �� �� A�D �BE� B ������
 %�B� �D�"�D"�� � B��� �"����D�A D��� �A���BD��A '

$� �A� �D B� ' I>��>M ��D�� BD� D�� ��AB� ��B� E��� ��D� ���� �����A BA� E���B�� B�� �� @E�  %�B�%�"� �A�"� ���� ��"�D��� � �A��"��A =# ��� JLP J' (���� �D"���� #B��� �A B E���B� BAB����� � B�����A D�� E���B� D������ D� � ���D��A� BA�E��� ��D��� �� ��"�D��  B�B!��� ' H"�� BAB����� B��"� � D�� ��"�D�� D� # � �A��AB� ��B� �<"���#��"� ' =� ����"���� B# �E� D��� �� A�D D�� �B�� ��� =# ��� JLP J��"  ��D�A D�BD D��� �AB��"�BD� B����B�� � B� # � D�� ��B��A ��� D�� "A"�"B����� � E��� ��D� ���� �����A ��
σv = 1680+340

−229

$� �−1 �#DB�A�� #� $� �A� �D B� '(B$�A D�� "A���DB�AD��� �AD� B���"AD � A��D��� D�� E��� ��D� ���� �����A � D��E���B� �B��"� � A�� D�� � B�� ��D�� BD�� �A D���� �D"�� B�� ��A���D�AD * �D� D������"A� �A D��� D����� ' $� �A� �D B� ' ��"A�
σv

"��A D�� H$H ���@ �� � *����D
rvir = r200/1.194

BA�
Mvir = M200/1.194

3 B�� ��"A� "��A D�� �'� ���@�� '(�� ��D�� BD�� ��
rvir

#� $� �A� �D B� ' *�"�� # � JL� �B� �� B��"� �A B
Λ
C�� ����� � ����B��� D� D�� A"�# ��� �����AD�� �A D�� �B� �� *���� ���B��"�BD�� B��"� �A BA � �A�D��A % �� H�DD�� "A�E���� ' (��� �� B���"AD�� ���*��A ����B��A D�� ���"�D� ' (���� B�� B��� ��� � "A���DB�A �D��� �A D�� E���B�� B�� ��D�� BD�� �A D�� $� �A� �D B� ' �B� �� �� B���A � ����# �� #�B� B����A �����A��"��A ��!��"��A  B�B!��� �"D������A���� D�� E���B����� �B�D �� D�� ��"�D�� '(�� ����"�%� B A�D"�� ��B �B� �� B ��"�D�� * ��� ���B��� �����B� D�� ��"�%D��  B�B!� ��� ��<"�A�� ��A���D�A �� �B���%D�� �  B�B! ��� ' = � D����  B�B! ���B�� D����B��� �B� � BA� �����D��B� D��� * ���  BD��� �A BA B��B �� D�� ��B �B��B���� D�� ��� ��<"�A�� � �� �BD�� B��"A� D�� �B� � ����"� BA� ��E���A B# �"D
S��T�� � '[X% cXZX �U[U X �a^ Y[UaU`ZUc b` ZWU aZ�c%) W^�U�U[ ZWU _��aZU[a ^] b`ZU[UaZ

�U[U ^&aU[�Uc �ab`� ^` �% VWX`c[X d
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�B�� D�� � B A�D"�� �BA � � �DB�D�A BD �� B�� EB�"�� ' $� �A� �D B� ' I>��>M�!����D D��� �B�D D� ���B�BD� ��"�D�� � ��# ��� ���� �����# �� #B�$ ��"A� ������ ��"A�  B�B! ��� � B� D���� �#& ��D� * ��� �BE� ��+���AD
V − I

BA� ��A�� B�%� �B� ��+ ���AD ��B��� �A D�� ��B �B� ' (��� B���� D��� D� =# ��� JLP J� ������A B ����"�%� B A�D"�� ��B �B� ���B��� ���* �A BA B���D��AB� ��� ��<"�A�� BD�� B���� ����"� EB�"�� D�BA D���� �� D�� ��"�D�� � ��# ��� ' (��� ��A�� �������B �D�"�D"�� �� ���� ��"A� �� #B�$ ��"A�  B�B! ��� 'C���B��A B  B�B!� �B���� ��ADB�A�A B��  B�B! ��� ��*A D� B ���DB�A � B %A�D"�� * �D� B �B���� *���� B�������BD� �"D� �BE� # ��A � B�� �A D�� ����"�%� B A�D"�� ��B �B� N � $� �A� �D B� ' ��"A� ���B� �E���A�� �� B ���� ��"A� � B���D�"�D"��( *��A �� �$�A BD =# ��� JLP J' � �D� ��� �D B� ' I>�� JM B� "� D�BD�B� �%��B�� �D�"�D"��� �"���"A��A D��  B�B!� ��"�D��� I
r ∼ 10− 20 h−1� � �M� B� # � B ��"��� �� #�B� �A *�B$ ��A��A � B�� ��D�� BD�� ' � ��A A"� ����B����"�BD��A� �� �D�"�D"�� ���� BD��A �A B

Λ
C�� ����� D��� <"BAD��� D�� ��%���D �B� �%��B�� �D�"�D"�� �B� �A D�� *�B$ ��A��A ��D�� BD�� ��

M200
' (�����A��"�� D�BD D�� � B�� ��D�� BD�� B�� ��$��� D� # � �E����D�� BD�� #�
∼ 30

��A BE��B � ' � �*�E�� � � ��� ���DBAD � "A������BD�� �D�"�D"�� B��A D�� ��A��� �� �D D� D�� ��"�D�� �� A�D �!� ��D�� D� �B"�� ������ �A D�� *�B$ ��A��A � �B�"��� �AD� I� �D� ��� �D B� ' >�� JM ' $A D��� D����� D��� � ����# �� #�B� �A � B����D�� BD�� �� B���"AD�� ��� #� �B� �� ����� #B�� �A D�� �'� @DD�A ��� ����6 '= ������� �A��A ������D��A �B�D�� �A D�� E��� ��D� ���� �����A �� A�D $A�*A �D�������� A� ������D��A� *��� B������ D� D�� H$H ��D�� BD� '(��  B�B!� ��"�D�� =# ��� JKKP �� <"�D� ��+ ���AD ���� =#��� JLP J' $D ��B��"� �� D� # � B �DB#�� ��"�D�� �A ��AB� ��B� �<"���#��"� � *���� �� ���#B#��D�� ��B��A D�BD  %�B� �D"���� �� D��� ��"�D�� B�� � ��� ����BD�#�� * �D� ��A�%�A �D"���� ' $A��"��A ����� #B�� �A D�� �B��"�BD��A� � D�� � B�� ��D�� BD�� ��=# ��� JKKP �AD���"��� �A D��� D����� B�� ��A���D�AD * �D� D��  %�B� #B��� ��%D�� BD� � B�� #� �����A I>��>M ' &BD�� �D B� ' I>���M �����AD BA  %�B� #B�����D�� BD� B# �"D D* ��� B� �B� � � D��" � D�� E��� ��D� ���� �����A �� &BD�� �D B� ' ��� ��� ��A���D�AD * �D� D�BD �� D��� D����� ' -�D� D���� �D"���� B��"� � B
Λ
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�� BEB��� �D B� ' IJKKPM� � BEB��� � � ' ' '� '��A$ � C ' H '� G � ��D� � H ' � ' � ' JKKP �

���=H � >RP � R>�
�� BEB��� �D B� ' IJKKRM� � BEB��� � � ' ' '� '��A$ � C ' H '� G � ��D� � H ' � ' � ' JKKR �=�� � ?K� � ?KL
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�� ����B� IJKQ? M� � ����B� � H ' JKQ? � ���=H � J>� � >KP



� ���������� ��

�� ���BD� I>��LM� � ���BD� � $ ' >��L � �!���� � ��D��AB�� �� =�D��A���� ��E�������D��A � �!���� �A�E����D� & ����
�H<"���� G FB���� IJKKQM� H<"���� � : '� G FB���� � � ' JKKQ � =�� � ?RL � QP
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(�� �"D��A� �� D�� ���B�%� ��B���BD��A ���BD��A  �E�A �A D��� B�� �A��! �� DB$�A���� O"���A� G FB���� IJKKRM � * �D� B���D��AB� ������D��A� ���� � ��$�D�B �DB� ' IJKK�M ' (�� � �B�"��� � ��B���BD��A �
e
� * ��� ��BA � *��A �AD���"��� D� B �BE�DBD��AB� ���B� �

γ
� B�

e→ e′ = e+ γP γ .
I= 'JM

(�� �<"BD��A ������� D�BD D�� �!� ��DBD��A EB�"� ��� D�� � ��B���BD��A �
〈e′〉

� ������ ��D��AB� D�
γ
' (��� �BA # � B��"� �� # ��B"�� D�� �!� ��DBD��A EB�"� ��

e*��� # � E��� ����� D� ���� �
〈e〉 ≈ 0

� �"� D� D�� B��"��D��A D�BD D��  B�B!���B� �� B�� �BA��� �� ���D��#"D�� �A D�� B#��A�� �� ���D�� BD��B�  �BE�DBD��AB���A��A ' $D � B� # � D�BD �����  B�B! ��� * ��� �BE� ��� �  �BE�DBD��AB� �+ ��D �A�B�� �D��� � #"D D��� �+��D �� A� �� �# �� *��A ��B��A * �D� B �B� � A"�#�� �� B�B!��� � B� �� D�� �B�� * �D� D�� �BDB "��� �A D��� D����� '(� # � B#�� D� � B$� BA ��D�� BD� �� D�� ���B� BA� ��A�� �B��"�BD� D�� � B�����D��#"D��A �� D��  B�B!� ��"�D�� � D�� ��A�DBAD �� D�� ���B� � ��B���B#���D��D�� ���%����A ���B� � ��B���B#���D� D�A��� �
P γ � �"�D # � ��D��� �A�� ' '�� D����"�� ��� B ��A�B� �"A�D��A �� D�� �#���E��  B�B!� �"��B�� #�� �DA��� �� "���D���" ��"D D��� D����� ; �

P γ = P sh − P sm P sh?

P sm?

I= '>M
*����

P sh BA�
P sm B�� D�� � ��D%����A ���B� � ��B���B#���D� D�A��� BA� D���� �B� � ��B���B#���D� D�A��� ���� ��D�E���� ��@A�� �A ���D��A L 'J'J� BA�

P sh?BA�
P sm? B�� D�� �B� � D�A���� B������ D� �D���B� �#& ��D� '
$��B���� B � �����D �� B � �BA # � ����E�� #� �#���E�A * �D� BA �A�D�"� �AD��ADB�A�A B &��AD H���B� '"A�D��A I&H' M �

g
� D�BD �� � �����D�� ����"�B� ' $� B

S�^ aW^� ZWU �U`U[X � _XaU ZWU cb	U[U`Z YX[Za ^] ZWU U��XZb^`a � b�� `^Z _^`ZXb` a�& a_[bYZaZW[^��W^�Z ZW ba XYYU`cb� d � ^�U�U[ ) ZWU% cU`^ZU ZWU aX� U ��X`ZbZbUa Xa � b�U` &% U��XZb^`aU�aU�WU[U b` ZWba ZWUaba d
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 B�B!� �B� BA �AD��A��� �"��B�� #�� �DA��� �
f
� D�� �� B � �#���E�� * �D� D����A�D�"� �AD *�"�� �BE�

f◦ = g ⊗ f
I= 'LM

BA� ���� D��� D�� ���B� � ��B���BD��A
e = e(f◦)

�BA # � ����E��N ' $� B �� B��
&H' BA���D���� �� �AD���"��� #� ��AE��E�A 

g
*�D� B �� B�� $��A�� �

q
� D� ��$��A�� # ��A �� ��� BA���D����� � D��A

f◦ → f ′◦ = g′ ⊗ f = q ⊗ g ⊗ f .
I= '? M

= � B ���"�D D�� � ��B���BD��A * ��� ��BA �
e→ e′ = e+ P smp ,

I= 'PM
*���� B � �B�"��� �AD �� D�� &H' BA���D���� ��  �E�A #�

p
IB� �A �<"B%D��A IL 'JQMM BA� D�� �� �B� � ��B���B#���D� �BA # � �#DB�A�� ���� D�� �� B �

f ′◦
B�
P sm = P sm(f ′◦)

' (�� ���"�D ����E�� ���� �� "��� �A ���D��A L 'J'> �A������D�A ��� D�� &H' BA���D����'-� B�����A B ���B� D� D�� � �����D �� B �
f◦ → f ′◦ = Sγ(g ⊗ f) ,

I= 'QM
* �D� D�� ���B� �� ��BD�� �

Sγ � # ��A ��@A�� �"�� D�BD
(Sγh)θ = h[(δij + ψij)θj ]

I= 'RM
* �D�

ψij =

[

γ1 γ2

γ2 −γ1

]

,
I= '�M

D�� � ��B���BD��A * ��� ��BA � D� ��A�B� ����� �A
γ

B�
e→ e′ = e+ P shγ

I= 'KM
BA�

P sh �BA D��A # � � �B�"��� ���� D�� �� B � B�
P sh = P sh(f ′◦)

'-� @��D ��AE��E�A 
f

*�D� BA BA���D����� &H' �
g′

� BA� D��A B�����A B*�B$ ���B�
f ′ → Sγ(g′ ⊗ f) ,

I= 'J�M
D��� ���#�A�� �� ��BD��A * ��� ��B� D� B ����D �A D�� � ��B���BD��A  �E�A #�

e′ → es + P shγ + P smp(g′) ,
I= 'JJM

# ��A ��A�B� �A # �D�
γ

BA�
p
' � �*�E�� � B�

P sh ������# �� D�� � ��B���BD��A�+��D� �� B ���B� D�BD �� B������ B�D�� ����A � BA� D�� ��B� ��A��A �+��D� B��B������ # ����� ����A � D��
γ

%
e
���BD��A �BAA�D # � �B��#�BD�� "��A 

P sh & "�D
e���XZb^`  � df" cU`^ZUa X _^`�^ ��Zb^` ^]

g
� bZW

f
) aUU aU_Zb^` � d? ]^[ X ]�[ZWU[ U�X� 'b`XZb^` ^] ZWba � XZWU� XZb_X � ZU[� d
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B� �D �� ' $� "��� B� �DBD�� D�� ���� �A�� * ��� D�A� D� # � �E����D�� BD�� *��A��B��A * �D� �� B�� �#& ��D� '
$D �BA # � ���*A D�BD D�� B�����BD��A �� B ���B� �����*�� #� B ��AE��"D��A* �D� B ����"�B��� �����D��� ����A $��A�� �

g
�  �E�� D�� �!B�D �B� � ���"�D B��� D�� ��AE��"D��A *B� ��A� * �D� B ��� �D�� BA���D����� BAD�%���B��� $��A�� �

g′ = [Sγ ]−1g
� @ ��D BA� D��A �BE�A D�� ���B� B������

f◦ → f ′◦ = g ⊗ (Sγf) = Sγ
[

([Sγ ]−1g) ⊗ f
]

.
I= 'J>M

-� �� �B��A D�� � �����D�� ����"�B� &H' *�D� B �"�DB#�� $��A�� �
q
� D�� B����! �%� BD��A �BA # � � B�� D�BD D��� �+��D �� �"A�B� �ADB��� ���AD��B� D� D�BD �B"���#� D�� ���B� �A D�� � ��B���BD��A �� B &H' BA���D����' (��� B����! �� BD��A�� E���  ��� *��A ��B��A * �D� ����A �B"��� #� BD� �������� D"�#"��A�� ����"�D�A �A

e→ e′ = e+ P shγ + P smp([Sγ ]−1g) .
I= 'JLM

-��B"�� �DB�� B�� �AD��A���B��� � ��AD%��$� �#& ��D� D�� ���B� �B� A� �+��D�A D��� BA�
e = e′ = 0

' =�����A �<"BD��A I= 'JLM �A �D���B� �#& ��D� ��A�����"�D� �A
p([Sγ ]−1g) = −γ

P sh?

P sm?
,

I= 'J? M
������A D�BD � ��� B A�A%�D���B� �#& ��D �

e→ e′ = e+ γ

(

P sh − P sm P sh?

P sm?

)

.
I= 'JPM

(��� �� D�� �B� � ���"�D B� �DBD�� �A �<"BD��A� I= 'JM BA� I= '>M '= � ��� ���� D�
P sh *���� �A�� ��� �A�� �A D�� �#& ��D ��B� � �

P sm ��B��� B�D�� �AE���� B��B �� D�� �#& ��D ' '�� �B� � �#& ��D�
P sm *��� D�������� # � �"������ D�BA

P sh � BA� P γ → P sh ' '�� �� B�� �#& ��D� D�� ���� �A�� �� �����B���#� D�� A� BD�E� D��� � BA� ��� �D���B� �#& ��D�
P γ → 0

'
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(�� � BD��� BD��B� ��@A�D��A� BA� �!��BABD��A� ������# �� �A D��� B�� �A��!B�� DB$�A ���� D�� *�# �B �� �� � BD�*���� � �DD� ����BD�*���� '*����B� '��� � �BA� D�� D*� &�A "�A ���D��AB���� �� � BD��� BD��� BA� &������ '
� �� �#��������� �� ���� ��# ��"
-� ���& ��D�A D�� � ��AD�

P ′ �A D�� �"��B�� �� B ������ ���� D�� ������ 	�A��D� � ��� �
N

� D� B � ��AD
P

�A B ��BA� DBA �AD D� D�� ��"D� � ��� �
S
� D�����D���� �B���� ���& ��D��A B�� �#DB�A�� ' = � ���*A �A ' � "�� - 'J D��� �� ������B � B� ���& ��D��A '(�� �D���� �B���� ���& ��D��A� �� ' � "�� - '> �BE� B ������ B� �#�B�� ���� '(�� ���BD�E� � ���D��A� �� D�� ���& ��D��A ��BA� BA� �%B!�� ��B�� D� B EB���D� ����+���AD D�BA����� BD��A ����"�B� ' (���� �BA # � ���D�� B� I�DB�D�A ���� D�����D  ��A D� D�� �� �DM

P ′ = 2r
2r−zP P ′ = 2r

z P P ′ = r
zP

P ′ = 2r
r−zP P ′ = 2r

r+zP P ′ = r
r+zP .

I- 'JM

� �� ��� ���  �� �� 

= (B���� ������ �� B ������ �!�BA���A �� B ��B� �"A�D��A
f(x)

B# �"D B � ��AD
x = a

' (B���� 	� D������ �!������� D�� �"A�D��A B� D�� �"� �� B � ���A�� �B�BA� B ��� B�A��� �
f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) + f ′′(a) (x−a)2

2!

+f ′′′(a) (x−a)3

3! + · · · +Rn .

I- '>M
� ���

Rn
�� D�� ��� B�A��� B�D�� A D��� � �  �E�A #�

Rn =
1

n!
hnf (n)(a+ hθ)

I- 'LM
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*����
h = (x− a)

BA�
θ

���� # �D*��A � BA� J'
$�
n → ∞

D��� �!�BA���A �� B (B���� ������ ' $� B���
Rn → 0

B�
n → ∞

��D �������AD� D�� �"A�D��A  �E�A #� �<"BD��A I- '>M ' (�� ������ �� �B���� B
� B��B"��A ������ ��

a = 0
'

� �� ��� ��  � � �!"�# ��" 

(�� -����� �"A�D��A� ���"� �A � BA� B�����BD��A� �A ������� BA� �A �A����A ���� �!B���� �A ���#��� � �� ��BD ��A�"�D��A ' (��� B�� � �*�� ������ �A
x

D�BD�BD���� D�� -����� 	� �<"BD��A � D��� # ��A B ����A�%����� ��+���AD�B� �<"BD��A�� D�� ����
x2 d

2y

dx2
+ x

dy

dx
+ (x2 − n2)y = 0 ,

I- '? M
*����

n
�� B ��A�DBAD �A���BD�A D�� ����� �� D�� -����� 	� �<"BD��A '

Jn(x)
��A�D� D�� -����� �"A�D��A� �� D�� @��D $�A� � D���� # ��A D�� � ��D�����DBAD �� D�� -����� �"A�D��A� ' (���� �"A�D��A� B�� D�� ���"D��A� D� D��-����� 	� �<"BD��A # ��A A�A%��A "�B� BD D�� ��� �A � BA� B��  �E�A #�

Jn(x) =
1

π

∫ π

0
cos(nt− x sin t)dt

I- 'PM
=

∞
∑

r=0

(−1)r

r! Γ(n+ r + 1)

(

x

2

)n+2r

.
I- 'QM

n
�� B A�A���� �AD� �� ��A�D�A D�� ����� �� D�� -����� �"A�D��A ' (�� ���������� �� �A�� EB��� ��

n
�� B � ���D�E� �AD� �� ' ' � "�� - 'L ���D�

Jn(x)
���

n = 0, 1, . . . , 5
'- ����� �"A�D��A� �� D�� ����A� $�A� IB��� �B���� � �"� BAA �"A�D��A�M B����A�D��

Yn(x)
� BA� B�� ������ ���#�ABD��A� �� -����� �"A�D��A� ' (��� B��B��� ���"D��A� D� D�� -����� 	� �<"BD��A � #"D A�* # ��A ��A "�B� BD D�� ��� �A '-����� �"A�D��A� �� D�� D���� $�A� B�� �� ���B� ���#�ABD��A� �� D�� @��D BA�����A� $�A�� � B��� �B���� � BA$�� �"A�D��A� '

� �� ��"�� �!# ��"

(�� ��AE��"D��A �� D*� �"A�D��A�
f(x)

BA�
g(x)

�� BA �AD� �B� �!������A D��B� �"AD �� �E���B� ��
f

B� �D �� ����D�� �E��
g
' (��� �� ��A� �"�� D�BD D����AE��"D��A ��

f
BA�

g
�E�� B @A�D� �BA �

[0, x]
��  �E�A #�

f ⊗ g =

∫ x

0
f(t)g(x− t)dt ,

I- 'RM
*���� D�� ���# ��

⊗
��A�D�� D�� ��AE��"D��A 'C�AE��"D��A DB$�A �E�� BA �A@A�D� �BA � �� �!������� B�

f ⊗ g =

∫ ∞

−∞
f(t)g(x− t)dt =

∫ ∞

−∞
g(t)f(x− t)dt .

I- '�M
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n = 0, 1, . . . , 5
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O�$������� �� D�� ����D��D��B� ���#B#���D� D�BD BA B���B�� � ��"���� �E�AD*�"��  �A��BD� B �B�D��"�B� �"D��� � ' $D ������ D� �B�D �E�AD� * �D� $A�*A�"D��� �� B� ��� ���� D� B ���#B#���D� D�BD ������ D� D�� � ��"���A�� �� �"%D"�� �E�AD� ' '�� B ��AD�A"�"� �BA��� EB��B#��
X

*�D� ���<"�A�� �"A�D��A
f(x;α)

� D�� ��$������� �"A�D��A ��
f(xi;α)

� ������� �A��A D� D�� �#���EB%D��A
xi

'
f(xi;α)

�� ��A������� B �"A�D��A ��
α
�
α

# ��A D�� �B�B� �D�� ��D�� ���D��#"D��A ' :�E�A
n

�A��� �A��AD �#���EBD��A� �
x1, x2, . . . , xn

� ���� D������D��#"D��A D�� ��$������� �"A�D��A ��  �E�A #�
L = f(x1;α)f(x2;α) · · · f(xn;α) .

I- 'KM
(�� � B!��"� ��$������� ��D�� BD��A �� B ��� ���"�� *���� D�� ��$��������� � B!�� ���� #� BA ��D�� BD�� �� D�� �B�B� �D�� �� D�� ���D��#"D��A ' � �+ ���A%D�BD�A D�� �� B��D�� �� D�� ��$������� �"A�D��A * �D� ���� ��D D�

α
D� @A� D��� B!��"� EB�"� �� B *��� "��� � �D��� �A �#DB�A�A D�� ��D�� BD�� '
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(�� 8���9 ���D*B�� *B� ��E���� �� #� � ��$ FB���� ; �A �D�B��� D� �B��� �"D�B�AD  B�B!� ���D�� �D�� ��� *�B$ ��A��A ' 8���9 �� ��D�� ���� ��� ��B� � � �B%�"��� �AD� �� �B�AD  B�B! ��� BA� *�B$ ��A��A BA� ���E���� B �B���� ������D���D �� D� ��� ��� *�B$ ��A��A BAB����� ' (�� D���� B�� B��BA �� �A B D��� �������D����� * �D� D���� � B�A #�BA���� � ����� D�BD ��B� �A�� * �D� 789: @��� �
������ D�BD �� ��BD� �A�� �A �BDB�� "�� BA� �� ������ D�BD D�A� D� # �� ��� �� ���B����� D�BA D�� D*� ���E��"� #�BA���� � �� �"��A �A �B�AD  B�B!����D�� �D��'

��B$ ��A��A ���"�� �A �E��� ��"�D�� ' $D �� � ��*�E�� � ��% �"�D D� � �B%�"�� # ��B"�� �� D�� �����D���D��� �����AD �A D�� #B�$ ��"A�  B�B! ��� ' (����������AD� D�� � B�A ��"��� �� A���� �A *�B$ ��A��A BAB����� ' $A B���D��A �D�� *�B$ ���B� �� AB� �� �"�������� #� D�� ���"���A�� �� D�� �B�AD  B�B! ���# ��A �� �B��� #� D�� ����A � ��AD ����B� �"A�D��A I&H' M BA� D�������� ���%�"�B���� D��  B�B!� �� B ��N ' (�� &H' �B� B��� ��ADB�A BA���D������ D�BD� B$�� �D ��� �A��AD �A D�� �� �BD��A �A D�� �� B � ' 8���9 ��A���D� �� B�%EBA��� D���A�<"�� ��� � �B�"��A  B�B!� �����D���D��� BA� ������D�A ��� D���������� *���� � B$�� �D B E���  ��� D��� D� "�� �A *�B$ ��A��A BAB����� ' (���B�D� B# �"D 8���9 �����AD�� ���� �BA # � ��"A� �A D�� 8���9 ��� ��B � ��DD� ���*** '��B '�B*B�� '��"� $B������� �BD���AD�AD '�D� � '

� �� �  �"� �� ���
(�� 8���9 ���� BA�� B�� �AE�$�� ���� D�� ����� � E �B ����� �����D� �� ����
&��� �����D� ��$� B�� �DBA�B��A� �� 8� ���� BA�� ' = �� 8���9 ���� BA�� �BE� BA�A�D�"�D��A � BA"B�( D�BD �� E ��*�� #� B���A D�� �	 ��D��A D� D�� ���� BA� '

S�XbaU[
WX�Xbb dUc� ) WZZY ������ db]X dWX�Xbb dUc��
∼
�XbaU[�e aU_Zb^` f d\

< T^� U ^] ZWUaU b`aZ[�_Zb^` � X`�X �a _X` & U a^� U�WXZ �`_ �UX[ Z^ `U� �aU[a d
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(��� �BA # � E��� "���"� B� D���� B�� A� D�!D# ��$� *��DD�A �A 8���96 ' (��
8���9 ���� BA�� B�� DB$� ��+���AD ��D��A� � "��A D�� ���B"�D EB�"� �� A�A� ���� ���@�� ' (���� B�� B��� ���� BA�� D�BD B�� B�D"B��� ; 504 �����D� � ������ �A ��E��B� 8���9 ���� BA�� B�D�� �B�� �D��� BA� D����#� � B$�A �D �B���� ���D�� "��� D� �!��"D� ' (���� D�� �� �� ���� BA�� ���B��� �B����DBD� D�� "�B � ��
8���9 B� ��� � �� D�� ������ 8���9 ���� BA�� �"D ���D���D��A� �A D�� �� B � D�# � �!��"D�� ' =A �!B���� �� �	29��� D�BD �"A� D�� ���� BA� ��� 2�� 589.�A B �B� � �� B � #� �"DD�A �D �A ������ � �!��"D�A D�� ���� BA� �A �B������� BA� �"DD�A D�� ������ #B�$ D� �D��� *��A �!��"D�� ' (��� �� ���D"ABD�# ��B"�� �� �
������	 � �BA �A�� # � �!��"D�� �A �� B �� A� #�  �� D�BA B���DB�A ���� '(�� 8���9 ����� B�� � B�� ��� �� B � ��� �����A @ ��� �D���� �A D��
7 89:� ���� BD ' � �A%8���9 �� B �� B�� B��"� �� D� # � �D���� �A D�� #� %�A��BA#�D� ����� ������� #� D�� �=H= ��H( 789: ��@A�D��A � ' (��� �� � ��*�E�� ��A�% ���AD *��A "��� * �D� ��DD��%�A��BA � B���A�� ��$� O�A"! �A &C � �� FB����������� D� �D��� D�� �� B �� �A ABD�E� ���� BD ' $A ����� D� "�� 8���9 �D ��D�������� A�����B�� D� @ �D�� D�� �� B �� D���" � �823 5.5
 @��D D� �* �D�� D��#�D� ����� �� D�� 789: @�� ���� #� %�A��BA D� ��DD��%�A��BA ' (� � B$� D��D�� @ ��� *��$ * �D� A�A%8���9 ���D*B�� D��� �BE� D� # � �* �D���� #B�$ D� D����� �AB� #�D� ����� '(�� ���� BA� 6� I�� B � �B��"�BD��M �� D�� � ��D ��� ��DBAD �� D�� ����� '-� "��A �� �D �� � ����# �� D� �B��� �"D  �A��B� �� ��BD��A� �A 789: �� B �� ��"�� B� �"#D�B�D�A �A� �� B � ���� BA�D��� �� ���#�A�A �� B �� D� � B$� B� ���BA �� B � *���� D�� � ���BA EB�"� ���� ��+���AD �!� ��"��� #"D ��AD����A D�� �B� � ��!�� �� �����A '(� *��$ * �D� �BDB�� "�� 8���9 "��� D�� ������ #�BA�� �� D�� 8���9D��� ' ������ ��ADB�A� B A"�#�� �� ���� BA�� D�BD � B$�� �D � ����# �� D���D��D BA� �D��� �#& ��D� ���� D�� 7 89: @��� �A �BDB�� "�� B� *��� B� � B$�A ��<"���� 7 89: @��� ���� �A���� BD��A  �E�A �A D�� �BDB�� "�� ' 8���9 ���E����B �B� � A"�#�� �� DB�$� D� # � � ������ �� �A ��E��B� �BDB�� "�� BD D�� �B� �D�� � � �"�� B� ����B��A D��� D� @A� �#& ��D� �����AD �A # �D� �BDB�� "�� ��@A��A D�BA����� BD��A �B�B� �D��� # �D*��A D�� �#& ��D ������ABD�� � D� AB� �#"D B ��* �D���� '(�� ���� BD �� D�� �BDB�� "�� �� ��@A�� #� 4� I���D �BDB�� "�M *����  �A��%BD�� BA =HC $ $ ���� BD ���D�A �� B �BDB�� "� B� �D� ���B"�D � ��� ' � �*�E�� � ���� E��� "���"� ��� � BA��"�BD�A �BDB�� "�� #� "��A D�� A"� ���"� ���� BA���A� ��D��A� ' (�� �� ��� �B� ��� ������ �BDB�� "�� �A� �#& ��D BD B D�� �� #���B��A D�� �#& ��D ���� �DBA�B�� �A�"D � � ������ �A B � BA��"�BD��A �A D���#& ��D BA� *��D�A D�� ���"�D D� �DBA�B�� �"D�"D ' (�� D�� � �� � BA��"�B%

@�WU[U X[U W^�U�U[ X ]U� X[Zb_�Ua � [bZZU` X&^�Z b� X�U Y[^_Uaab`� X`c X`X�%aba ^] �UX�
�U`ab`� � XZU[bX � �ab`� ��V�� ) aUU ( XbaU[ UZ X � d) \+++ X`c �^ �c UZ X� d) =��= d

�� �U� b& �U �� X�U �[X`aY^[Z T%aZU�
�WZZY ����Za d�a]_ d`XaX d�^��
# �_ ba ab� b�X[ Z^ ZWU �$ �� _^�� X`c X�� ]^[ ZW ba ZXa� d
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D��A D� # � � ������ �� �� �� ���@�� #� ��D��A� �A D�� ���� BA� ��A� � * �D� # �D���B�B�� � E��D��� BA� � BD����� B���*�� B� �AD���� ' (�� �B�D D�BD �� �BA B�����B� BA� *��D� �A #�AB�� ���� BD ���"�D� �A B �B� �  B�A �A �% ���A��'(� E��"B���� D�� �BDB�� "��  �B����B��� 8���9 "��� � 41/�8/' (��� ��� �B��� #B��� �A �����9 % B '��(�=� �"#��"D�A� �B�$B � ��� ��B* �A ������ ���%�AD�@�  �B��� � ��� �AB��� ��E���� �� ��� "�� * �D� B�D��A�� ��B� �BDB ���"�D��A��� �B� �� '
� *+*+ 
/� 2
���A �!��"D�A D�� �B� � 8���9 ���� BA�� �A B A"�# �� �� �� B �� �A� B�D���B�� �D��� � ; 504 � �� BA ���B� ��� �B�� �A �BA "B � D� "�� ��� D��� �"�� ��� '
$D �� E��� �D�B� �D ���*B�� � # �D� D� ��B�A BA� D� "�� BA� B��� )�!�#�� *��A�D ��� �� D� � ������ �A D�� �B� � DB�$ �A ��E��B� �� B �� �A� B�D�� D�� �D��� '-� � B$�A B ���D I46. /28� 5���M �� D�� �!� ��"�� AB� �� &��� B������� B A�*AB� � �B�� D�� � D�� ���� �� �!��"D�� ' -� "D�����A B ����A� �� �� BA� B ���D��ADB�A�A & "�D D�� ���� A"�#��� �B�� �� B � �� D��BD�� ���B�BD���'

&��� BDD���D� D� @ �� D��  B� # �D*��A ��*%��E�� ��� �B�� �A BA� �� �%��E�� ��� �B�� �A ;� ' $D �� A�D A�����B�� D� ������� &��� � BA"B��� , *��A
&��� �� �"A �D� �AD��AB� �������� @��D �"A� D���" � D�� �AD��� ��"��� D"�A�A �D �AD� #�D�%����� BA� D��A &��� 	� #�D�%���� �A �A� B�D"B��� �"A� D��� ' (���� �BA� �D �� �B�D D� �"A , �E��� ���� BA� �E��� �B��"�BD��A �� & "�D ���������A�� BA� D��A �"A BD D�� �� ��� BA� �����AD� BA� *��D� ��B��� �� A�D ���*��*A D�� ������� ' ' � "�� C 'J ���* � B ������ �!B���� �� B &��� �����D � *����D�� DB�$ �� D�� �����D �� & "�D D� ��BA � D�� AB� � �� D�� @ �� ' = � ���A �A D�������D � D�� �"#��"D�A� 5�1.�. ���AD� D�� ���� BA� D� D�� D��� �AB� * �A��*���� *���� D�� �����D �� �"A BA� B��� �!��"D�� D�� �B� � ���� BA� �A 8���9 ����AD�A BA ����� � ���B � �� D�� �B�� D� 8���9 �B��� '

�WZZY ������ dXaZ[^ d_X�ZU_W dUc��
∼
Z
Y�Y�Y �^Z�

��[X_Zb_X � ��Z[X_Zb^` X`c � UY^[Z �X`��X�U  �UX[`b`� �U[ � ) T_W�X[Z� * �W^U`b� )
� �� Ub��% =�� \" ^[ ' Xa aZXZUc b` ZWU ZU�Z&^^� ' �XZW^ �^� b_X ��% �_�U_Zb_ ��&& baW � baZU[ dS�V X`c V�� X[U U�X� Y �Ua ^] �^� ' �U�U � Y[^�[X�� b`� �X`��X�Ua �Wb�U 	aWU ��
 Y[^�[X� '
� b`� ba W b�W' �U�U � d
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