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Sammendrag

Det har lenge veert klart at dagdelighet oppfarer seg pa eastisk mate, og at livselskap som fglge
av forpliktelser som ofte varer i 30 ar er sterkt utsatt feiké som fglge av nedgaende dadelighet.
For & sikre seg mot dadelighetsrisiko har flere forsknirtider foreslatt dadelighetsderivater. Denne
oppgavens formal har veert & se hvordan en ny type risikogksjon mellom kjgnnene, pavirker

usikkerheten i prisingen av dgdelighetsobligasjonersiatei forskningsartikler. Jeg har tatt for meg
to forskjellige dgdelighetsobligasjoner, en nullkupoogdevity bond og en longevity bond. 1 tillegg

jeg har ogsa sett pa risikoen korrelasjonen gir pa to foezttkbg generelle pensjonsportefaljer.

Med dette som formal presenterer jeg i denne oppgaven endmébo & modellere dgdelighet pa
en stokastisk mate. Mer spesifikt antar jeg at parameternedetiene falger en multidimensjonal
tilfeldig gang. Dette gir meg muligheten til & simulere meputen avhengighet mellom parameterne
til kignnene. Jeg har sett pa risikoen avhengighet mellanrgne gir ved & sammenligne priser og
standardavvik under to hyppig brukte dgdelighetsmode&Bempertz-Makeham og Perks. I tillegg har
prisene og standardavvikene blitt sammenlignet undertkoh®g stokastisk rente. Den stokastiske
renten er i denne oppgaven gitt ved to forskjellige rentegtied Vastek og Black-Karasinski. For a
fa et innblikk hvordan rentefluktuasjoner pavirker risikaam fglge av korrelasjoner, har jeg sett pa
to forskjellige rentescenarier med forskjellig grad av fudsjon.

Det viste seg at korrelasjon mellom kjgnnene ga en ekstitrismen at omfanget av risikoen var
avhengig av flere faktorer. Usikkerheten som falge av kasiehen viste seg a veere stgrre under Perks
enn under Gompertz-Makeham for bade pensjonsportefgtjgramdelighetsobligasjonene. Den var
starst under teknisk rente, men ble redusert under de siskeasentemodellene, og da seerlig under
Black-Karasinski-modellen. Reduksjonen av korrelagjsitoen under de stokastiske rentemodel-
lene var starst under rentescenariet med de sterkested$jbtiene.
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Kapittel 1

Innledning

Livselskap har tradisjonelt beregnet reserver og premeer & bruke en deterministisk dadelighet
som kun er en funksjon av alderen, og en konstant rente (aftadknisk rente). Forskningslitter-
atur de siste arene har papekt at ettersom hverken dgdetitignerente oppfarer seg deterministisk
er livselskap utsatt for tre typer risikoer nar de utstedemtiakter: finansiell risiko (investerings-
og renterisiko), systematisk dgdelighetsrisiko og usyatesk dgdelighetsrisiko. Systematisk dgde-
lighetsrisiko er risikoen for at den fremtidige utviklingav dedeligheten avviker fra prediksjonene,
der risikoen ligger i at folk blir eldre enn estimert. Usystisk dgdelighetsrisiko betegner mulig
forskjell i utviklingen til personsportefglijen livselgsat har forpliktelser ovenfor i forhold til refer-
ansepopulasjonen som brukes til & kalkulere res&rver
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Figur 1.1: Forventet levealder ved fgdsel

For & sikre seg mot dgdelighetsrisiko har livselskap tjaninessig bevisst valgt dadelighetssannsyn-
ligheter paden trygge siderEttersom forsikringskontrakter ofte varer i 30 ar, kanelmghetssannsyn-
ligheter livselskapet trodde var pa den trygge siden vigeiseere for hgye. Pensjonstakerne kan rett
og slett bli eldre enn estimert. Usikkerheten i estimenmbkr godt illustrert ved det faktumet at den

!l denne oppgaven kommer jeg ikke til & ta hensyn til usystiskasiko, jeg skal bare ta for meg kjgnnsforskjeller. Som
falge av dette kommer jeg til & refere til systematisk daytedtsrisiko (engelslangevity risg som bare dgdelighetsrisiko.



2 Innledning

forventede gjenstadende levealderen for 60-arige menngeNernesten 4 ar lenger i 2006 enn den var
i 198C7.

Figur 1.1 illusterer den stokastiske dgdelighetsutvgein. Vi kan observere at den forventede lev-
ealderen ved fadsel for begge kjgnn har steget med nestarsiiea 1850. Det er lett & se at stignin-
gen har hatt en stokastisk utvikling. En annen ting verdt &eseg at forventet levealder for menn
har steget mer enn for kvinner siden 1980. Figuren illusitelen stokastiske utviklingen i dgdelighet
kan gi risiko som kan veere av en betydelig starrelsesorden.

Det er derfor klart at livselskapene trenger en mate & imsaueiportefglien mot nedgaende dgde-
lighet. De siste arene har det blitt skrevet mye forsknittgshtur om forskjellige dedelighetsderivater.
Disse vil kunne brukes til & immunisere kjgperens portefaijot dgdelighetsrisiko. Et av de mest
populeere derivatene i litteraturen har veert Longevity Bardobligasjon som utbetaler en kupong
proposjonal med antall overlevende i et kull. | denne oppgaskal jeg presentere en nullkupong
longevity bond og en longevity bond. Begge vil kunne brukiel immunisere portefglien mot dade-
lighetsrisiko. Formalet er & vise hvordan prisingen paarkv en ny type risiko, korrelasjon mellom
kignnene. Jeg skal bruke to forskjellige modeller for dipyheit som kommer til & illusterere hvordan
risikoen som fglge av korrelasjon gir utslag under forskjelmodeller. Hvis man ser pa figur 1.1 pa
forrige side kan man se at forventet levealder mellom kjaerer positivt korrelert. Det virker ogsa
plausibelt at ektefeller har en korrelert levealder. Vildeat arlige forandringene i parameterne for
menn og kvinner i to matematiske modeller for dgdeligheta@retert, og at dette vil gi en ekstra
risiko.
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Figur 1.2: Nominell rente de siste 24 arene

Figur 1.2 illustrer usikkerheten i rentefluktuasjonene.sgr at den nominelle renten i Norge i en
periode pa 24 ar (1984 til 2008) har variert fra 14% pa sitesesy til 2% pa sitt laveste, en fluktuasjon
som er betydelig. Det er derfor sannsynlig at renten i lgpedrane til obligasjonenes forfallstid-
spunkt vil fluktuere opp og ned ut i fra de makrogkonomiskdt&re som styrer gkonomien. For a se
hvordan korrelasjonsrisikoen pavirkes av rentefluktussjwil jeg prise under bade med konstant og
stokastisk rente.

2Se Figur 3.4 i Kapittel 3.



Kapittel 2

Matematiske byggeklosser

| dette kapittelet skal jeg innfgre ngdvendige matematagdinisjoner og relasjoner. Jeg skal fgrst
skrive litt generelt om dgdelighet, for deretter & definergpdpuleere matematiske modellerer for
dgdelighet, Gompertz-Makeham og Perks. | tillegg skal jeiinére en ofte anvendt stokastisk pros-
ess tilfeldig gang. Denne kommer til & bli brute for & ga fraedministiske til stokastiske dgde-
lighetsmodeller i kapittel tre. Deretter skal jeg innfaoestokastiske modeller for rente, &8k og
Black-Karasinski, som i kapittel fire kommer til & brukes&ilse hvordan stokastisk rente pavirker
priser og avsetninger i forhold til teknisk rente.

2.1 Dagdelighet

Vi betrakter en person som erar gammel (ogsa kalt en-aring), betegnet med:J. Hvis vi beteg-
ner vedkomnes fremtidige levetid sdf eller mer spesifiki’(x), vil z+T" veere alderen vedkomne
oppnar far han eller hun dar. Den fremtidige levetiteer en tilfeldig variabel med kumulativ fordel-
ingsfunksjon

Gt)=PHT <t), t>0

FunksjonenG(t) angir sannsynligheten for at en person vil dg inhén, for hver fikserté. Vi antar
at G er kjent og kontinuerlig, og har en sannsynlighetstettbetsjon g(t) = %ﬁt). Jeg skal i denne

oppgaven bruke notasjonen som brukes av det internasjakilarmiljget. Sannsynligheten for at en
x-aring vil dg innent ar er betegnet ved,,, og dermed gitt ved

tde — G(t) (21)
Dette gir at sannsynligheten for at eréring vil overleve minst ar, ;p,., er gitt ved
tPr =1 —4qe =1~— G(t) (2.2)

| tillegg innfarer jeg falgende relasjon mellom ett-arigetedrige overlevelsessannsynlighéter

tPz = Pz - Pz+1 " Px+2 " - -+ " Po+t—1, t=1,2,3,... (23)
Dadsintensiteten fofr) pa tidspunktet (alderen til(z) er nax + t) er definert ved

9@t d
Hatt = 1= G0 el0) = dtlntpm (2.4)

1Jeg har utledet relasjonen i Tillegg A
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Integrasjon av (2.4) gir falgende relasjon:

Dy = e Jo Hatsds (2.5)

Antall hele fremtidige ar (engelsturtate future lifetimp (z) kommer til & leve betegner vi sofd =
[T], der [.] er en Gaussisk hakeparentes (eng@akissian brackgt. Forventningsverdien ak er
gitt ved

EIK] =) PUK > k)= i (2.6)
k=1 k=1
| denne oppgaven kommer jeg til & benytte meg av algoritme ilRalviken(n.d.):

Algoritme: Forventet gjenstaende levetid

Input: p;, z, I, %Kommer til & lal, = 120
P=1ogF =05 %Innledende overlevelsessannsynlighet og forventning
forl==x,---,l.do
P=PpogF=F+P %Her er P lik;p, fort =1—x+1
end for
ReturnerF’ %Forventet antall gjenstaende levear

2.1.1 Modeller

Gompertz-Makeham

B. Gompertz postulerte i 1824 at dgdsintensiteten voksgaiensielt med fglgende dgdsintensitet:
fays = 072D (2.7)

| 1860 generaliserte W. M. Makeham Gompertz sin lov ved adeggn aldersuavhengig konstant
Ao > 0 til ligning (2.7). Dette ga Gompertz-Makeham modellen, stem dag i dag er den mest
populeere matematiske beskrivelsen av dgdelighet i akiljaetn Intensiteten under denne modellen
er en parametrisk kurve pa formen

[zt = O + 012 (2.8)
derfy, 61 og 5 er parametere. Den ett-arige overlevelsessannsynlighatder denne modellen er

gitt ved

Py = EXP <_€0 _ z_;(eez(r—i-l) _ 692:v)> (29)

Formelen over kan utledes fra relasjonene (2.5) og (2.8 som blir gjort i Bglviken(n.d.). Ettersom
disse sannsynlighetene avhenger av parameterne som igjezstimert for hvert ar vil det veere
naturlig & angi hvilket ar sannsynlighetene er for.

Hk k k
pk=exp (—9§ — 9—%(692 (@+1) _ 602$)> (2.10)
2

Her angir k aret parameterene, og dermed ogsa sannsyelighedr estimert for.

2En gaussisk hakeparantes runder av nedover til neermestad, et eksempel: [2.9]=2
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Perks

| 1932 oppdaget den britiske aktuaren W. Perks at dgdetigheten begynner a synke rundt 84-ars
alderen, og at kurven kunne minne om en S-kurve. Han foresfoida erstatte Gompertz sin lov med
en logistisk funksjon med fire parametere:

A+ Be™®
Hz = 14 Ceo=

Det er denne modellenen som ble lagt til grunn i Caéhal (2006) for spesialtilfellet med to param-
etere som jeg innfgrer her, og som jeg kommer til & henvissotit Perks-modellen. Den ett-arige
overlevelsessannsynligheten under Perks-modellenteregit

1

ko
Pe = T 0k (ar) (212)

(2.11)

der k som far angir aret sannsynlighetene (og parameteegms}imert for.

2.2 Tilfeldig Gang

En serieY; er en tilfeldig gang (engelskandom wall hvis den er generert av rekursjorien
Yi =Y 1+ Xg, Xe=p+oe, YYo=y, t=12...,T (2.13)

X, er her en uavhengig inkrementproses<er identisk og uavhengig fordelt med forventning 0, og
standardavvik lik 1. Det er her verdt & merke seg aikdle trenger & veere normalfordeli.er derfor
forventningen (ofte kalt driften), menser standardavviket til inkrementprosessen. Det er lettad se

Yr=Yo+Tu+o(ex+...+e€r)
som gir oss fglgende falgende forventning:
EY7] =y +Tu
Ettersom variablene er ukorrelert far vi fglgende varians:
VarYy] = T'o?
Tilfeldig gang kan brukes til & modellere alt fra aksjeprisemolekylers bevegelse i gass eller vaeske.
Flerdimensjonal tilfeldig gang er definert som faglger:

yt:yt—l+M+gta y0:y7 t:1727"'7T (214)

Her er)y, M, & ogy alle vektorer IR™. M er forventningsvektorerny; er startvektoren til prosessen,
mensé&; i mine anvendelser fglger en multivariat normalfordelisg @vsnittet under for definisjon)
med forventningsvektor 0 og kovariabs Forventningen og variansen blir da:

EVr] =y +TM, (2.15)

varyr] = TS (2.16)

SHvis Y; = In(S:) kalles fglgen §,} for en geometrisk tilfeldig gang (engelsgeometric random wajk
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2.2.1 Multivariat Normalfordeling

Ser pa en tilfeldig vektoX = (X1,..., X,,) som tar verdier R". X fglger en multivariat normal-
fordeling hvis tetthetsfunksjonen har falgende form:

1 1 _
fx,p, %) = WGXP §(X —w)E T (x—p)’

Her eru ogx n-dimensjonale radvektorer ager en nx n kovariansmatrise. | dette tilfellet er

09

2.3 Rentemodeller

| denne oppgaven kommer jeg til sammenligne avsetningeerutrd typer renter; teknisk rente,
Vasicek og Black-Karasinski. Teknisk rente er det samme som & sirden gjennom en periode
kommer til & vaere konstant, f.eks. pa tre prosent, og denettédiskontere gjennom hele perioden
man ser pa med denne renten. De to andre er stokastiske exddellenten, og ma derfor simuleres.
Jeg definerer fgrst en AR(1)-prosess, som kommer til i bkibirbegge rentemodellene.

AR(1)

Stokastiske prosesser kan deles opp i to typer, stasjornagsé kient sonmean-revertinyog ikke-
stasjoneere. | den siste kategorien finner vi blant annetdif gang, mens AR(1) faller i den farste
kategorien. AR(1) elleautoregressive process of ordes@m er prosessens fulle engelske navn er gitt
ved faglgende rekursjon:

Xy =aXi 1+ o¢ (2.17)

Ettersom jeg i denne oppgaven bare er interessert i tiffglle< 1, kan man vise(se Bglviken(n.d.))
falgende:

E[X¢|zo] = a'zg — 0 na&r t— oo (2.18)
1—a? o .
sd X¢|zg) = o — =0, har t— o (2.19)
1—a? Vv1—a?

2.3.1 VaStek

En av de mest brukte og populeere modellene for rente blelétres den tsjekkiske matematikeren
O. A. Vasitek i 1977, og beerer derfor ogs& hans navn. Han foreslo arénnne beskrives ved hjelp
av enmean-revertingdrnstein-Uhlenbedkprosess som har fglgende dynamikk:

dry = (1 —a)(p — ry)dt + odWy (2.20)

“En ofte anvendt stokastisk prosess som har blitt brukt lalanet til & modellere temperaturer.
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Her erW; en standard brownsk bevegelgeer det langsiktige gjennomsnittsnivaet pa renten, a
angir hvor fort prosessen "glemmer” startverdien, measgir amplituden pa tilfeldigheten i systemet
(jo hayereo, jo hgyere svingninger). Ut i fra dynamikken kan vi definesfgénde rekursjon:

re—r—1=(1—a)(p—r—1)(t — (t = 1)) + o (Wi — Wi)

Denne rekursjonen gir oss en tilnaerming til den virkeligeatyikken. Ved a laV; — W;_1 = ¢ ~
N (0, 1) kan vi skrive om rekursjonen il

re=ri1+ (1 —a)(p—ri—1)+oe, t=1,2,...
Dette kan ogsa skrives om som
re=p+alr—1—p)+oeg, t=1,2,...
Hvis vi nalarX; = r;—u, kan vi skrive om utrykket over til fglgende som vi kan finnedlken(n.d.):
re=u+Xe, t=1,2,... (2.21)
der vi kjenner igjenX; som AR(1)-prosessen fra (2.17) og = rg — p.

Ved a utnytte det vi vet om AR(1)-prosessan, er det lett & se at Va&k-modellen har fglgende
forvetning og standardavvik i den stasjoneere fasen:

Elre] = u sdri] = 0. (2.22)

En vanlig kritikk mot Vastek er at rentene kan bli negative for noen simuleringeghamen for
anvendelsene i denne oppgaven kommer det til & holde atgewefj de negative simuleringene.

2.3.2 Black-Karasinski

Black-Karisinski-modellen for rente ble presentert i 1984F. Black(kjent for Black og Scholes-
formelen) og P. Karisinski. De foreslo & modellere rentenl stekastisk prosess pa formen

dinr; = a(t)(b(t) — In?”‘t)dt + O'(t)th (223)

der W (t) er en brownsk bevegelse. | denne oppgaven er jeg kun interedseskrivelsen som man
kan finne i Bglviken(n.d.), som er et spesialtilfelle derasid(t) = b, a(t) = 1 —a 0go(t) = o.
Dette gjgr at dynamikken ser ut som faglger:

dinry = (1 — a)(b — Inry)dt + odW;
Ut i fra dynamikken kan vi definere falgende rekursjon:
Inry —Inry_q = (1 — CL)(b — InT't_l)(t — (t — 1)) + O'(Wt — Wt—l)

Denne rekursjonen gir oss en tilnaerming til den virkeligeatyikken. Ved a laV; — W;_1 = ¢ ~
N(0, 1) kan skrive om rekursjonen til:

Inry = b+ a(Inri—qy — b) + oey

SUtnytter her at inkrementene til en standard brownsk bdsega normalfordelt.
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Hvis vind larX, = Inr; —boge = ue‘%”z2 kan vi skrive om utrykket over til fglgende (som vi
finner i Bglviken(n.d.)j:

re = ue_%"””QJrXt, t=1,2,... (2.24)

Her kjenner viX; igjen som AR(1)-prosessen fra (2.17) og er definert pA samme mate som i
(2.19).: betenger na det langsiktige gjennomsnittsnivaet pa reRtawvrig kan man ved a la t=0, se
at startverdien til driverprosessen kommer til & veere:
Xo=In(—)+ =0, (2.25)
o 2
Ved a utnytte at Black-Karasinski-modellen er lognormatier enkelt & vise at renten under denne
modellen har fglgende forventning og standardavvik i dasjshaere fasen:

E[r] = E[,ue_%"”%rxt] = pe 27 eVl = ) ema0e®enon’ — (2.26)

sdr;] = Sd[ue_%”z%rXt] = ,u\/E[e—UwQ”Xt] —1=p\/o2-1 (2.27)

Sammenligning av Black-Karasinski og Va&tek

Black-Karasinski-modellen har to fordeler i forhold til $féek, en opplagt, og en litt mer "filosofisk”.

Den opplagte fordelen er i at rentene under Black-Karasikk& kan bli negative. Dette ma gi et mer
realistisk bilde, for ved & fierne negative kjgringer undasicek, fierner man samtidig en del av de la-
vere kjgringene ved samme rentescenario i Black-Karasineklellen som man ellers kunne beholdt.

Den mer filosofiske fordelen ligger i at renten vil fluktuererwed haye renter under Black-Karasinski.
Det er helt klart mer realistisk ettersom det er mye stagirgggshgsmonn for renten bade opp og ned
hvis den er pa for eksempel 7% enn hvis den er 1.5 %. Grunnerdtenmenten ved det forrige tid-
spunktet pavirker den ved neste tidspunktet:

Jeg ser pa begge modellene ved tid 1 og setter inn de respeitéivtverdieneX,, for AR(1) og
far felgendé:

Vasicek Black-Karasinski
ri=p+a(ro— p) +oe 1 = 1ol 300
sdri] =0 sdri] = rotul %2740\ /er? —1

Vi kan dermed se at hoppene er av samme magnitude undéeXasiodellen, uansett den foregaende
renten. Renten under Black-Karasinski-modellen er derstioat fluktuasjonene er proporsjonaig
(som vi kan generalisere til den foregadende renten, for naanjd bare si at hvert nye tidspunkt er

t = 0, noe som gjgr neste tidspunkt 1), som dermed gir oss hgyere fluktuasjoner for hagyere renter
under Black-Karasinski-modellen.

6 _ btdos?
Med andre ordy, = e’ 2
"Her er egentlig parameterne unntagtog 1 forskjellige under modellene, men jeg velger & bruke samakstavene,
ettersom de ikke er sentrale for argumentet
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Black-Karasinski | VaSicek

i, 0.025 0.025
i 0.045 0.045
a 0.700 0.357
oy 0.150| 0.0045
on 0.250| 0.0137
o 0.040 0.040

Tabell 2.1: Parametere til rentemodellene

2.3.3 Simuleringer av rentene

Pa neste side kan man se simuleringer av 25 forskjelligebaner over 50 ar med parametere som
i tabellen under. Disse parameterne kan man finne i Bglwikdr)( Jeg har valgt a fierne alle simu-
leringene av bade Vaik og Black-Karasinski i de tilfellene renten under \a&i blir negativ. Jeg
simulerte 20000 ganger. Av disse beholdt jeg 10000 siimgeri der ingen av banene til Vasgk ble
negative. Disse blir brukt i resten av oppgaven. Jeg belsaifglgelig de samme rentebanene for
Black-Karasinski-modellen. Her er det verdt & merke segpétek-renten ikke ble negativ i noen av
simuleringene ved lavrente-scenarioet, mens den undéumeshtescenarioet ble negativ i ca 5% av
simuleringene.

Som vi kan se av Figur 2.4 pa neste side er rentekurvene uadentescenarioet relativt like un-
der begge modellene. Begge modellene "glemmer” fort statén og begynner & fluktuere rundt
det langsiktige gjennomsnittet pa 2.5%, noe som er som Iidevesttersom vi har en relativt hay
a-verdi. Forskjellen ligger i at de arene noen av simulenreggar mot 4-5% kan vi se at Black-
Karasinski renten fluktuerer sterkere. Dette er forventiersom jeg pa forrige side viste at renten
fluktuerer sterkere ved hgyere renter under Black-Karkismedellen. Det er ogsa verdt & merke seg
at renten ved dette scenarioet fluktuerer mindre enn vedumedntescenarioet for begge rentemod-
ellene. Dette er som forventet ut i fra parameterne, og degs et punkt vi skal se gir utslag senere.

Under mediumrentescenarioet illustrert i Figur 2.5, karseviat startverdien til renten "glemmes”
fort for begge modellene. Dette samsvarer med det vi obgeruader lavrentecenariet, og er som
forventet ettersom vi har sammeverdi ved begge rentescenarioene. | tillegg ser vi at dééudette
scenariet er en betydelig forskjell i svingningene melloas&€k og Black-Karasinski-modellen. Vi
kan for eksempel se at den ene simuleringen (bla linje, cauthbgir Vasicek en rente pa ca 8%, mens
Black-Karasinski gir en rente pa ca 12%, en forskjell pa 50%ite bekrefter at renten fluktuerer mye
sterkere ved hgye renter Black-Karasinski-modellen.
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Matematiske byggeklosser
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Figur 2.1: Simulering av 25 rentebaner under lavrentescenariet

Black—Karasinski

Vasicek

Figur 2.2: Simulering av 25 rentebaner under mediumrentescenariet



Kapittel 3

Stokastisk dgdelighet

3.1 Krav til en god stokastisk dgdelighetsmodell

For & prise dgdelighetsderivater trenger man en mate a fameldlzdeligheten stokastisk. | tillegg ma
trengte jeg a finne en mate a modellere dadeligheten slikydikje tatt med eventuelle korrelasjoner
mellom kjgnnene. En god stokastisk modell bgr ifglge Cadtred (2005) oppfylle de fleste av disse
kriteriene:

Modellen bgr holde dgdelighetsintensiteten positiv.

e Den bgr kunne tilpasses historiske data.

e Dynamikken i det lange lgp bgr veere biologisk fornuftig(nkam for eksempel ikke ha mod-
eller der dadelighetsratene for de eldre faller med arene).

o Awvik fra forventningen i dgdelighetsforbedringene i deide lap bar ikke veeraean-reverting
til et forhandsbestemt niva. Dette gjelder selv om dettedodsbestemte nivaet er tidsavhengig
og inkluderer dgdelighetsforbedringer.

o | det korte Igp vil vi at modellen skal veersean-revertingil en langsiktig trend. Man kan se
for seg at det skjer en naturkatastrofe som drar opp deatighpa kort sikt, men som ikke vil
ha noen innvirkning pa den langsiktige trenden.

e Modellen bar gi mulighet til & prise de vanligste dgdeligdetivatene ved & bruke analytiske
eller numeriske metoder. Her er det viktig & papeke at mam lide la dette kriteriet overstyre
de andre, man skal for eksempel ikke droppe en av de andegiérié bare for & fa en enkel
analytisk lgsning.

| denne oppgaven skal jeg ta for meg ideen foreslatt i Caitrad(2006). Der konsturerer forfatterne
en stokastisk dgdelighetsmodell ved & anta at parametéteks-modellen som introdusert i kapit-
tel 2.1.1 falger en to-dimensjonal tilfeldig gang. Mer spksforeslar forfatterne av den artikkelen
falgende:

Ot + 1) = O(t) + M + X(t) (3.1)

Dimensjonen til©(t) kommer til & avhenge av antall parametere i modellen. Hemken® () lik
(INB1(t),INBs(t), INB3(t)) og (A1 (t), B (t)) for henholdsvis Gompertz-Makeham og Perks-modéllen

'Mer spesifikt skal jeg alts& simulere parameterne under @amakeham ved hjelp av en geometrisk tilfeldig gang,
ettersom, ikke kan bli negativ.
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M er en konstam x 1-vektor for Gompertz-Makeham og en konstartl -vektor for Perks-modellen.
X(t) ~ N,(0,3) der n betegner dimensjonen og er lik tre og to for henholdSaspertz-Makeham
og Perks-modellen. Videre antas deX4t) er uavhengig aX (¢-+1) for hvert.? Disse dimensjonene
gjelder under antagelsen at parameterne er innbyrdesléwrfer hvert kjighn, men at parameterne
ikke er korrelert pa tvers av kjgnnene. For & fa avhengigretiom kjgnnene skal jeg skal anta at det
er korrelasjon mellom parameterne til kignnene, noe somatjalle dimesjonene blir doblet. Altsa
blir ©(¢t) lik (0%(t),05(t), 07 (), 05 (t)) for Perks-modellen og tilsvarende skjer under Gompertz-
Makeham-modellen. Her kan det veere pa sin plass & nevneikasaratrisent. | tilfellet der jeg
modellerer kjgnnene uavhengig komn¥&ifor Perks-modellen til & vaere en 2x2-matrise, mens den
for Gompertz-Makeham kommer til & vaere en 3x3-matrise. Bdrtar med avhengighet mellom
parameterne til kignnene far vi en 4x4-matrise for Perkgmgx6-matrise for Gompertz-Makeham.

3.2 Korrelasjon mellom kjgnnene

Far jeg angir estimatene mine av korrelasjonen mellom peterme er det naturlig a se pa de his-
toriske estimatene av parameterne. | Figur 3.1 kan vi se stertike estimatene av parameterne i
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Figur 3.1: Historiske estimater av parameterne:Gompertz-Makeham

Gompertz-Makeham-modellen for begge kjgnn fra 1950 til&2@om vi kan se det en synkende
trend i utviklingend, for begge kjann. Det er ogsa verdt & merke sefy atg 0, er utvikler seg mot-
satt av hverandre for begge kjann, noe som tyder pa negatigl&sjon (dette blir bekreftet i Tabell
3.1).

Nar det gjelder de historiske estimatene av parameterriRetks ser vi for det farste at grafen pa
Figur 3.2 har lignende form som grafen av estimatene foisketmenn basert pa data fra 1961 til
2002 i Cairnset al(2006). Dette inkluderer det kraftige hoppet i begge patareefor de to farste
arene (altsd dukker hoppet ogsa opp fra 1961 til 1962 i Cairat(2006)). Den andre tingen vi kan
legge merke til er at det er en klar trend for begge kjgnn. Bekende kurven ¢, reflekterer den
generelle forbedringen i dgdelighet over tid for alle aldden stigende trendendh, tyder pa at det

2Det vises i Bliksrud(2009) at uavhengighets- og normalitetagelsen er fornuftige.
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Figur 3.2: Historiske estimater av parameterne:Perks

har veert starre forbedringer for hgyere aldre. Vi ser ogdarbedringen har veert stgrre for menn
ettersom kurven for menn har steget med starre hastighetenfor kvinner siden 1980. Denne siste
observasjonen kan vi ogsa se pa Figur 3.3 pa side 14.

Ettersom denne oppgavens formal er & analysere hvordamens dgdelighetsobligasjoner pavirkes
nar vi antar avhengighet mellom kjgnnene er det naturligg korrelasjonen. Som tidligere nevnt
er ideen bak & anta at de arlige forandringene i parametetgerfen flerdimensjonal tilfeldig gang
hentet fra artikkelen Cairret al.(2006)(se ligning (3.1)). Derfor er det naturlig & & angirktasjonene

til forandringene i parameterne i hver modell, for & fa ersvissikt i hvordan disse forandringene
pavirker hverandre pa tvers av kjgnn. Det er intuitivt agfairingene i parameterne for et kjgnn innen
hver modell ma veaere korrelert. Det er ikke like intuitivt @rameterneforandringene er korrelert pa
tvers av kjgnnene, men vi skal av i de pafglgende avsnitterat for det settet med parametere jeg
jobber med i denne oppgaven er korrelasjonen mellom kjenngativt sterk. Resultatene for begge
modellene presenteres i tabeller pa neste side.

Korrelasjon Gompertz-Makeham

Korrelasjonene i Tabell 3.3 er de samme som de som ble publBkksrud(2009). Dette er naturlig
ettersom jeg jobber med samme parametersett. Av tabellenilsz at det er en betydelig korrelasjon
mellom parameterforandringene pa logskala i parametemievinner og menti Det farste vi legger
merke til er at forandringenefy-parameteren for begge kjgnn er lite korrelert med de analranp-
eterne. Dette virker plausibelt ettersom vi vet@parameteren er en aldersuavhengig konstant. Nar
det gjelder forandringenedi -parameterene ser vi farst at de er positivt korrelert theparameterne
for bade det samme og det motsatt kjgnn. Vi ser ogéa-pairameterene er negativt korrelert nfigel
parameterene, noe som er naturlig nar vi ser pa Figur 3lleddiser vi naturlig nok at korrelasjonen
mellom parameterne er hgyest innad i kjgnnene, for ekseengarrelasjonen mellom Iag@‘f" og
logA#KY -0.976. Til sammenligning er korrelasjonen mellomAatf¥ og logA#5'®""-0.558, som til
tross for a veere lavere i absoluttverdi viser at det er endedity korrelasjon mellom kjgnnene.

SEttersom jeg simulerer parameterne ved hjelp av en geskeilfeldig gang
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Gompertz-Makeham
Parameterl logAGK” | logAG%” | logAdKY | logAGT | 1ogAdT | logAsT
IogAH('§V 1.000 -0.199 0.183 0.043 -0.074 0.064
IOQAHifV -0.199 1.000 -0.976 | -0.017 0.522 -0.558
IOQAHIQ(V 0.183 -0.976 1.000 0.025 -0.521 0.603
logA6g 0.043 -0.017 0.025 1.000 -0.297 0.262
logAoT" -0.074 0.522 -0.521 | -0.297 1.000 -0.958
logA6y 0.064 -0.558 0.603 0.262 -0.958 1.000

Tabell 3.1: Korrelasjoner:Gompertz-Makeham

Perks
Parametef AW | AGKY [ Ao | AT
NN 1.000 | -0.988| 0.755 | -0.776
AH'Z‘V -0.988| 1.000 | -0.769| 0.809
AOT 0.755| -0.769| 1.000 | -0.982
AGY -0.776| 0.809 | -0.982| 1.000

Tabell 3.2: Korrelasjoner:Perks

Korrelasjon Perks

| Bliksrud(2009) er det ogsa publisert korrelasjoner farkBenodellen, men disse samsvarer ikke med
de som er publisert i denne oppgaven. Grunnen er at i BlikRa@®) blir det sett pa forandringer i
parameterne fra 1951 og utover, mens vi i denne oppgaveréserandringer fra 1950 og utover
Nar det gjelder korrelasjonene ser vi at det for denne medeit haye korrelasjoner for forandringene
i alle parameterne. Av Tabell 3.4 kan vi se at den lavesteskasjonen i absoluttverdi er korrelasjonen
mellom AH'{" og A¢T. Den er pa 0.755, noe som kan sies a veere en relativt sterkeldsjon. Vi
ser ogsa at korrelasjonen mellaﬁﬁ‘f" og AOT er pa -0.776, noe som er en relativt sterk negativ
korrelasjon. Dette samsvarer med det vi observerte pa Biguier vi ser af; -parameterene utvikler
seg i motsatt retning af,-parameterene.

3.3 Utvikling i levealderen

Far jeg begynner & se pa effekten av korrelasjonene pa pepsidefglier og to forskjellige dade-
lighetsobligasjoner er det naturlig & se pa utviklingenesealderen de siste tiarene og hvordan dade-
lighetsmodellene predikerer framtidig utvikling i forvenlevealder. Figur 3.3 viser at forventet antall
gjenstaende levear for 60-arige kvinner og menn har gktdidavis to og et halvt og tre og et halvt ar
de siste 25 arene. Som nevnt i innledningen gir dette en ligydizdelighetsrisiko for livselskapene.
En annen ting verdt & merke seg fra figuren er at vi ser at feddgllen mer eller mindre konsekvent
gir ett &r mindre enn Gompertz-Makeham-modellen for gferste forventet levealder for 60-arige
kvinner. Nar det gjelder gjenstdende forventet levealde66-arige menn, ser vi at forskjellen mel-
lom modellene ikke er like stor, men det interessante er &engeg er at forskjellen stiger. Dette

“A ikke ta med Perks-parameterene fra 1950 reduserer ksjoakn, se Tilegg D for dette samt simuleringene av en
Longevity Bond i dette tilfellet.
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Figur 3.3: Gjenstaende levealder for en 60-aring

tyder pa Gompertz-Makeham er mer fleksibel ovenfor foranggme for menn, noe som er naturlig
ettersom den har en parameter mer.

Forskjellen i stigning mellom kjgnnene stgttes i Figur 3/kan her se at sannsynligheten for at
en nyfadt gutt skal bli t ar gammel er en betydelig hayere i626@n i 1986 under begge modellene.
For kvinner derimot er stigningen heller liten. Man kan dedtolke at det har kommet forbedringer
for menn i hgyere aldre, ettersom sannsynligheten for alémger er starre. Det er ogsa interessant &
legge merke til at sannsynlighetene for Perks ligger litemGompertz-Makeham sannsynlighetene
for personer over 60 ar av begge kjgnn bade i 1986 og 2006.
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Figur 3.4: Sannsynligheten for at en 0-aring btidr gammel i 1986 og 2006 for begge modeller og kjgnn

Modellenes tilpasning mot registrerte data

For & se om forskjellen kan komme av at en av modellene tiépadataene darligere vil det veere
naturlig a plotte ett-arige dadssannsynnligheter fra rede mot de observerte dataene som man
kan finne pA Human Mortality Database (www.mortality.of§ltersom parameterne er estimert fra
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historiske data mellom 1950 og 2006 er det ogsa interesssath&ordan simuleringene ett ar frem
tilpasser seg faktiske data som ble publisert pa Human Ntgri2atabase for 2007. Resultatene
av tilpasningen for begge modellene for arene 2006 (franeste parametere) og 2007 (basert pa
snittet til 10000 simulerte 2007-parametere for begge heme) pa logskala kan vi se under i Figur
3.4 og 3.5. Som vi kan se tilpasser de simulerte dataene Qif 20er eller mindre like bra som

Kvinner 2006 Menn 2006

Et-arige dedssanns. p logskala
Et-arige dedssanns. pa logskala

T T T T T
30 40 50 60 70 80 90

T T T T
30 40 50 60 70 80 90

alder alder

Kvinner 2007 Menn 2007

o T T T T T
30 40 50 60 70 80 90

Et-4rige dedssanns. p4 logskala
Et-arige dedssanns. pa logskala

30 40 50 60 70 80 90

alder alder

Figur 3.5: Tilpasning for Gompertz-Makeham, der punkter er obseeveata
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Figur 3.6: Tilpasning for Perks, der punkter er observerte data

dataene for 2006 for begge modellene, noe som betyr at gimgseutinene simulerer riktige tall (i
hvertfall pa kort sikt). Det er interessant & merke seg at @atr-Makeham ser ut til 4 tilpasse litt
bedre enn Perks-modellen for begge kjgnn og ar. Dette er soraritet ettersom Perks-modellen
som tidligere nevnt ble foreslatt for a tilpasse hgyereegldrens parametersettet her er estimert for
hele befolkningen. | Cairnst al(2006) tilpasses parameterne for menn over 60, og da ser than a
tilpasningen av registrerte dgdsdata for menn over 60 atati@stimerte gitt ved Perks-modellen ser
mye bedre ut. | denne oppgaven forholder jeg meg uansetttditte settet av parametere.
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GOMPERTZ-MAKEHAM
Menn Kvinner
Ar | Forventet levealdef 95% Konf.Int. | Forventet levealdef 95% Konf.Int.
2006 76.5 - 81.0 -
2016 77.3 (75.5,79.0) 82.0 (80.5,83.5)
2026 78.0 (75.6,80.5) 83.1 (80.8 85.3)
2036 78.8 (75.8,81.8) 84.1 (81.2,87.0)
2046 79.6 (76.0,83.1) 85.1 (81.6,88.6)
2056 80.2 (76.2,84.3) 86.0 (81.9,90.1)
PERKS
2006 76.2 - 80.4 -
2016 77.1 (75.2,79.1) 81.5 (79.4,83.6)
2026 78.0 (75.3,80.7) 82.7 (79.7,85.7)
2036 78.7 (75.4,82.3) 83.8 (80.2,87.4)
2046 79.4 (75.6,83.7) 84.8 (80.3,89.3)
2056 80.2 (75.7,85.0) 85.7 (80.5,91.1)

Tabell 3.3: Forventet levealder under Gompertz-Makeham og Perks-heode

Forventet levealder

Som nevnt i innledningskapittelet og vist i Figur 1.1 har derventede levealderen steget for bade
kvinner og menn de siste tiarene som falge av bedre leveviliérfor er det naturlig & se pa hvordan
vare to modeller predikerer utviklingen i forventet lewdsal de neste 50 arene. Jeg velger her a pre-
sentere mine resultater i tabellen over, samt ved figuresip&l 8.

Det fagrste vi ser er at begge modellene predikerer mer ellednea samme forventet levealder, selv
om den forventede levealderen ofte er litt lavere under R &fikser at begge modellene predikerer en
akning i forventet levealder pa ca 4 ar for menn og 5 ar for kemDisse tallene virker fornuftige ut

i fra det historiske materialet parameterne er estimert hegdyn pa, og som ogsa gir grunnlaget for
prediksjonene. Vi ser ogsa at konfidensintevallene blirstdesto lenger frem i tid vi kommer, noe
som er helt naturlig ettersom usikkerheten i predikerimgelir stgrre. Det er interessant & merke seg
at konfidensintervallene er litt bredere under Perks, noelgmmmer av den ekstra usikkerheten som
folger av at 1950-parameteren er med. | tillegg D viser jekpatidensintervallene under Perks blir
mindre uten 1950-parameterene.

Av figurene for begge modellene pa side 18 ser vi at kvinnerhh#tren jevn stigning, og at denne
fortsetter i mine prediksjoner. For menn derimot ser vi inéhgen flater ut i forhold til det den har
veert de siste 25 arene, noe som er naturlig ettersom mindesinger er basert pa parametere es-
timert ved hjelp av historisk materiale fra 1950 til 2006.

Man kan selvfglgelig diskutere om det er riktig & basere figign simulering av parametere for menn
pa de gitt dataene, eller om det hadde veert bedre a la deiskst@stimatene for menn vaere basert pa
de siste 25 arenes stigning. | denne oppgaven velger jegelikeha mest mulig historiske data fordi
min oppfatning er at et starre historisk materiale fangeskellige trender i dgdeligheten pa en mer
tilfredstillende mate enn hvis vi bare ser pa utviklingersite 25 arene.
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Figur 3.7: Forventet levealder under Gompertz-Makeham-modelleh98&6 til 2056, der tallene etter 2006 er
prediksjoner
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Figur 3.8: Forventet levealder under Perks-modellen fra 1986 til 2Qk8 tallene etter 2006 er predisjoner



Kapittel 4

Dadelighetsobligasjoner

For & immunisere seg mot diverse risikoer er det vanlig ftskeper & kjgpe derivater, gjerne op-

sjoner eller obligasjoner. Ved a velge rett opsjon elleigasion kan man sikre seg mot det man tror
kan bli et problem i framtiden. Hvis man for eksempel frykteay rente vil det veere aktuelt & kjgpe

"caplets”, mens det vil veere naturlig a kjgpe "floorlets” $iman frykter det motsatte, se for eksempel
Balviken(n.d.). For livselskap er en naturlig frykt at maé betale ut mer penger enn man opprinnelig
satte av som fglge av forbedring i dadelighet. Derfor vikd deert naturlig & preve a finne en mate
& immunisere seg mot dgdelighetsrisiko. Forskningsartile siste arene har foreslatt dgdelighets-
derivater, det vil si verdipapirer hvis utebetaling avhemgv fremtidig utvikling i dedelighet.

Jeg skal i denne oppgaven se pa to forskjellige dedelighetster, begge en type obligasjoner.
Den farste heter Nullkupong Longevity Bond, og utbetalat fafallstidspunktet en sum avtalt ved
kigpet. En Nullkupong Longevity Bond vil kunne brukes tilrirnunisere portefgljen mot renteg
dadelighetrisiko. Den andre kalles Longevity Bénoly er en obligasjon som utbetaler en kupong pro-
posjonal med antall overlevende i et kull. En Longevity Béaa brukes til & immunisere portefgljien
mot dgdelighetsrisiko. | tillegg kommer jeg til & se pa to giensportefaljer dominert av personer
i forskjellige aldre. Jeg kommer til & oppgi resultatene aauteringene disse derivatene og pen-
sjonsportefaliene, der jeg skal farst og fremst skal foleip@ hvilket utslag i risikoen korrelasjone
mellom kjgnnene gir. Resultatene i dette kapittelet er derdiav 10000 simuleringer.

4.1 Pensjonsportefgljier ved korrelasjon

Ettersom det er pensjonsportefgljene som skal immuniseotsigdelighetsrisiko, er det naturlig & se
pa hvilken pavirkning korrelasjon mellom kjgnnene gir pssei. Pensjonsportefalien jeg skal se pa er
hentet fra Bglviken(n.d.) og er definert som faglger:

lr—t—1 le—t

X =—m Z Ny -+ s Z N - ;i (4.1)
l=x l:lr'_t

Under falger en forklaring av hver variabel:
o X, er forpliktelsene i ar.

e N, er antall folk i alderl som plottet i figur 4.1.

!| visse artikler referes denne obligasjonen til som Sumviond.
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7 er premien hver person betaler inn bestemt ved ekvivalerssppet

I, er pensjonsalderen

s er pensjonen hver person far utbetalt

l. er maksimumsalderen

Ettersom oppgavens formal er & se pa hvilken risiko avhéegimellom kjgnnene representerer vil
det holde & se pa en forenklet pensjonportefglje. Jeg korderéor til anta ats = 1 (som utbetales
forskuddsvis) og at = 0. Pensjonsalderen i Norge er 67 ar, noe soni,git 67. | denne oppgaven
skal jeg se pa naverdien av pensjonportefgliene. Etteregrkgmmer til & simulere parameterene i
dadelighetsmodellene far vi en stokastisk utvikling avedigthet. Derfor vil den forventede naverdien
til pensjonportefgljen til & veere gitt ved:

T
PV, =E) diX{), i=1,2 (4.2)
t=0

i betegner her hvilken personsportefglje vi ser pa, nages neddiskonteringsfaktoren gitt ved:

t

1 1
d e d =
T+t ‘ kgl 1+
teknisk rente stokastisk rente

Her er det selvfglgelig en uni#; for hver simulering under de stokastiske rentemodelleeg kdm-
mer i denne oppgaven til 4 18 = 50. Her er det slik at = 0 er 2006.

For & se pa hvordan avhengigheten mellom kjgnnene spiliggarpensjonsportefgljer kommer jeg til
a se pa to portefgljer av personer og i tillegg gjgre den fdeemle antagelsen at det er halvparten av
hvert kjgnn i hver personportefglie. Personportefgljangeéinert som falgér

Personportefglie 1: N} = ¢;e%0==401 5 — 30, ... 89

Personportefglie 2: N2 = ¢ye0-05l2=601 5 — 30, ... 89

| Personportefglje 1 der den hyppigst forekommende alderdf, mens den hyppigst forekommende
alderen i Personportefglje 2 er 60. Hvis vi [Arveere antall personer bestemmes konstanteng cs
pa felgende mate:

_J

> la0 N

deri angir hvilken personportefglje vi ser pa. | denne oppgakahjeg la.7 = 100000. Ved hjelp
av aldersfordelingen i disse to personportefgliene vilgegom korrelasjonen mellom kjgnnene gir
forskjellig risiko for pensjonportefgljer med en overvekt visse aldre, og for hvilken pensjonporte-

falje den eventuelt gir mest risiko. Fordelingen i persotgfaliene er illustrert i Figur 4.1 pa gverst
pa neste side.

C; =

le—x

21 er lgsningen av ligningen Zi;g“”’l d'ipe=s DI d'-¢pi, derd = 1/(1+r) er neddiskonteringsfaktoren
3Denne definisjonen kan finnes p& http://www.uio.no/studiener/matnat/math/STK4520/h08/undervisningsmaegeia. pdf
i Exercise 3.1
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—— Portefglje 1
---- Portefglje 2

antall personer
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

30 40 50 60 70 80 90

alder

Figur 4.1: Personsportefgljene

4.1.1 Resultater Gompertz-Makeham

Jeg tar her for meg tilfellene med teknisk rente og stoKastiste gitt ved Vasiek og Black-Karasinski-
modellene. Resultatene kommer til & bli representert il@beg illustrert ved tetthetsplott.

Resultater: Personsportefglje |

| Tabell 4.1 pa neste side kan man se resultatene for naveaslipensjonsportefgljen. Som forventet

er naverdien av portefglijen en god del mindre ved mediuraseenarioet enn ved lavrentescenariet,
noe som er intuitivt hvis man ser pa relasjon (4.2). Det &gastinteresse man kan lese fra Tabell 4.1
er at det er forskjell i forventet naverdi mellom tekniskteeng de to stokastiske rentemodellene, til
tross for at rentemodellene er konstruert slik at de skabhahtning lik den tekniske renten. Denne

forskjellen kan vi se er stgrre ved mediumrentescenanmet,som er naturlig ettersom parameterne
til rentemodellene er slik at renten fluktuerer mer undetedgtenariet.

Den andre tingen som er viktig & merke seg at forventet naegrcher eller mindre lik for simu-
leringene uten og med avhengighet. Dette kommer av at dp@ddimodelleringen er konstruert pa
en mate slik at forventningen, og dermed naverdien vil vigratmet lik for modelleringen uten og
med avhengighet mellom kjgnnene. Standardavviket deoramer til a bli starre med avhengighet
mellom kjgnnene. Reservene til pensjonsportefgljer Wikikare avhenge av forventet naverdi, men
ogsa av standardavviket ettersom livselskapet gjernékvé seg mot mest mulig av risikoen. Derfor
skal jeg fokusere pa forskjellen mellom standardavvikete® og med avhengighet mellom kjgnnene.
Vi kan observere fglgende fra Tabell 4.1 pa neste side:

e Standardavviket er betydelig starre ved stokastiske regelet er starst relativt sett under
mediumrentescenarioet. Dette er som forventet ettersokastiske fluktuasjoner i renter pafar-
er starre usikkerheten. En annen interessant ting & megler s¢ standardavviket under Black-
Karasinski renten er betydelig starre enn det tilsvaremdieiVastek-renten. Under antagelsen
at Black-Karasinski-modellen er bedre (noe jeg argumenfer i rentekapittelet) er det viktig
a f& med seg hvor mye mer risiko man er utsatt for hvis man brif&#” rentemodell uten &
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GOMPERTZ-MAKEHAM
Lav rente
Rentetype PV, sd(PV7) | sd(PVim.avh.)/sd(PVju.avh.)
Teknisk u. avh. | 738977.6| 33176.0 -
Teknisk m. avh. | 738089.7| 44156.6 1.33
Vasicek u. avh. | 745258.1| 39240.5 -
Vasicek m. avh. | 744359.6| 49149.6 1.25
Black-Kar. u. avh.| 745368.3| 47966.4 -
Black-Kar. m. avh.| 744481.6| 56428.1 1.18
Medium rente
Rentetype PVy sd(PVy) | sd(PVim.avh.)/sd(PVju.avh.)
Teknisk u. avh. | 481477.8| 18074.2 -
Teknisk m. avh. | 480984.2| 24038.7 1.33
Vasicek u. avh. | 510989.5| 40913.8 -
Vasicek m. avh. | 510397.3| 44506.8 1.08
Black-Kar. u. avh.| 512470.8| 56727.4 -
Black-Kar. m. avh.| 511888.8| 59502.4 1.04

Tabell 4.1: Resultater Pensjonsportefglie | under Gompertz-Makehaodetten. NB! Her mener jeg

avhengighet mellom kjgnnene der jeg har skrevet m. avh oghuuader rentetype. Dette gjelder de resterende
tabellene i oppgaven.

veere klar over det.

e Det er et betydelig starre standardavvik uansett rentet@oevi tar med avhengighet mellom
kjgnnene. Denne forskjellen er starst ved teknisk rentes@ih rentescenario), og gir hele 33%
stgrre stadardavvik! Dette er naturlig ettersom rentereh&onstant, som gjgr at risikoen som
falge av korrelasjonen mellom kjghnene ikke blir utjevnetian ekstra renteusikkerheten.

e En annen interessant ting er at standardavviket nar vi tdrameengighet mellom kjgnnene er
starre ved Vasiek-renten enn ved Black-Karasinski-renten. Dette er sowehtet ettersom vi
vet at renten fluktuerer mer ved starre renter under Bladlas{aski-modellen.

e Vi ser ogsa at stokastisk rente fierner en del av usikkenhsten kommer av korrelasjonen
mellom kjgnnene, men at den usikkerheten til og med ved magintescenariet er tilstede.
Man kan kanskje tenke at 4% (resultatet under Black-Kas&simodellen) ikke er s mye, men
her ma man etter min mening ta i betraktning de store sumnesgddkap opererer med. Da kan
4-5% veere en betydelig sum penger. Likevel er det pafallemdemye mer usikkerhet kommer

som falge av fluktuasjonene i renten i forhold til usikkedmesom fglge av avhengigheten
mellom kjgnnene.

Pa Figur 4.2 og 4.3 kan vi se tetthetsplottene av naverdidteasjonsportefglje | under henholdsvis
lav- og mediumrentescenarietDet farste vi legger merke til er at naverdien er tilngermanal-
fordelt uansett rentescenario nar vi ikke modellerer mégkagighet mellom kjgnnene. Tetthetsplot-

“Ettersom alle tetthetsplottene er resultatet av 10000 Isiinger vil de ikke presentere en helt riktig fordelinggJe

mener likevel at antallet simuleringer holder til at tettdottene oppgitt i denne oppgaven vil gi et godt bilde asrtian
den faktiske fordelingen vil se ut.
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Figur 4.2: Tetthetsplot av naverdien til portefalie 1 under lavrentrmrioet ved Gompertz-Makeham

teknisk rente Vvasicek Black—Karisinski

Te-06

20e-05
|
Ge-06
|

806

5e-06

1505
|
Ge-06
de-0b

Densty
10e-05

]

Densty

Densty
306

4e-06
206

50e-06
|
%06

1e-06

00e+00
(400
i
(e+00
|
i

Naverdien av portefolje 1

Figur 4.3: Tetthetsplot av naverdien til portefalje 1 under mediuntescenarioet ved Gompertz-Makeham

tene for naverdien nar avhengigheten mellom kjgnneneteraaerer derimot mer under de forskjel-
lige rentescenarioene og rentemodellene. Under teknigk er vi at tettheten er mer tunghalet og
kan minne om en t-fordeling med et par frihetsgrader undggéeentescenarieheSer vi derimot pa
tettheten under de stokastiske rentemodellene, ser vis@ritet at graden av haletyngde forsvinner
delvis for begge modellene under lavrentescenariet. Daawirlig at haletyngden forvinner delvis
ettersom svingningene i renten utjevner en del av risikagn #zlge av korrelasjonen. Ettersom
svingningene under lavrentescenariet ikke er like krafsgm under mediumrentescenariet er det
naturlig at mer av usikkerheten forsvinner under de stidastrentemodellene for mediumrentesce-
nariet. For mediumrentescenariet virker det som om foligkjenellom tetthetene for prisen uten og
med avhengighet mellom kjgnnene mer eller mindre forsviriDette ser vi klarest pa under Black-
Karasinski-renten, men differansen er ogsa liten undeitekgenten for denne personsportefgljen.
Disse observasjonene stemmer godt med det vi sd i Tabell 4.1.

Resultater: Personsportefglje Il

Somiillustrert i Figur 4.1 er 60-aringer den aldersgruppam dominerer i Pensjonsportefalje 1. Der-
for vil det veere interessant & se hvordan denne pensjoefpipghe kommer til & skille seg ut fra
Pensjonsportefalje | som har overvekt av 40-aringer. Aellah2 kan vi se at det er mange likheter

°Det er opplagt at usikkerheten som fglge av korrelasjonena& like stor under begge rentescenariene under teknisk
rente, og kommer derfor ikke til & bli kommentert.
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GOMPERTZ-MAKEHAM
Lav rente
Rente PVa sd(PV3) | sd(PVem.avh.)/sd(PVau.avh.)
Teknisk u. avh. | 855368.8| 36063.5 -
Teknisk m. avh. | 854583.9| 47895.6 1.33
Vasicek u. avh. | 858987.9| 39365.1 -
Vasicek m. avh. | 858196.3| 50634.0 1.28
Black-Kar. u. avh.| 857288.0| 44576.3 -
Black-Kar. m. avh.| 856498.8| 54841.0 1.23
Medium rente
Rente PVy sd(PVz) | sd(PVam.avh.)/sd(PVau.avh.)
Teknisk u. avh. | 643345.0| 22482.4 -
Teknisk m. avh. | 642874.8| 29904.3 1.33
Vasicek u. avh. | 663062.3| 38142.3 -
Vasicek m. avh. | 662539.4| 43785.3 1.15
Black-Kar. u. avh.| 664859.4| 52389.0 -
Black-Kar. m. avh.| 664361.8| 56830.6 1.08

Tabell 4.2: Resultater Pensjonsportefglje Il under Gompertz-Makeimandellen

med resultatene vi sa i Tabell 4.1 for pensjonsportefalet.farste vi ser er at naverdien av portefgl-
jen er hgyere. Dette er naturlig ettersom vi vet at flere félkpensjonsalder i denne portefglien, men
ogsa fordi utbetalingene nar en topp tidligere som gjer mfiee hgyere. Vi ser at stokastisk rente
ogsa for denne alderssammensetningen gir et mye stgroastanvik, og ogsa at standardavviket er
stgrst relativt sett under mediumrentescenariet.

Det mest interessante for denne oppgaven er at selv om 8sdkesnte under mediumrentescena-
riet flerner en del av risikoen fra korrelasjonen mellomrikjgne, er denne usikkerheten stgrre her
enn for Pensjonsportefglje | under tilsvarende rentenieddtor teknisk rente er tallene 1.33 for
begge portefgljene. Hvis vi sammenligner tallene undeclBkarasinski-modellen ser vi at for Pen-
sjonsportefglje | er standardavviket med avhengighet ty@per stgrre enn standardavviket uten
avhengighet. Dette tallet er 1.08 for Personsportefglj@&dr Vastek-modellen er disse forholdene
henholdsvis 1.08 og 1.15. En forklaring pa dette kan veereea flersoner begynner a dg fra 60 ar
og oppover som skaper en ekstra usikkerhet i forhold tilgpesgortefalien dominert av 40-aringer.
Grunnen er uansett utenfor denne oppgavens rekkeviddenogkoikke til & bli diskutert videre. Det
viktige & ta med seg fra disse resultatene er at pensjoesplper med overvekt av personer nzerme
pensjonsalder er mer utsatt for risiko som fglge av korjeteess mellom kjgnnene enn pensjonsporte-
faljer der flertallet av personer er midt i livet.

| Figur 4.4 og 4.5 kan vi se tetthetsplottene av naverdienemspnsportefglje 1l under henholdsvis
lav- og mediumrentescenariet. Det fgrste vi legger metles tit naverdien akkurat som ved Pensjon-
sportefalje | er tilngermet normalfordelt uansett renteade nar vi ikke modellerer med avhengighet
mellom kjgnnene. Nar vi modellerer med avhengighet mellgamiene kan vi under observere det
samme som vi sa for Pensjonsportefglje I:

e En del av haletyngden forsvinner under de stokastiske mesdellene under lavrentescena-
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men det er fortsatt en betydelig forskjell mellom ssymiighetstetthetene med og uten

avhengighet mellom kjgnnene.

e Under mediumrentescenariet ser vi derimot at forskjellme#iom sannsynlighetstetthetene er
relativt liten under de stokastiske rentemodellene. Sormefdet er forskjellen minst under
Black-Karasinski-modellen.

e Under mediumrentescenariet later det til at vi far en tilmatrnormalfordeling for sannsyn-
lighetstettheten med avhengighet under de stokastiskemexellene.

4.1.2 Resultater Perks

Jeg tar her for meg tilfellene med teknisk rente og stoKastiste gitt ved Vasiek og Black-Karasinski-
modellene. Resultatene kommer til & bli representert ill@beg illustrert ved tetthetsplott.

Resultater: Personsportefglje |

| Tabell 4.3 pa neste side kan man se resultatene for naweadipensjonsportefgljen. Resultatene for

naverdien

av Pensjonsportefglje | under Perks-modellersgaer godt med resultatene vi fikk under

Gompertz-Makeham-modellen som gitt i Tabell 4.1. Det eeMid verdt & merke seg at naverdien
er litt lavere her. Denne observasjonen samsvarer med d&t viFigur 3.3, der vi kan observere
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PERKS
Lav rente
Rente PV, sd(PV7) | sd(PVim.avh.)/sd(PVju.avh.)
Teknisk u. avh. | 729696.7| 58499.7 -
Teknisk m. avh. | 729681.7| 79690.9 1.36
Vasicek u. avh. | 735976.8| 62710.0 -
Vasicek m. avh. | 735978.0| 83482.0 1.33
Black-Kar. u. avh.| 736112.2| 68668.5 -
Black-Kar. m. avh.| 736116.0| 88218.6 1.28
Medium rente
Rente PVy sd(PVy) | sd(PVim.avh.)/sd(PVju.avh.)
Teknisk u. avh. | 474050.5| 31951.9 -
Teknisk m. avh. | 474089.4| 43458.4 1.36
Vasicek u. avh. | 503532.2| 50411.6 -
Vasicek m. avh. | 503470.0| 60144.6 1.19
Black-Kar. u. avh.| 504992.6| 63887.3 -
Black-Kar. m. avh.| 504931.6| 72060.3 1.13

Tabell 4.3: Resultater Pensjonsportefglje | under Perks-modellen

at Perks-modellen gir lavere gjenstaende levealder faoper over 60 av begge kjgnn. Dette ma
naturligvis fare til lavere naverdi enn under Gompertz-ktam. En annen ting verdt & merke seg er
at standardavvikene under denne modellen er stgrre enn @Godepertz-Makeham-modellen (uansett
om vi ser pa avhengighet mellom kjgnnene eller ikke). Dettess/arer med ting vi observerte i Tabell

3.3 og Figur 3.8, nemlig at konfidensintervallene (og derstaddardavviket) er starre under Perks-
modellen. Nok en gang kommer de mest interessante reswdtate vi ser pa standardavvikene med
0g uten avhengighet:

e Vi ser at standardavviket med avhengighet er mye stgrretandardavviket uten avhengighet
uansett rentescenario.

e En annen viktig observasjon er at usikkerheten som fglgeosrelasjonen er stgrre under
Perks-modellen uansett rentetype og scenario. Denneanbigdden ser man spesielt ved medi-
umrentescenarioet. Der man for Black-Karasinski-modelleder dette scenariet fikk at stan-
dardavviket med avhengighet var 1.04 ganger stgrre ennteletavrhengighet, ser vi at dette
forholdet nd er pa 1.13. Under Vask-modellen ser vi at dette forholdet har gkt fra 1.08 til
1.19.

e Denne gkningen er ikke unaturlig ettersom vi i Tabell 3.2ts@eaer sterkere korrelasjon mel-
lom parameterne i Perks-modellen, enn i Gompertz-Maketmamellen. Dette ma igjen fare til
denne korrelasjonen gir stgrre usikkerhet i estimatene.

¢ Det er likevel pafallende at standardavviket uten avhevaigr dobbelt s& stort under medium-
rentescenariet under Black-Karasinski-modellen samigneetl med teknisk rente. Det samme
forholdet er nesten 1.7 med avhengighet mellom kjghneneteRsikoen er betydelig!

| Figur 4.6 og Figur 4.7 kan vi se tetthetsplottene av naegrdil Pensjonsportefalie | under hen-
holdsvis lav- og mediumrentescenarioet. Her kan vi obsermee av det samme som for Pensjon-
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Figur 4.6: Tetthetsplot av naverdien til portefalie 1 under lavrentsmarioet ved Perks
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Figur 4.7: Tetthetsplot av naverdien til portefglje 1 under mediuntescenarioet ved Perks

sportefglje | under Gompertz-Makeham-modellen. Underelatescenarioet forsvinner lite av hale-
tyngden til tettheten som ettersom fluktuasjoene undeefdgscenariet ikke er sterke nok.

Under mediumrentescenarioet derimot kan vi se en viss jidkdka det vi observerte for Pensjon-
sportefglje | under Gompertz-Makeham-modellen. Vi kantdeaetyngden forsvinner i mindre grad
under Perksmodellen under de stokastiske rentemodeligfietiet der jeg modellerte med avhengighet
mellom kjgnnene. Dette gjelder til og med under de sterkakaifisjonene som vi far under medium-
rentescenarioet med Black-Karasinski-modellen, selvaithétene er relativt like. Denne observasjo-
nen samsvarer med det vi kan se i Tabell 4.3 i forhold til Tladbél og det vi observerte nar vi sa pa
korrelasjone, nemlig at Perks-modellen med sine to paemmety det kraftige hoppet i parameterne
fra 1950 til 1951 resulterer i stagrre korrelasjoner mellgenkene.

Resultater: Pensjonsportefalje 11

Som vi observerte tidligere ga Pensjonsportefglie 1| medosiervekt av 60-aringer starre usikker-
het som fglge av korrelasjon mellom kjgnnene enn Pensjorgptie |1 for Gompertz-Makeham-
modellen. Av Tabell 4.4 pa neste side kan vi se at dette efléitfunder Perks-modellen ogsa. Vi kan
lese av tabellen at standardavviket med avhengighet eiof.2633 ganger stgrre enn standardavviket
uten avhengighet for henholdsvis \iagk- og Black-Karasinski-modellen under lavrentescenafil
sammenligning ser vi at de samme forholdene er 1.27 og 1ra@ddiumrentescenariet. Dette er en



28 Dgdelighetsobligasjoner

PERKS
Lav rente
Rente PVa sd(PV3) | sd(PVem.avh.)/sd(PVau.avh.)
Teknisk u. avh. | 845620.6| 64802.7 -
Teknisk m. avh. | 845945.9| 89075.9 1.38
Vasicek u. avh. | 849315.2| 67225.1 -
Vasicek m. avh. | 849662.0| 91282.8 1.36
Black-Kar. u. avh.| 847683.5| 70538.3 -
Black-Kar. m. avh.| 848029.0| 93807.7 1.33
Medium rente
Rente PVy sd(PVz) | sd(PVam.avh.)/sd(PVau.avh.)
Teknisk u. avh. | 633914.4| 40391.4 -
Teknisk m. avh. | 634159.9| 55459.2 1.37
Vasicek u. avh. | 653870.1| 52451.5 -
Vasicek m. avh. | 654072.4| 66517.6 1.27
Black-Kar. u. avh.| 655644.6| 63487.9 -
Black-Kar. m. avh.| 655859.6| 75873.5 1.20

Tabell 4.4: Resultater Pensjonsportefalje 1l under Perks-modellen

betydelig ekstra usikkerhet.

| Figur 4.8 og Figur 4.9 pa side 29 kan vi se tetthetsplottenaedverdien til Pensjonsportefgalje |1
under henholdsvis lav- og mediumrentescenarioet. Av diasevi dedusere at Pensjonsportefglje I
under Perks-modellen gir den starste ekstra usikkerhetarfalge av korrelasjon mellom kjgnnene.

Under lavrentescenarioet kan vi observere at haletyngoiesvifner i liten grad akkurat som under
Gompertz-Makeham-modellen for denne pensjonsportefglpEnne observasjonen samsvarer ogsa
med det vi har sett tidligere. Fluktuasjonene under laesrgnarioet er ikke sterke nok til & ta vekk
den ekstra usikkerheten som kommer som fglge av korrelasgpmellom kjgnnene uansett rente-
modell og pensjonsportefglje.

Under mediumrentescenarioet kan vi observere noe sonerskilg ut fra det vi sa for Pensjon-
sportefglie | under Perks-modellen og Pensjonsporteiglignder Gompertz-Makeham-modellen.
Forskjellen ligger i at korrelasjonene under Perks-medehar vi har en overvekt av 60-aringer i
portefglien er sa sterke at lite av forskjellene mellomhittne forsvinner til tross for de sterke fluk-
tuasjonene i renten.

Disse observasjonene bekrefter dermed det vi sd under Gmiakeham-modellen. En pensjon-
sportefglje med en overvekt av personer naerme pensjonsalaeer utsatt for risiko som fglge av
korrelasjoner mellom kjgnnene enn en pensjonsportefgdjd em overvekt av personer i midten av
livet.
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Figur 4.9: Tetthetsplot av naverdien til portefglje 2 under mediuntescenarioet ved Perks

4.2 Nullkupong Longevity Bond

En vanlig nullkupongobligasjon (engelskero-coupon borider en obligasjon som kjgpes til en la-
vere pris enn den nominelle verdien (engelélce valug. Den nominelle verdien blir utbetalt ved
forfallstidspunktet (engelskmaturity). | motsetning til andre obligasjoner utbetaler ikke nuplkn-
gobligasjonen periodiske kuponger, derav navnet. Nubtkgpbligasjoner har en durasjon som er
lik tiden til forfall®. Dette gjgr nullkupongobligasjonene meget sensitive dotasvingninger. Disse
egenskapene gjgr nullkupongobligasjoner interessamtiiviaog forsikringsselskaper. Ved a kjape
nullkupongobligasjoner immuniserer de portefgljen motedsikoen de er utsatt for i langtidsforp-
liktelsene p& passivasiden.

| denne oppgaven skal jeg se pa en nullkupong longevity beom, foreslatt i Cairngt al(2005).
Denne obligasjonen vil i tillegg til & ha den vanlige rentestviteten til en vanlig nullkupongobli-
gasjon ogsa vaere sensitiv for forandringer i dedelighetnied vil den kunne brukes til & immunisere
portefalien mot renteg dadelighetsrisiko. Far jeg gar til resultatene av simolgghne skal jeg vise
hvordan verdien av en nullkupong longevity bond som utkethkenhet ser ut under det risikongytrale
sannsynlighetsmal&p. Verdien vil bli skrevet opp i kontinuerlig tid som i Caires al (2005). Far jeg
gjer det kommer jeg til & definere noen ngdvendige relasjokantinuerlig tid.

SDette er enkelt & vise, se Tillegg C for definisjon av durasjon
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OverlevelsesindeksenS (u, az):exp(-fou wu(t, z + t)dt)
Hvis p(t, y) er deterministisk e (u, x) lik sannsynligheten for at en person son:ér gammel
pa tid 0 vil overleve til tidenr + u.

Lar M; betegne filtrasjonen generert ayu,y) opp til tid ¢ (pa tid ¢ vi vet dermed alt om
dadeligheten opp til da, men ingenting om dgdelighetem d&.

Sannsynligheten undé? for at en person som ved tid 0 e@r gammel og fortsatt i live ved tid
t skal overleve tiks er gitt ved:

S(u,
up:(]?—i—t = EP |:S(

) ‘Mt:| = Eple” I u(t,x+s)ds|Mt]
t,x)

Den alternative sannsynligheten under det risikongytradéetQ er definert som falger:

Su?'r — [ x+s)ds

Lar C(t) veere en bankkonto som vokser med en risikongytral rentgheteed-(¢). Verdien
til C(t) er gitt ved:

= C(t) = C(0)elorwdu
Lar F; veere filtrasjonen generert av renten, fbgveere filtrasjonen som inneholder informasjon
om bade rentene og dgdeligheten.
Lar P(t,T) veere prisen pa tidpa en nullkupongobligasjon som betaler 1 enhet ved'tid

Gjer i tillegg den antagelsen at renter og dgdelighet er eragige under det risikongytrale
méletQ’.

Lar en (T, z)-obligasjon veere en obligasjon utstedt for ering ved tid 0 som utlgper i tid".
(T, x)-obligasjonen utbetale$ (7', z) ved tidT. Dette belgpet er veldefinert i den forstandbél’, )
er observerbar ved tid. Lar n&B(t, T, z) vaere prisen pé tidav en(T’, z)-obligasjon som utbetaler
S(T,r) pa tid T. Hvis vi antar at det finnes et risikongytralt m@lsom er ekvivalent med(det
vanlige sannsynlighetsmalet) kommer vi frem til falgentigkk:

e Prisen pa tid av nullkupong-obligasjon som utbetaler 1 enheflpa

P(t,T) = Eg [%‘Ft}

e Prisen patid av en(T, z)-obligasjon som utbetale§ (T, z) pa tid 7"

B(t,T) = Eq [%S(T@)‘Ht}

"Dette er en antagelse jeg skal gjere ogsa nar jeg prisematiemy under mald?, ettersom jeg mener den er plausibel.
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e Som fglge av uavhengighet mellom renter og dgdelighet ugdér vi:

B(t,T) = Eo [%‘Ft

EQ[S(T, x)|M;]

e Hvisvilar B(t,T,z) = Eq[S(T, z)|M,] kan vi skrive utrykket over om til fglgende:

B(t,T) = P(t,T)B(t, T, z)

Da har jeg vist hvordan verdien av nullkupong longevity benth utbetaler 1 enhet ved forfallstid-
spunktet kan skrives opp under det risikongytrale m@letkontinuerlig tid. Ettersom dadelighets-
derivater er nye i derivatmarkedeer det enné ikke blitt satt noen markedspris pa dgdelighis. |
denne oppgaven kommer jeg derfor prise alle derivatenerunaedlet, som i praksis betyr at jeg har
satt noen pris pa dgdelighetsrisiko.

For & fa med korrelasjonen mellom kjgnnene kommer jeg hérilike norske 67-aringer som refer-
ansepopulasjon. Ved a hente ideen fra hvordan forfatteonstkuerer overlevelsesraten til 65-arige
waliseske menn i Blake, Cairns og Dowd(2006) konstruergojerlevelsesraten (som kommer til &
bli simulert) til norske 67-aringer som falger:

Overlevelsrate: Norske 67-aringer

So=1
— 2006 2006
St = Sox0.5x (1057, ) T tPe7, . )
_ 2006 2006 2005+t 2005+t
St - SO XO'SX (tp67menn) + tp67k’uinne7“) o XO'SX (tp(66+t)menn + tp(66+t)km'nne,,«)

Far vi begynner 4 ta for oss resultatene ved simulering gpalsin plass & skrive opp antagelsene for
prisingen:

e Som vi kan se av overlevelsesraten, kommer jeg til & la 67, altsa at vi ser pa 67-aringer,
noe som er naturlig ettersom det er pensjonsalderen i Norge.

e Lart = 0. Mer eksakt skal vi anta at vi starter observasjonene i 2B@@rsom typiske for-
fallstidspunkter for langsiktige nullkupongobligasjorse 10-15 ar skal jeg i denne oppgaven la
fofallstidspunktetl” veere lik 15.

e Lar C(0) = 1, noe som gjer af'(t) = elo "(Wdu
e Antar itillegg at obligasjonen utbetaler 1000 enheter \@hflstidspunktetr”.
Forventet utbetaling slik jeg kommer til & programmere seslik ut:
1000 - Ep[Spdr)]

Her erdr neddiskonteringsfaktoren som definert i delkapittelet @msponsportefaljer.

4.2.1 Resultater Gompertz-Makeham

Resultatene for prisen (gitt som vanlig ved forventet w#lieg) og dens standardavvik er gitt i Tabell
4.5. Det fgrste vi kan observere er at prisen er lavere unaeliumrentescenariet. Dette er som for-

8Det eneste dgdelighetsderivatet som har veert handlet patearkedet er SwissRe sitt "Mortality Catastrophe Bond”
som dukket opp i 2003, se for eksempel Blake, Cairns og DOdagR
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GOMPERTZ-MAKEHAM
Lav rente
Rentetype Pris | sd(Pris) | sd(Pris m. avh.)/sd(Pris u. avh)
Teknisk u. avh. | 392.2| 15.76 -
Teknisk m. avh. | 392.1| 20.76 1.32
Vasicek u. avh. | 383.7| 18.04 -
Vasicek m. avh. | 383.6| 22.45 1.24
Black-Kar. u. avh.| 375.6| 21.77 -
Black-Kar. m. avh.| 375.5| 25.45 1.17
Medium rente
Rentetype Pris | sd(Pris) | sd(Pris m. avh.)/sd(Pris u. avh)
Teknisk u. avh. | 293.5| 11.8 -
Teknisk m. avh. | 293.4| 15.6 1.32
Vasicek u. avh. | 296.8| 25.2 -
Vasicek m. avh. | 296.7| 27.0 1.07
Black-Kar. u. avh.| 299.5| 36.0 -
Black-Kar. m. avh.| 299.5| 37.3 1.04

Tabell 4.5: Pris Nullkupong Longevity Bond under Gompertz-Makehardatien

ventet ettersom naverdien av pengene blir mindre. Vi kad ogservere at standardavviket er stgrre
for de stokasiske rentemodellene under begge rentesereang da starst under Black-Karasinski-
modellen. Det er interessant a se at standardavviket urldek&arasinski under mediumrentesce-
narioet er nesten 40% starre enn standardavviket undetekasiodellen. Dette forholdet illusterer
den enorme forskjellen & neddiskontering med "feil” rerd ki (selvfglgelig under antagelsen om
at Black-Karasinski-modellen er mer realistisk enn ¥akimodellen, noe jeg har argumentert for i
kapittel 2.3).

En annen interessant ting er hvordan prisen beveger underrdatescenariene. Under lavrentesce-
nariet ser vi at prisen blir lavere under de stokastiskeerantiellene enn under teknisk rente, og da
lavest under Black-Karasinski-modellen. Under mediurtesrenariet ser vi derimot at prisen blir
hgyere under de stokastiske rentemodellene, og da hgydst Biack-Karasinski-modellen. Fork-
laringen pa denne forskjellen kommer av at under lavrestestet er det starre rom for fluktuasjoner

i renten oppover enn nedover ettersom renten ma veaere p&dtite farer til at prisen stiger nar vi
neddiskonterer med stokastisk rente. Det er ogsa naturtigrastiger mest under Black-Karasinski-
modellen, ettersom denne modellen som tidligere arguntegitemest rom for fluktuasjoner. Under
mediumrentescenariet derimot er det rom for renten a besegdade opp og ned. Dette farer til at
prisen er stgrre under de stokastiske rentemodellens@tiaenten slik parameterne er valgt beveger
seg litt under det som er dens forventning over de 50 arenersém fluktasjonene er starst under
Black-Karasinski-modellen, blir dermed ogsa prisen hyader denne modellen.

Som tidligere nevnt er dgdelighetsmodelleringen konstrpé en mate slik at forventningen, og
dermed prisen, vil veere tilneermet lik for modelleringennudg med avhengighet mellom kjgnnene.
Standardavviket derimot kommer til & bli starre med avhgingfi mellom kjgnnene. | praksis vil ut-

stederen av derivatet sikre seg mot mest mulig av risikoehdvatstede et derivat. Sluttprisen pa
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derivatet vil derfor ikke bare avhenge av forventet utlietalmen ogsé av standardavviket.

Ettersom denne oppgavens formal er a illusterere usikkamhieprisingen som kommer av korre-
lasjon mellom kjgnnene skal jeg fokusere pa forskjellenandardavvik for simuleringene med og
uten avhengigh@t Vi legger merke til at resultatene ligner pa de vi fikk for piemsportefgliene, men
overraskende ligner de mer pa resultatene vi fikk for Pespjomefglje | under Gompertz-Makeham-
modellen. Dette er litt overraskende ettersom norske Bigiér er referansepopulasjonen. Det ville
derfor vaert naturlig & forvente resultater som lignet metdepgi kunne observere for Pensjonsportefal-
je 11, som har en overvekt av 60-aringer. Resultatene jezreetil er de man kan finne i siste kolonne
i Tabell 4.1 pa side 22 og Tabell 4.5 pa side 32, nersti§Pris m. avh.)/sd(Pris u. awkplonnen.

Vi kan med andre ord observere at forholdet mellom standsikist med og uten avhengighet mel-
lom kjgnnene er av tilsvarende stgrrelse som for Pensjotegptie |. Vi kan derfor konkludere at en
nullkupong longevity bond ikke er like sensitiv ovenforklsgrheten som kommer fra korrelasjonene
mellom kjgnnene som Pensjonsportefalje II.
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Gompertz-Makeham

| Figur 4.10 og Figur 4.11 ser vi tetthetsplottene av priséropligasjonen under henholdsvis lav-
og mediumrentescenariet. Under lavrentescenariet kaa at $orskjellene mellom tetthetene med

°Dette skal jeg gjare for longevity bonds ogsé
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PERKS
Lav rente
Rentetype Pris | sd(Pris) | sd(Pris m. avh.)/sd(Pris u. avh)
Teknisk u. avh. | 367.6| 19.57 -
Teknisk m. avh. | 367.7| 25.69 1.31
Vasicek u. avh. | 359.7| 21.25 -
Vasicek m. avh. | 359.8| 26.70 1.26
Black-Kar. u. avh.| 352.1| 24.05 -
Black-Kar. m. avh.| 352.2| 28.73 1.19
Medium rente
Rentetype Pris | sd(Pris) | sd(Pris m. avh.)/sd(Pris u. avh)
Teknisk u. avh. | 274.9| 14.72 -
Teknisk m. avh. | 275.1| 19.57 1.33
Vasicek u. avh. | 278.0| 25.53 -
Vasicek m. avh. | 278.3| 28.67 1.12
Black-Kar. u. avh.| 280.6| 35.18 -
Black-Kar. m. avh.| 280.8| 37.65 1.07

Tabell 4.6: Pris pa en Nullkupong Longevity Bond under Perks-modellen

og uten avhengighet mellom kjgnnene forsvinner delvis héradellerer under de stokastiske rente-
modellene, og da spesielt Black-Karasinski-modellenel er det en viss forskjell igjen, noe som
er naturlig ettersom vi kan se av Figur 2.1 at fluktuasjonerdeulavrentescenariet er relativt svake.

Under mediumrenterentescenariet kan vi observere at uledgtiokastiske rentemodellene forsvinner
det meste av forskjellen mellom tetthetene med og uten @ifeet mellom kjgnnene. Forskjellen
er relativt liten allerede under Va&&k-modellen, og later til & vaere nesten helt vekk underkBlac
Karasinski-modellen. Tetthetene for prisen med og uterergighet er med andre ord nesten helt
overlappende i dette tilfellet. Dette resultatet er naguettersom vi vet at renten fluktuerer mer under
Black-Karasinski. De hgye fluktuasjonene i renten utjevdegmed det meste av den ekstra risikoen
som stammer fra avhengigheten mellom kjgnnene.

4.2.2 Resultater Perks

Resultatene for prisen (gitt som vanlig ved forventet w#lieg) og dens standardavvik er gitt i Tabell
4.6. Det fgrste vi kan observere (utenom at prisen er lavetlerunediumrentescenariet) er at prisene
er lavere under Perks-modellen. Dette samsvarer med Figup&8side 15 der jeg viste at Perks-
modellen gir lavere gjenstaende levealder. Som under Garaptakeham-modellen ser vi at prisen
under lavrentescenariet gar ned under de stokastiskemededlene, mens den under mediumrentesce-
nariet gar opp under de stokastiske rentemodellene. Argtasjenen for dette er den samme som for
resultatene under Gompertz-Makeham. For gvrig kan vi og$eesat standardavviket er 30% starre
under Black-Karasinski-modellen i forhold til V&sik-modellen.

Under Gompertz-Makeham-modellen kunne vi observere attatene isd(Pris m. avh.)/sd(Pris u.
avh)kolonnen lignet pa resultatene jeg fikk for Pensjonspgliefl. For Perksmodellen ser vi deri-
mot at det er en mindre risiko som fglge av korrelasjonen anekjgnnene enn det er for noen av
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pensjonsportefgljene under sammme dgdelighetsmodelie Dekrefter at en nullkupong longevity
bond er mindre utsatt for risiko som falge av korrelasjonlomlkjgnnene enn pensjonsportefalje
jeg har sett pa i denne oppgaven. Likevel er risikoen tilest&er vi for eksempel med pa den rente-
modellen som gir minst risiko, Black-Karasinski, ser visal(Pris m. avh.)/sd(Pris u. avigr 1.07,
noe som kan veere en betydelig sum penger hvis kupongen aeraktobet er ogsa viktig a papeke
at korrelasjonen mellom kjgnnene akkurat som ved pensjotespljene gir starre usikkerhet under
Perks-modellen med parametere fra 1950 til 2006. Dette \smersmed resultatene for korrelasjon
presentert i Tabell 3.2, der vi kunne se at korrelasjonerbomeparameterne var stgrre under Perks
enn under Gompertz-Makeham.
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| Figur 4.12 og Figur 4.13 ser vi tetthetsplottene av prisé@ropligasjonen under henholdsvis lav-
og mediumrentescenariet. Under lavrentescenariet ser tetthetsplottene med avhengighet mel-
lom kjgnnene er mer haletunge enn de uten avhengighet. D®ilatyngden reduseres noe under
de stokastiske rentemodellene, men er fortsatt betyddigler mediumrentescenariet kan vi som
tidligere observere at det meste av forskjellen mellomhétiplottene med og uten avhengighet
forsvinner som falge av de sterke rentefluktuasjonene e@etsom ved de andre tilfellene tydeligst
under Black-Karasinski-modellen.
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4.3 Longevity Bonds

En longevity bond er en obligasjon som utbetaler en sum Eopal med antall levende i et kull.
Hvis man for eksempel ser p& 67-aringer i aret obligasjomantstedt vil kupongen neste ar veere
proporsjonal med antallet overlevende det neste aret. éxdtygbonds kan brukes til & immunisere
seg mot dgdelighetsrisikdofigevity risk, risikoen for at den forsikrede pensjonsgruppen bliresldr
enn det man estimerte. | november 2004 annonserte Europessirhent Bank (EIB) og BNP Paribas
at de kom til & utstede en longevity bond med forfallstidsgpui@ngelskmaturity) om 25 ar som
skulle betale ut en kupong pa (£50,000,080fden kumulative overlevelesesraten malt pa menn fra
Wales som var 65 ar gamle i 2003). Prisen pa obligasjoneneskedre 540 millioner pund. Denne
obligasjonen nadde aldri markedet ettersom den ikke ogfsnadk interesse blant investoréhe

t=1,2,...,25
Sy x£50m

N\
7

EIB Kjgper

V]
<

=0
Pris: £540m
Figur: Utbetalinger fra EIB/BNP, sett fra investorenes side

Et problem med longevity bonds er at utstederen ikke har nue a immunisere seg fullt mot dgde-
lighetsrisikoen. | Milevsky og Promislow(2001) vises dedtematisk at utstederen teoretisk sett kan
immunisere seg ved & utstede livsforsikringer. | prakdigkike dette veere mulig; alle skal ha pensjon,
men ikke alle kjaper livsforsikring. Derfor kan man her i ks bare oppna en fraksjonell immuniser-
ing (hvor mye av risikoen dette eventuelt tar vekk er uterdonmene til denne oppgaven). Utstederen
ma bare hape at prisen de har kommet frem til samt paslagedevi: den tilstrekkelige summen for
at de ikke gar med tap. Hvis det skulle komme et stort medidiresnskritt som for eksempel at man
finner en kur for kreft i lgpet av de 25 arene obligasjonen gk dette skape problemer for utst-
ederen. Viljen til & utstede disse obligasjonene vil titishyhenge av utstederens kapitalreserver og
mulighet til & tale eventuelle tap. Paslaget og dermedpsiaén vil ogsa avhenge av kapitalreservene.
Disse problemene er utenfor rekkevidden til denne oppgagkommer derfor ikke til & bli diskutert
mer her.

For aillustrere kupongstrukturen i en longevity bond giré¢ eksempel tilsvarende det gitt i Menoncin(2008).
Jeg tar for meg overlevelsessannsynlighetene for 65-&wgeer anno 2006 gitt ved Gompertz-
Makeham modellen og antar en kupong pa 1000kr. Kupongsierktfor dette eksempelet ser man i

Tabell 4.7 pa neste side.

Hovedkarakteristikkene til obligasjonen er dermed somgédwl

¢ Obligasjonen ble designet for & immunisere kjgperen agabjonen.

e Utstederen tjener hviS; er lavere enn forventet (og motsatt, kjgperen tjener Byisr hgyere
enn forventet).

19 Blake et al (2006) rapporterer de at det ble utvist stor skepsis blabiiuum da artikkelen Cairnet al(2005) i januar
og februar 2006 ble presentert for henholdsvis Faculty afi&ges i Edinburg og Institute of Actuaries i London.
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Ar 2006 | 2007 | 2008
Overlevelsesrate 0.99 | 0.989 | 0.988
Kumulativ overlevelsesrate 0.99 | 0.9791| 0.9673
Kupong pa 1000kr 990 | 979.1 | 967.3

Tabell 4.7: Kupongstruktur: Longevity Bond

¢ Falgelig kan obligasjonen brukes til @ immunisere en pgligfdominert av pensjons- og/eller
annuitetspoliser.

¢ Obligasjonen er en langtidsobligasjon som er designebtiskytte kigperen menhveruforut-
settforbedringi dgdeligheten opp til forfallsdatoen av obligasjonen.

e S, ser kun pa en nasjon sin overlevelsesrate.

¢ Obligasjonen er en annuitetsobligasjon og alle kupondalibgene er utsatt for risiko fra dgde-
lighetssjokk. Mer presist er utbetalingsplanene direktgprsjonale med overlevelsesraten:

F(S) = £50m x S,

Jeg kommer her til & ta for meg en longevity bond som utbe{@erenheter)x (den kumulative
overlevelsesraten pa hele den norske befolkningen), deskial se pd bade Gompertz-Makeham og
Perks-modellen.

Utbetalingene blir som falger:
f(St) =50 x St

der S; er overlevelsesraten for norske 67-aringer som konstiéesige 31. Ettersons; kommer til
a bli simulert kommer vi til & fa falgende utrykk for samleinfentet utbetaling over de 25 arene
obligasjonen lgper:

25

Er[) | f(Si)di]

t=1

Her erd; neddiskonteringsfaktoren som definert i delkapittelet @mgponsportefgljer.

4.3.1 Resultater Gompertz-Makeham

Resultatene for prisen (gitt som vanlig ved forventet w#lieg) og dens standardavvik er gitt i Tabell
4.8. Det fagrste vi kan observere er at prisene under mednigseenariet er tilsvarenende den fak-
tiske prisen til obligasjonen som EIB hadde tenkt & utsteu&s lavrentescenariet gir en betydelig
hayere pris. Ettersom jeg bruker norske 67-aringer sonane$epopulasjon, mens EIB brukte wali-
siske 65-arige menn, er det ikke naturlig & sammenlignepeis! tillegg vet jeg heller ikke noe om
rentescenariet som ble brukt i prisingen. Min referansafagon burde gi en hgyere pris enn wal-
isiske 65-arige menn ettersom kvinner lever lenger enn meglermed gker overlevelsesraten pa
referansepopulasjonen. Uansett vil jeg tro at den "opptiga” prisen EIB kom frem til var lavere,
ettersom utstedere av forskjellige derivater gjerne tgrggmit betalt for & ta pa seg diverse risikoer.
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GOMPERTZ-MAKEHAM
Lav rente
Rentetype Pris | sd(Pris) | sd(Pris m. avh.)/sd(Pris u. avh)
Teknisk u. avh. | 631.2| 13.57 -
Teknisk m. avh. | 631.6| 17.66 1.30
Vasicek u. avh. | 630.6| 15.95 -
Vasicek m. avh. | 631.0| 19.69 1.23
Black-Kar. u. avh.| 626.9| 19.76 -
Black-Kar. m. avh.| 627.3| 22.93 1.16
Medium rente
Rentetype Pris | sd(Pris) | sd(Pris m. avh.)/sd(Pris u. avh)
Teknisk u. avh. | 532.3| 9.67 -
Teknisk m. avh. | 532.6| 12.62 1.30
Vasicek u. avh. | 538.6| 22.25 -
Vasicek m. avh. | 538.9| 23.60 1.06
Black-Kar. u. avh.| 540.1| 32.74 -
Black-Kar. m. avh.| 540.4| 33.59 1.03

Tabell 4.8: Pris pa Longevity Bond under Gompertz-Makeham

Dette er utenfor rekkevidden til denne oppgaven og vil ikkeliskutert videre.

| tillegg kan vi observere det samme som for nullpong lontyevond, nemlig at prisen synker under

nar vi gar over til stokastiske renter, mens vi kan obserdetenotsatte under mediumrentescenariet.
Jeg henviser derfor til diskusjonen under nullkupong letitgebond, ettersom jeg mener at grunnen
er den samme som der, nemlig maten renter fluktuerer undersigdllige rentescenariene.

Under lavrentescenariet kan vi som tidligere observereoeindgl ekstra usikkerhet i standardavviket
til prisen nar jeg modellerer med avhengighet mellom kjmen&/i kan blant annet se at standardavvik
med avhengighet er 23% og 16% starre enn standardavvikefartbdenholdsvis Vasek og Black-
Karasinski-modellen. En betydelig del av denne usikkethébrsvinner som som tidligere under de
stokastiske rentemodellene under mediumrentescenBliéethar de samme resultatene for \éai
og Black-Karasinski-modellen gétt ned til 6% og 3%.

| Figur 4.14 og Figur 4.15 ser vi tetthetsplottene av obligasprisen under henholdsvis lav- og medi-
umrentescenariet. Disse bekrefter det vi har observetielld.8. Under lavrentescenariet er tettheten
til obligasjonsprisen med avhengighet mellom kjgnnene tongghalet uansett rentetype. Dermed er
ogsa standardavviket til prisen betydelig starre ennlgarende standardavvik uten avhengighet
mellom kjgnnene. Under mediumrentescenariet overlapgitdretene hverandre nesten perfekt, og
likheten mellom tetthetene er som tidligere starst undecBKarasinski-modellen. Dette gir liten
forskjell i standardavvikene med og uten avhengighet.

4.3.2 Resultater Perks

Resultatene for prisen (gitt som vanlig ved forventet wlieg) og dens standardavvik er gitt i Tabell
4.9. Det fgrste vi kan observere er at prisene er lavere ehdedgar under Gompertz-Makeham.
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Figur 4.14: Tetthetsplot av Longevity Bond-prisen under lavrentaradeet ved Gompertz-Makeham
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Figur 4.15: Tetthetsplot av Longevity Bond-prisen under mediumrsogéarioet ved Gompertz-Makeham

Dette samsvarer med det vi har observert tidligere i oppgavg jeg henviser derfor til de tidligere
kommentarene. Det samme gjelder observasjonen om at @riseler lavrentescenariet synker nar vi
gar over til stokastisk rente, mens de i samme tilfelletestignder mediumrentescenariet.

Under lavrentescenariet ser vi som tidligere at standarkletvmed avhengighet mellom kjgnnene
er betydelig stagrre enn det tilsvarende uten. Dette gjeldasett rentetype, selv om usikkerheten re-
duseres noe under de stokastiske rentemodellene. Undemmredtescenariet derimot kan vi se at det
er en betydelig redusering av denne usikkerheten undepkastiske rentemodellene. Likevel kan vi
observere at denne usikkerheten fortsatt er av en visekgrspesielt under Vagk-modellen, men
ogsa under Black-Karasinski med henholdsvis 12% og 6%esttmndardavvik. Dette samsvarer med
tidligere observasjoner om at det er stgrre usikkerhet sbge fav korrelasjoner i Perks-modellen, og
jeg henviser derfor til tidligere diskusjon.

| Figur 4.16 og Figur 4.17 ser vi tetthetsplottene av prisetden henholdsvis lav- og mediumrentesce-
nariet. Som tidligere kan vi se at under lavrentescenartettheten med avhengighet mellom kjgnnene
betydelig mer tunghalet uansett rentetype. Under medinteseenariet kan vi derimot se at mye av
haletyngden forsvinner under de stokastiske rentematelieg da spesielt under Black-Karasinski.
Det er likevel verdt & merke seg at tetthetene ikke overlaleesterkt som under Gompertz-Makeham,
som samsvarer med tidligere observasjoner om at usiklariedim fglge av avhengighet mellom
kijgnnene er stgrre under Perks.
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PERKS
Lav rente
Rentetype Pris | sd(Pris) | sd(Pris m. avh.)/sd(Pris u. avh)
Teknisk u. avh. | 608.8| 16.57 -
Teknisk m. avh. | 610.3| 22.19 1.33
Vasicek u. avh. | 608.2| 18.45 -
Vasicek m. avh. | 609.6| 23.78 1.29
Black-Kar. u. avh.| 604.5| 21.57 -
Black-Kar. m. avh.| 605.9| 26.38 1.22
Medium rente
Rentetype Pris | sd(Pris) | sd(Pris m. avh.)/sd(Pris u. avh)
Teknisk u. avh. | 515.3| 11.69 -
Teknisk m. avh. | 515.7| 15.47 1.33
Vasicek u. avh. | 521.2| 22.25 -
Vasicek m. avh. | 521.7| 22.85 1.12
Black-Kar. u. avh.| 522.7| 31.90 -
Black-Kar. m. avh.| 523.2| 33.84 1.06

Tabell 4.9: Resultater: Pris Longevity Bond under Perks-modellen
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Figur 4.16: Tetthetsplot av Longevity Bond-prisen under lavrentaradeet ved Perks
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Figur 4.17: Tetthetsplot av Longevity Bond-prisen under mediumrenésarioet ved Perks



Kapittel 5

Konklusjon

Formalet med denne oppgaven har vaert & se pa hvilken risikel&sjon mellom kjgnnene gir i
prisingen av dgdelighetsobligasjoner. | tillegg har jettjlseordan to forenklede og generelle pensjon-
sportefaljer med forskjellig alderssammensetning bldérgétzav denne risikoen. Jeg har introdusert
to dadelighetsmodeller, Gompertz-Makeham og Perks, bbeggeig brukt i forskningslitteratur og
neeringsliv. Ved & hente ideen fra en forskningsartikkeljeéguvist hvordan vi kan modellere param-
eterne i begge modellene pa en stokastisk mate. Dette gjetdmulig & simulere parameterne bade
med og uten avhengighet mellom kjgnnene. Jeg har angittlesjonene i parameterforandringene
mellom kjgnnene. Det viser seg at disse er betydelige fogdegodeller, men sterkest for Perks-
modellen. Ved & simulere dgdelighetssannsynligheter@o7 g plotte de mot de observerte dataene
viste jeg at denne maten & simulere pa virket meget bra paskdrtLikevel er det verdt & merke
seg at tallene fra Gompertz-Makeham-modellen tilpasgebedre mot de observerte dataene. Dette
gjaldt for bade de estimerte og de simulerte parameteraaeddite kan vi trekke konklusjonen at
resultatene under Gompertz-Makeham modellen er mer gikiignne oppgaven.

For pensjonsportefaliene ga den risikoen som falge av ajitjeeten mellom kjgnnene utslag pa
standardavvikene, men omfanget var sterkt avhengig av fidterer. Det viste seg at portefgljen
dominert av 60-aringer var sterkere utsatt for korrelasjisikoen enn portefalien dominert av 40-
aringer. | tillegg tok de sterkere fluktuasjonene i den sttikke renten under mediumrentescenariet
vekk en betydelig del av risikoen. Denne effekten var strka Black-Karasinski-modellen som vi
vet gir sterkere fluktuasjoner enn \Viégk-modellen ved hgyere rente. En annen viktig ting & meage s
var at risikoen var sterkere under Perks-modellen uansetettype og rentescenario. Likevel kan vi
konkludere med at renterisikoen representerer en mer wihiadrisiko for livselskap. Dette viser seg

i at forholdet mellom standardavvikene for stokastisk dapigk rente er mer betydelig enn forholdet
mellom standardavvikene med og uten avhengighet mellormkijge.

| denne oppgaven tok jeg for meg to dadelighetsobligasjeeremnullkupong longevity bond og en
longevity bond. Omfanget av usikkerheten som fglge av kasjenen mellom kjgnnene var relativt
likt for begge obligasjonene og blir derfor kommentert saanDet viste seg at begge obligasjonene
var mindre utsatt for korrelasjonsrisikoen enn pensjortsfmljen dominert av 60-aringer. Dette er et
interessant resultat ettersom det viser at korrelasjofomeljgnnene presenterer en viktigere risiko
for livselskap enn utstedere av disse obligasjonene. \inkwogsa observere at risikoen som fglge av
korrelasjoner var hgyere under Perks-modellen. Som fajpesportefgljene viste det seg at de hgye
fluktuasjonene under mediumrentescenariet fjernet erdbligydel av risikoen, og da mest under
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Black-Karasinski-modellen. Det mest pafallende var age sammenlignet under samme rentesce-
nario var relativt like, men at standardavvikene gkte igafinder de stokastiske rentemodellene.
Denne gkningen vil jeg karakterisere som betydelig badeulad- og mediumrentescenariet.

Etter min mening er det helt klart at det er rentene under umesicenariet som er mer realistiske
med sine haye fluktuasjoner. Over 25 eller 50 ar vil det memsalig veere store fluktuasjoner i
renten, noe som blir illustrert i Figur 1.2. Vi har tidligeobservert at gkningen i standardavviket er
stgrst under Black-Karasinski-modellen. Dette er ogs&eetemodellen som reduserer usikkerheten
som fglge av korrelasjon mellom kjgnnene mest. Forholdditomestandardavvikene er da pa 3-4%
0g 6-7% for henholdsvis Gompertz-Makeham og Perks undeiumedntescenaret. Dette forholdet
hadde veert det samme for begge modeller hvis jeg ikke hadtienled parameterene fra 1950 for
Perks, noe jeg viser i Tillegg D. Dette forholdet er betygletiindre enn forholdet mellom standard-
avvikene under teknisk og stokastisk rente under mediueseanariet.

Min konklusjon er at korrelasjon mellom kjgnnene represemt en ekstra risiko for utstedere av
obligasjoner. Denne risikoen er likevel mindre signifikanin rente- og dadelighetsrisiko. Spesielt
rente, men ogsa forandrandringer i dgdelighet, represgré@ mer umiddelbar usikkerhet som kan
bli kostbar dersom den blir undervurdert. Det er likevel erdél for utstederen a vite at det er en
risiko tilknyttet korrelasjoner mellom kjgnnene nar maiser dgdelighetsobligasjoner.



Tillegg A

Relasjon mellom ett og t-arige
overlevelsessannsynligheter

Vi er interessert i a bevise fglgende relasjon:

tPx = Px * Px+1 " Px+2 " - - - " Px+t—1, t:172737"'
For & gjare det vil jeg bruke falgende relasjoner:

e =1—1q, =1—G(2t) (A.1)

1-G(s+1)

Pots =PHT > s+ 1T > s) = =G

(A.2)

Vi ser at vi som fglge av relasjonene (A.1) og (A.2) kommenTitd falgende:

e [=ia) [ ae)

Do Pt Pat2 - Potrt—1 = [1 — G(1)] [
Ved & stryke de leddene som gar mot hverandre far vi

p:}c'pm+1'pm+2'...-px+t_1:1_G(t):tpx

som var det vi ville vise.
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Tillegg B

Utbetalinger pensjonsportefgljene
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Figur B.1: Pensjonsportefaljene simulert 50 ar framover under Gonapilakeham
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Figur B.2: Pensjonsportefaljene simulert 50 ar framover under Perks

Vi ser at konfidensintervallet for pensjonsportefglieneleiiert med korrelasjon mellom kjgnhnene
er stgrre enn det uten korrelasjoner. Som vi har obserddiddre er usikkerheten som falge av kor-
relasjoner mellom kjgnnene stgrre under Perks-modellen.
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Tillegg C

Durasjon

En ofte brukt definisjon for durasjon(se for eksempel Bauiln.d.)) er gitt ved:

T

PV;-t;
D=>)" % (C.1)
i=1

der:

¢ D star for durasjon
¢ j indekserer pengestrgmmene

e P; er naverdien til hver utbetaling

t; er tiden til utbetaling

e PV =T PV, ellersummen av alle utbetalingene

Durasjonen angir en obligasjons sensitivitet til rentafwmiringer.

Jeg skal na vise at en nullkupongobligasjon har en durasjones lik tiden til forfall:

¢ Jeg antar at nullkupongobligasjonen betaler ut en sufii péd tid¢; = 7', og at tiden til forfall
erT. Denne utbetalingen har da en naverdiR¥ér.

e Ettersom en nullkupongobligasjon kun utbetaler en sum wddlfstidspunktet har vi at:
PVi=PVy...=PVp_1=0
som igjen gir at
T
PV =) PV;=PVr (C.2)
=1

e Relasjon (C.2) gir da at

T
pPVi-t; PVp.-T
D — = = T
Zi:l PV PVr

og dermed har jeg vist at durasjonen til en nullkupongobja er lik tiden til forfall.
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Durasjon




Tillegg D

Perks uten parameterne fra 1950

| dette tillegget skal jeg se pa hvilken forskjell det gir &ekoruke parameterobservasjonene fra 1950
under Perks-modellen. Dette er interessant ettersom dttlaaftig hopp i begge parameterne fra
1950 til 1951(se Figur 3.2 side 13) som skiller seg kraftigrattrendene i parameterne til Perks-
modellen ellers. Dette hoppet gir en betydelig starre kasjen i fremtidige prediksjoner hvis man
tar det med. Korrelasjonene uten 1950 er gitt i Tabell D.In®anligner vi resultatene i Tabell D.1
med Tabell 3.2 kan vi se at korrelasjonen na er betydelig rairer vi for eksempel pa korrelasjonen
mellom AKX og AGT kan vi se at denne har gatt ned fra 0.755 og 0.285. For & sdlitvprdan
dette valget pavirker parameterutviklingen har jeg valgg §a forventet levealder. Resultatene er gitt
i Tabell D.2 pa neste side. Vi ser her at levealderen er i@, men den viktigste observasjonen er
at konfidensintervallet har blitt mindre enn det vi obsetereérTabell 3.3. Dette er naturlig ettersom
parameterne i Perks-modellen har en klar trend fra 1951 @geutDermed blir ogsa usikkerheten i
estimatene mindre.

Det er naturlig & tro at dette ogsa vil gi lavere usikkerhet $alge av korrelasjonen mellom kjgnnene
for prisingen av dgdelighetsobligasjonene. Derfor hapjeset Longevity Bond igjen. Resultatene er
oppgitt i Tabell D.3. Man ser akkurat som ved forventet Iédeahar standardavviket blitt mindre enn
det vi observerte for de samme resultatene under Perkslmodd@abell 4.9. Prisen er ogsa litt lavere,
noe som er naturlig ettersom predikasjonene for forvemteddider var litt mindre da jeg ikke tok
med parameteren for 1950 i beregningen av kovariansmatogdorventningsvektoren. Den viktig-
ste forskjellen for denne oppgaven ligger i det faktum akoisn som falge av korrelasjoner har gatt
betydelig ned. Hvis ser pa for eksempel pa mediumrentese¢ing Black-Karasinski-modellen kan
vi se atsd(Pris m. avh.)/sd(Pris u. avhjr gatt ned fra 1.08 til 1.03. 1.03 er ogsa tallet for Gonzpert
Makeham under tilsvarende scenario og modell, og vi kan démamta at hvis vi ikke tar med 1950 vil
det ikke veere noen nevneverdig forskjell mellom risikoedende forskjellige dgdelighetsmodellene.

Parametef AW | AGKY [ Ao | AT
A 1.000 | -0.947| 0.285 | -0.242
AH'Z(V -0.947| 1.000 | -0.308| 0.331
AOP 0.285| -0.308| 1.000 | -0.960
AGY -0.242| 0.809 | -0.982| 1.000

Tabell D.1: Korrelasjoner:Perks uten 1950



Perks uten parameterne fra 1950

Menn Kvinner
Ar | Forventet levealdef 95% Konf.Int. | Forventet levealdef 95% Konf.Int.
2006 76.2 - 80.4 -
2016 77.0 (75.4,78.6) 81.3 (79.8,82.9)
2026 77.6 (75.5,79.8) 82.2 (80.0,84.4)
2036 78.2 (75.7,80.8) 83.0 (80.3,85.6)

Tabell D.2: Forventet levealder under Perks-modellen

Lav rente
Rentetype Pris | sd(Pris) | sd(Pris m. avh.)/sd(Pris u. avh)
Teknisk u. avh. | 600.5| 10.88 -
Teknisk m. avh. | 600.7| 14.21 1.30
Vasicek u. avh. | 599.8| 13.46 -
Vasicek m. avh. | 600.0| 16.13 1.20
Black-Kar. u. avh.| 596.2| 17.33 -
Black-Kar. m. avh.| 596.3| 19.37 1.12
Medium rente
Rentetype Pris | sd(Pris) | sd(Pris m. avh.)/sd(Pris u. avh)
Teknisk u. avh. | 509.1| 7.95 -
Teknisk m. avh. | 509.1| 10.28 1.29
Vasicek u. avh. | 514.8| 20.06 -
Vasicek m. avh. | 515.4| 21.27 1.06
Black-Kar. u. avh.| 516.2| 29.97 -
Black-Kar. m. avh.| 516.8| 30.85 1.03

Tabell D.3: Longevity Bond under Perks-modellen



Tillegg E

R-kode

E.1 Pensjonsportefgljene

A Ser her pd portefalier og simulering #HHHHH# BRI
HEHHH R Gompertz-Makeham HERHH R
attach('C:\\Users\\Mak\\Skola\\Masteroppgave\\vasic ek-hgyFluk-rente45.txt’)
attach('C:\\Users\\Mak\\Skola\\Masteroppgave\\BK-hg yFluk-rente45.txt")
rv=rv_keep

rBK=rBK_keep
#teknisk rente:
r=0.045
v=1/(1+r)
sim=10"4

#lLager de to portefgliene

J=0.5 *10"5 #antar at det er 50% av hvert kjgnn
iii=30:89

nl=exp(-0.05 = abs(iii-40))

n2=exp(-0.05 *abs(iii-60))

c1=J/sum(nl)

c2=J/sum(n2)

N1=round(c(array(0,29),c1 *nl))
N2=round(c(array(0,29),c2 *n2))
#plot(N1[30:89], type="I",col="red",xlab="tid",ylab= “"antall personer”)
#lines(N2[30:89],type="I", col="blue")

it simulerer inn i fremtiden #HHHHHHHHE##

#Leser inn for kvinner

kGM = read.table("gompKvinner.txt",header = F)
kGM=as.matrix(kGM)

theta0_k=kGM[2:57,2]

thetal_k=kGM[2:57,3]

theta2_k=kGM[2:57,4]

#Leser inn for menn
mGM = read.table("gompMenn.txt",header = F)
mGM=as.matrix(mGM)
theta0_m=mGM[2:57,2]
thetal_m=mGM[2:57,3]
theta2_m=mGM[2:57,4]

diff0_kv=diff(log(theta0_k))

diffl_kv=diff(log(thetal_k))

diff2_kv=diff(log(theta2_k))

mu0_kv=mean(diff0_kv)

mul_kv=mean(diff1_kv)

mu2_kv=mean(diff2_kv)

sigma_kv=cov(cbind(diff0_kv,diff1_kv,diff2_kv)) #kov ariansen kvinner

diff0_m=diff(log(theta0_m))

diffl_m=diff(log(thetal_m))

diff2_m=diff(log(theta2_m))

mu0_m=mean(diff0_m)

mul_m=mean(diffl_m)

mu2_m=mean(diff2_m)

sigma_m=cov(chind(diff0_m,diff1_m,diff2_m)) #kovaria nsen menn

#felles kovarians-matrise:
S=cov(cbind(diff0_kv,diff1_kv,diff2_kv,diffo_m.,diff 1_m,diff2_m))

T=51#simulerer 50 ar frem i tid

#simulerer nye parametere rundt de eksisterende-disse er U TEN AVH!
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par0_kv=0 *(1:(T))% *%(0* (t(1:sim)))
par0_kv[1,]=log(thetaO_k[length(theta0_k)])
parl_kv=0 *(1:(T))% *%(0* (t(1:sim)))
parl_kv[1,]=log(thetal_k[length(thetaO_k)])
par2_kv=0 *(1:(T))% *%(0* (t(1:sim)))
par2_kv[1,]=log(theta2_k[length(theta0_k)])
par0_m=0 * (1:(T))% *%(0* (t(1:sim)))
par0_m[1,]=log(theta0_m[length(thetaO_m)])
parl_m=0*(1:(T))% * %(0* (t(1:sim)))
parl_m[1,]=log(thetal_m[length(thetaO_m)])
par2_m=0 * (1:(T))% * %(0* (t(1:sim)))
par2_m[1,]=log(theta2_m[length(thetaO_m)])

#simulerer nye parametere rundt de eksisterende-disse er M
par0_kv_A=0 *(1:(T))% *%(0* (t(1:sim)))
par0_kv_A[1,]=log(theta0_k[length(thetaO_k)])
parl_kv_A=0 =*(1:(T))% *%(O0* (t(1:sim)))
parl_kv_A[1,]=log(thetal_k[length(thetaO_Kk)])
par2_kv_A=0 =*(1:(T))% *%(O0* (t(1:sim)))
par2_kv_A[1,]=log(theta2_k[length(theta0_Kk)])
par0_m_A=0* (1:(T))% *%(0* (t(1:sim)))
par0_m_A[1,]=log(theta0_m[length(thetaO_m)])
parl_m_A=0=*(1:(T))% *%(0* (t(1:sim)))
parl_m_A[1,]=log(thetal_m[length(thetaO_m)])
par2_m_A=0* (1:(T))% *%(0* (t(1:sim)))
par2_m_A[1,]=log(theta2_m(length(theta0_m)])

#Her kommer avsetningene til & veere for teknisk rente
ksil=0 *(1:(T))% *%t(rep(0,sim))

ksi2=0 *(1:(T))% *%t(rep(0,sim))

ksil_A=0 *(1:(T))% *%t(rep(0,sim))

ksi2_A=0 *(1:(T))% *%t(rep(0,sim))

#Her kommer avsetningene til & veere for stokastisk rente
ksil_V=0 *(1:(T))% =*%t(rep(0,sim)) #Vasicek

ksi2_V=0 *(1:(T))% =*%t(rep(0,sim)) #Vasicek
ksil_A_V=0 *(1:(T))% *%t(rep(0,sim)) #Vasicek
ksi2_A_V=0 *(1:(T))% *%t(rep(0,sim)) #Vasicek
ksil_BK=0 *(1:(T))% = %t(rep(0,sim)) #Black-Karisinky
ksi2_BK=0 *(1:(T))% *%t(rep(0,sim)) #Black-Karisinky
ksil_A_BK=0 *(1:(T))% *%t(rep(0,sim)) #Black-Karisinky
ksi2_A_BK=0 *(1:(T))% *%t(rep(0,sim)) #Black-Karisinky

HEHHHHHHAHE Antar at premien er O #HHHHHHHHHHHT

Ir=67
10=30
n=Ir-10
le=89 #antar at portefglien ikke inneholder noen personer o

library(mvtnorm)

rep=rep(0,3)
rep2=rep(0,6)
1=2:120

for(s in 1:sim) {
enQxGM_k=array(0,c(120,sim))
enQxGM_m=array(0,c(120,sim))
enQxGM_k_A=array(0,c(120,sim))
enQxGM_m_A=array(0,c(120,sim))

enQxGM_k[1,]=1
enQxGM_m[1,]=1
enQxGM_k_A[1,]=1
enQxGM_m_A[1,]=1

for(k in 1:(T)) {
matrise_kv=rmvnorm(T,mean=rep,sigma=sigma_kv)
matrise_m=rmvnorm(T,mean=rep,sigma=sigma_m)
matrise=rmvnorm(T,mean=rep2,sigma=S)#for avh

t=k

if(t>1) {

par0_kv[t,s]=log(par0_kv[t-1,s])+mu0_kv+matrise_kv[ t-1,1]
parl_kv[t,s]=log(parl_kv[t-1,s])+mul_kv+matrise_kv[ t1,2]
par2_kv[t,s]=log(par2_kv[t-1,s])+mu2_kv+matrise_kv[ t-1,3]
par0_mlt,s]=log(par0_ml[t-1,s])+mu0_m+matrise_m[t-1, 1]
parl_mlt,s]=log(parl_ml[t-1,s])+mul_m+matrise_mlt-1, 2]
par2_mlt,s]=log(par2_mlt-1,s])+mu2_m+matrise_m[t-1, 3]
par0_kv_A[t,s]=log(par0_kv_A[t-1,s])+mu0_kv+matrise [t-1,1]
parl_kv_A[t,s]=log(parl_kv_A[t-1,s])+mul_kv+matrise [t-1,2]
par2_kv_Alt,s]=log(par2_kv_A[t-1,s])+mu2_kv+matrise [t-1,3]
par0_m_A[t,s]=log(par0_m_A[t-1,s])+mu0_m-+matrise[t- 1,4]
parl_m_A[t,s]=log(parl_m_A[t-1,s])+mul_m+matrise[t- 1,5]
par2_m_A[t,s]=log(par2_m_A[t-1,s])+mu2_m-+matrise[t- 1,6]
JH#if slutt

par0_kv[t,s]=exp(par0_kv[t,s])
parl_kv[t,s]=exp(parl_kv[t,s])

ED AVH!

ver 89
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par2_kv[t,s]=exp(par2_kv[t,s])
par0_mlt,s]=exp(par0_mlt,s])
parl_mlt,s]=exp(parl_mlt,s])
par2_mlt,s]=exp(par2_mlt,s])
par0_kv_A[t,s]=exp(par0_kv_A[t,s])
parl_kv_A[t,s]=exp(parl_kv_Alt,s])
par2_kv_A[t,s]=exp(par2_kv_A[t,s])
par0_m_Al[t,s]=exp(par0_m_Al[t,s])
parl_m_A[t,s]=exp(parl_m_Al[t,s])
par2_m_A[t,s]=exp(par2_m_Al[t,s])

thetaO=(par0_kv[t,s])
thetal=(parl_kv[t,s])
theta2=(par2_kv[t,s])
thetal=thetal/theta2
thetaO_m=(par0_ml[t,s])
thetal_m=(parl_m[t,s])
theta2_m=(par2_ml[t,s])
thetal_m=thetal_m/theta2_m

thetaO_A=(par0_kv_A[t,s])
thetal_A=(parl_kv_A[t,s])
theta2_A=(par2_kv_A[t,s])
thetal_A=thetal_ A/theta2_A
theta0_m_A=(par0_m_A][t,s])
thetal_m_A=(parl_m_Alt,s])
theta2_m_A=(par2_m_A[t,s])
thetal_m_A=thetal_m_A/theta2_m_A

enQxGM_k[2:120,s]=1-exp(-thetal

-thetal *(exp(theta2  *(1+l))-exp(theta2 *1)))
enQxGM_m[2:120,s]=1-exp(-theta0_m

-thetal_m = (exp(theta2_m  *(1+l))-exp(theta2_m *1)))
enQxGM_k_A[2:120,s]=1-exp(-theta0_A

-thetal_A *(exp(theta2_A = (1+l))-exp(theta2_A *1)))
enQxGM_m_A[2:120,s]=1-exp(-theta0_m_A

-thetal_m_A =*(exp(theta2_m_A  *(1+l))-exp(theta2_m_A *1)))

templ=temp2=0

templ_A=temp2_A=0

for(i in (Ir-k):(le)) {

if((i+k)<120 && k<=(T)) {

#if(k<=(T)) {

templ=templ+N1[i] *(prod(1-enQxGM_k[1+i+0:k,s])+prod(1-enQxGM_m[1+i+0:
temp2=temp2+N2[i] *(prod(1-enQxGM_k[1+i+0:k,s])+prod(1-enQxGM_m[1+i+0:
templ_A=templ_A+N1[i] *(prod(1-enQxGM_k_A[1+i+0:k,s])+prod(1-enQxGM_m_A[1+
temp2_A=temp2_A+N2[i] * (prod(1-enQxGM_k_A[1+i+0:k,s])+prod(1-enQxGM_m_A[1+
#)#if slutt

it slutt

Yfor slutt

ksil[k,s]=temp1l

ksi2[k,s]=temp2

ksil_A[k,s]=templ_A

ksi2_A[k,s]=temp2_A

}

ksill=ksi22=sd11=sd22=0 *(1(T))
ksill_A=ksi22_A=sd11l_A=sd22_A=0  *(1:(T))

for(t in 1:(T)) {

ksill[tj=mean(ksil[t,])

sd11[t]=sd(ksill[t,])

ksi22[t]=mean(ksi2[t,])

sd22[t]=sd(ksi2[t,])

ksill_A[tl=mean(ksil_A[t,])

sd11_A[t]=sd(ksil_A[t,])

ksi22_A[tl=mean(ksi2_A[t,])

sd22_A[t]=sd(ksi2_Al[t,])

}

qul=ksil1+1.96 =*sdl1l #for 95% K.l. gvre
qu2=ksi22+1.96 *sd22 #for 95% K.l. nedre
ql1=ksi11-1.96 +sd1l #for 95% K.I. gvre
ql2=ksi22-1.96 +*sd22 #for 95% K.I. nedre
qul_A=ksill_A+1.96 =*sd1l_A #for 95% K.I. gvre
qu2_A=ksi22_A+1.96 *sd22_A #for 95% K.I. nedre
qll_A=ksill_A-1.96 *sd11_A #for 95% K.l. gvre
ql2_A=ksi22_A-1.96  *sd22_A #for 95% K.I. nedre

par(mfcol=c(1,2))

aar=2006:2056

#portefgliel

vek=c(0.7 *1074,max(qul_A))

plot(aar,qul_A[1:T],col=4,lty=1, type="I",ylab="Utbe taling",
xlab="Ar",main="Portefglje 1"ylim=vek)
legend(x=2006,y=14000,col=c(1,2,4),lty=1:1,

c("utbetaling”,"95% K.I. u. avh 5% K.I. m. avh.")bty ="n")
lines(aar,ql1_A[1:T], col=4, type="I",lty=1)

lines(aar,ksil1[1:T], type="I")

lines(aar,qul[1:T],col=2,lty=1)

k,s]))
k.s])

i+0:k,s]))
i+0:k,s]))
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lines(aar,ql1[1:T],col=2,Ity=1)

#portefglje2

vek2=c(0.3 *10"4,max(qu2_A))

plot(aar,qu2_A[1:T],col=4,lty=1, type="I",ylab="Utbe taling",
xlab="Ar",main="Portefalie 2",ylim=vek2)
legend(x=2006,y=9000,col=c(1,2,4),Ity=1:1,

c("utbetaling”,"95% K.I. u. avh.","95% K.I. m. avh."),bty ="n")
lines(aar,ql2_A[1:T], col=4, type="I",Ity=1)

lines(aar, ksi22[1:T], type="1")

lines(aar,qu2[1:T],col=2,Ity=1)

lines(aar,ql2[1:T],col=2,Ity=1)

#regner ut naverdiene av portefglien
templ=temp2=templ_A=temp2_A=rep(0,sim)
templ_V=temp2_V=templ_A_V=temp2_A_V=rep(0,sim)
templ_BK=temp2_BK=templ_ A_BK=temp2_A_BK=rep(0,sim)
for(s in 1:sim) {

templ[s]=sum(ksil[1:(T),s] *v™N(0:(T-1)))
temp2[s]=sum(ksi2[1:(T),s] *v™N(0:(T-1)))
templ_A[s]=sum(ksil_A[1:(T),s] *vN(0:(T-1)))
temp2_A[s]=sum(ksi2_A[1:(T),s] *vN(0:(T-1)))
hm=hm1=hm2=hm3=hm4=hm5=hm6=hm7=0

for(t in 1:T) {

hm=hm+ksil[t,s]  * (1/(1+rv[t,s])(t-1))
hml=hml+ksi2[t,s]  *(1/(1+rv[t,s])"(t-1))
hm2=hm2+ksil_A[t,s]  *(L/(1+rv[t,s])"(t-1))
hm3=hm3+ksi2_A[t,s]  *(L/(1+rv[t,s])"(t-1))
hmd=hm4+ksil[t,s]  *(1/(1+rBK[t,s])"(t-1))
hm5=hm5+ksi2[t,s]  * (1/(1+rBK[t,s])"(t-1))
hm6=hm6+ksil_A[t,s]  *(L/(1+rBK]t,S])"(t-1))
hm7=hm7+ksi2_A[t,s]  *(L/(1+rBK]t,S])"(t-1))

}

templ1_V[s]=hm
temp2_V[s]=hm1
templ_A_V[s]=hm2
temp2_A_V[s]=hm3
templ_BK[s]=hm4
temp2_BK[s]=hm5
templ_A_BK[s]=hm6
temp2_A_BK[s]=hm7
}

#teknisk rente
PV0l=mean(templ)
PV02=mean(temp2)
sd1=sd(templ)
sd2=sd(temp2)
PV01_A=mean(templ_A)
PV02_A=mean(temp2_A)
sd1_A=sd(templ_A)
sd2_A=sd(temp2_A)

#Vasicek rente
PV01_V=mean(templ_V)
PV02_V=mean(temp2_V)
sd1_V=sd(templ_V)
sd2_V=sd(temp2_V)
PV01_A_V=mean(templ_A_V)
PV02_A_V=mean(temp2_A_V)
sd1l_A V=sd(templ_A_V)
sd2_A_V=sd(temp2_A_V)

#Black-Karisinsky rente
PV01_BK=mean(templ_BK)
PV02_BK=mean(temp2_BK)
sd1_BK=sd(templ_BK)
sd2_BK=sd(temp2_BK)
PV0O1_A_BK=mean(templ_A_BK)
PV02_A_BK=mean(temp2_A_BK)
sd1l_A BK=sd(templ_A_BK)
sd2_A BK=sd(temp2_A_BK)

#teknisk rente
print(c(PV01,PV02, sdl,sd2))
print(c(PVO1_A,PV0O2_A, sd1_A,sd2_A))

#Vasicek rente
print(c(PV01_V,PV02_V, sd1_V,sd2_V))
print(c(PVO1_A_V,PV02_A_V, sd1_A_V,sd2_A_V))

#Black_Karisinsky rente
print(c(PV01_BK,PV02_BK, sd1_BK,sd2_BK))
print(c(PVO1_A_BK,PV02_A_BK, sd1_A_BK,sd2_A_BK))

print(c(sd1_A/sdl,sd1_A_V/sdl_V,sd1_A_BK/sd1l_BK))
print(c(sd2_A/sd2,sd2_A_V/sd2_V,sd2_A_BK/sd2_BK))
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E.2 Nullkupong Longevity Bond

#HtHH#HA# Nullkupong Longevity Bond #i##HHHHHHH#HE
#HHHHH I GOMPERTZ-MAKEHAM  ###H#HiHEHHH#HH

setwd("C:\\Users\\Mak\\Skola\\Masteroppgave")

attach('C:\\Users\\Mak\\Skola\\Masteroppgave\\vasic ek-hgyFluk-rente45.txt’)
attach('C:\\Users\\Mak\\Skola\\Masteroppgave\\BK-hg yFluk-rente45.txt")
rv=rv_keep

rBK=rBK_keep
#teknisk rente:
r=0.045
v=1/(1+r)
sim=10"4

#Leser inn for kvinner

kGM = read.table("gompKvinner.txt",header = F)
kGM=as.matrix(kGM)

thetaO_k=kGM[1:57,2]

thetal_k=kGMJ[1:57,3]

theta2_k=kGM[1:57,4]

#Leser inn for menn
mGM = read.table("gompMenn.txt",header = F)
mGM=as.matrix(mGM)
theta0_m=mGM[1:57,2]
thetal_m=mGM[1:57,3]
theta2_m=mGM[1:57,4]

diffo_kv=diff(log(theta0_k))

diff1_kv=diff(log(thetal_k))

diff2_kv=diff(log(theta2_k))

mu0_kv=mean(diff0_kv)

mul_kv=mean(diffl_kv)

mu2_kv=mean(diff2_kv)

sigma_kv=cov(cbind(diff0_kv,diff1_kv,diff2_kv)) #kov ariansen kvinner

diff0_m=diff(log(theta0_m))

diffl_m=diff(log(thetal_m))

diff2_m=diff(log(theta2_m))

mu0_m=mean(diff0_m)

mul_m=mean(diffl_m)

mu2_m=mean(diff2_m)

sigma_m=cov(cbind(diff0_m,diff1_m,diff2_m)) #kovaria nsen menn

#felles kovarians-matrise:

S=cov(cbind(diff0_kv,diff1_kv,diff2_kv,diffo_m.,diff 1_m,diff2_m))
#korr=cor(cbind(diff0_kv,diff1_kv,diff2_kv,diff0_m, diffl_m,diff2_m))
T=15#simulerer 15 &r frem i tid-antar at obligasjonene utlg per da.
#simulerer nye parametere rundt de eksisterende-disse er U TEN AVH!

par0_kv=0 *(1:(T))% *%(0x (t(1:sim)))
par0_kv[1,]=log(theta0_k[length(theta0_k)])
parl_kv=0 *(1:(T))% *%(0* (t(1:sim)))
parl_kv[1,]=log(thetal_k[length(thetaO_k)])
par2_kv=0 *(1:(T))% *%(0* (t(1:sim)))
par2_kv[1,]=log(theta2_k[length(theta0_k)])
par0_m=0 * (1:(T))% *%(0* (t(1:sim)))
par0_m[1,]=log(theta0_m[length(thetaO_m)])
parl_m=0* (1:(T))% *%(0* (t(1:sim)))
parl_m[1,]=log(thetal_ml[length(thetaO_m)])
par2_m=0 * (1:(T))% * %(0* (t(1:sim)))
par2_m([1,]=log(theta2_m[length(thetaO_m)])

#simulerer nye parametere rundt de eksisterende-disse er M ED AVH!
par0_kv_A=0 *(1:(T))% *%(0* (t(1:sim)))
par0_kv_A[1,]=log(theta0_k[length(thetaO_k)])
parl_kv_A=0 *(1:(T))% *%(0* (t(1:sim)))
parl_kv_A[1,]=log(thetal_k[length(thetaO_k)])
par2_kv_A=0 *(1:(T))% *%(0* (t(1:sim)))
par2_kv_A[1,]=log(theta2_k[length(theta0_Kk)])
par0_m_A=0* (1:(T))% *%(0* (t(1:sim)))
par0_m_A[1,]=log(theta0_m[length(thetaO_m)])
parl_m_A=0=*(1:(T))% *%(0* (t(1:sim)))
parl_m_A[1,]=log(thetal_m[length(thetaO_m)])
par2_m_A=0* (1:(T))% *%(0* (t(1:sim)))
par2_m_AJ[1,]=log(theta2_m[length(thetaO_m)])

library(mvtnorm)
rep=rep(0,3)
rep2=rep(0,6)
1=2:120

X=67 #min x-aring

B_tilde=B_tilde_A=B_tilde_rv=B_tilde_rv_A=B_tilde_r BK=B_tilde_rBK_A=rep(0,sim)
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for(s in 1:sim) {
tempp=temppl=tempp2=tempp3=tempp4=tempp5=1

enQxGM_k=array(0,c(120,sim))
enQxGM_m=array(0,c(120,sim))
enQxGM_k_A=array(0,c(120,sim))
enQxGM_m_A=array(0,c(120,sim))

enQxGM_k[1,]=0
enQxGM_m[1,]=0
enQxGM_k_A[1,]=0
enQxGM_m_A[1,]=0

for(k in 1:(T)) {
matrise_kv=rmvnorm(T,mean=rep,sigma=sigma_kv)
matrise_m=rmvnorm(T,mean=rep,sigma=sigma_m)
matrise=rmvnorm(T,mean=rep2,sigma=S)#for avh

t=k

if(t>1) {
par0_kv[t,s]=log(par0_kv[t-1,s])+mu0_kv+matrise_kv[
parl_kv[t,s]=log(parl_kv[t-1,s])+mul_kv+matrise_kv[
par2_kv[t,s]=log(par2_kv[t-1,s])+mu2_kv+matrise_kv[
par0_m[t,s]=log(par0_mi[t-1,s])+mu0_m+matrise_m[t-1,
parl_mlt,s]=log(parl_mi[t-1,s])+mul_m+matrise_m[t-1,
par2_mlt,s]=log(par2_mlt-1,s])+mu2_m+matrise_m[t-1,
par0_kv_A[t,s]=log(par0_kv_A[t-1,s])+mu0_kv+matrise
parl_kv_A[t,s]=log(parl_kv_A[t-1,s])+mul_kv+matrise
par2_kv_Alt,s]=log(par2_kv_A[t-1,s])+mu2_kv+matrise
par0_m_A[t,s]=log(par0_m_A[t-1,s])+mu0_m-+matrise[t-
parl_m_A[t,s]=log(parl_m_A[t-1,s])+mul_m+matrise[t-
par2_m_A[t,s]=log(par2_m_A[t-1,s])+mu2_m-+matrise[t-

Yt slutt
par0_kv[t,s]=exp(par0_kv[t,s])
parl_kv[t,s]=exp(parl_kv[t,s])
par2_kv[t,s]=exp(par2_kv[t,s])
par0_mlt,s]=exp(par0_mlt,s])
parl_mlt,s]=exp(parl_mlt,s])
par2_mlt,s]=exp(par2_mlt,s])
par0_kv_A[t,s]=exp(par0_kv_A[t,s])
parl_kv_A[t,s]=exp(parl_kv_Alt,s])
par2_kv_Al[t,s]=exp(par2_kv_Al[t,s])
par0_m_A[t,s]=exp(par0_m_Al[t,s])
parl_m_A[t,s]=exp(parl_m_Al[t,s])
par2_m_A[t,s]=exp(par2_m_Al[t,s])

thetaO=(par0_kv[t,s])
thetal=(parl_kv[t,s])
theta2=(par2_kv[t,s])
thetal=thetal/theta2
theta0_m=(par0_ml[t,s])
thetal_m=(parl_m[t,s])
theta2_m=(par2_ml[t,s])
thetal_m=thetal_m/theta2_m

thetaO_A=(par0_kv_A[t,s])
thetal_A=(parl_kv_A[t,s])
theta2_A=(par2_kv_A[t,s])
thetal_A=thetal_ A/theta2_A
thetaO_m_A=(par0_m_A[t,s])
thetal_m_A=(parl_m_Alt,s])
theta2_m_A=(par2_m_A[t,s])
thetal_m_A=thetal_m_A/theta2_m_A

enQxGM_k[2:120,s]=1-exp(-thetal

-thetal *(exp(theta2  *(1+l))-exp(theta2 *1)))
enQxGM_m[2:120,s]=1-exp(-theta0_m

-thetal_m *(exp(theta2_m  (1+l))-exp(theta2_m
enQxGM_k_A[2:120,s]=1-exp(-theta0_A

-thetal_A *(exp(theta2_A = (1+I))-exp(theta2_A
enQxGM_m_A[2:120,s]=1-exp(-theta0_m_A

)
=)

-thetal_m_A =*(exp(theta2_m_A  *(1+l))-exp(theta2_m_A

### bruker hele befolkningen som referansepopulasjon

tempp=tempp * ((1/((1+rv[t,s])) *0.5

* ((1-enQXGM_K[x+t,s])+(1-enQxGM_m[x+t,s]))))
temppl=temppl * ((1/((1+rv[t,s])) *0.5

* ((1-enQXGM_k_A[x+t,s])+(1-enQxGM_m_A[x+t,s]))))
tempp2=tempp2 * ((1/((1+rBK]t,s])) *0.5

* ((1-enQXGM_K[x+t,s])+(1-enQxGM_m[x+t,s]))))
tempp3=tempp3 * ((1/((1+rBK]t,s])) *0.5

* ((1-enQXGM_k_A[x+t,s])+(1-enQxGM_m_A[x+t,s]))))

tempp4=tempp4 *((v *0.5 *((1-enQXGM_K[x+t,s])+(1-enQxGM_m[x+t,s]))))
tempp5=tempp5 *((v *0.5 * ((1-enQXGM_k_A[x+t,s])+(1-enQxGM_m_A[x+t,s]))))

B_tilde_rv[s]=tempp
B_tilde_rv_A[s]=temppl
B_tilde_rBK[s]=tempp2

=)
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B_tilde_rBK_A[s]=tempp3
B_tilde[s]=tempp4
B_tilde_A[s]=tempp5

#Antar en kupong pa 1000
print(c(mean(1000 * B_tilde),mean(
mean(1000 * B_tilde_rv_A),mean(1000
print(c(sd(1000 * B_tilde),sd(1000
sd(1000 =*B_tilde_rv_A),sd(1000

1000 +B_tilde_A),mean(1000 *B_tilde_rv),
* B_tilde_rBK),mean(1000 +B_tilde_rBK_A)))
*B_tilde_A),sd(1000 *B_tilde_rv),
* B_tilde_rBK),sd(1000 *B_tilde_rBK_A)))

print(c(sd(1000 *B_tilde_A)/sd(1000 *B_tilde),

sd(1000 =*B_tilde_rv_A)/sd(1000
sd(1000 *B_tilde_rBK_A)/sd(1000

*B_tilde_rv),
*B_tilde_rBK)))

#HtHH#HA# Nullkupong Longevity Bond #it##HHHHHHHH#HHE

PERKS

setwd("C:\\Users\\Mak\\Skola\\Masteroppgave")

attach('C:\\Users\\Mak\\Skola\\Masteroppgave\\vasic ek-hgyFluk-rente45.txt’)
attach('C:\\Users\\Mak\\Skola\\Masteroppgave\\BK-hg yFluk-rente45.txt")
rv=rv_keep

rBK=rBK_keep
#teknisk rente:
r=0.045
v=1/(1+r)

sim=10"4
T=15#simulerer 15 ar frem i tid

#Leser inn for kvinner

kP = read.table("perksKvinner.txt",header = F)

kP=as.matrix(kP)
theta0_k=-1 *kP[1:57,2]
thetal_k=kP[1:57,3]

#Leser inn for menn

mP = read.table("perksMenn.txt",header = F)

mP=as.matrix(mP)
theta0_m=-1 *mP[1:57,2]
thetal_m=mP[1:57,3]

diffo_kv=diff((theta0_k))
diff1_kv=diff((thetal_k))
mu0_kv=mean(diff0_kv)
mul_kv=mean(diffl_kv)
sigma_kv=cov(cbind(diff0_kv,diff1_kv))

diff0_m=diff((theta0_m))
diffl_m=diff((thetal_m))
mu0_m=mean(diff0_m)
mul_m=mean(diffl_m)

#kovariansen k vinner

sigma_m=cov(cbind(diffo_m,diff1_m)) #kovariansen menn

#felles kovarians-matrise:

S=cov(cbind(diff0_kv,diff1_kv,diff0_m,diff1_m))

#simulerer nye parametere rundt de
par0_kv=0 *(1:T)% =*%(0* (t(1:sim)))

eksisterende-disse er U TEN AVH!

par0_kv[1,]=(thetaO_k[length(thetaO_k)])

parl_kv=0 *(1:T)% *%(0* (t(1:sim)))

parl_kv[1,]=(thetal_k[length(thetaO_k)])

par0_m=0 * (1:T)% * %(0* (t(1:sim)))
par0_m[1,]=(theta0_m(length(thetaO_m
parl_m=0*(1:T)% *%(0* (t(1:sim)))
parl_m[1,]=(thetal_mllength(thetaO_m

#simulerer nye parametere rundt de

)
)

eksisterende-disse er M ED AVH!

par0_kv_A=0 =*(1:T)% *%(0* (t(1:sim)))
par0_kv_A[1,]=(thetaO_k[length(theta0_k)])
parl_kv_A=0 *(1:T)% *%(0* (t(1:sim)))
parl_kv_A[1,]=(thetal_k[length(thetaO_k)])
par0_m_A=0* (1:T)% * %(0* (t(1:sim)))
par0_m_A[1,]=(theta0_m[length(thetaO_m)])
parl_m_A=0=*(1:T)% *%(0* (t(1:sim)))
parl_m_A[1,]=(thetal_m[length(thetaO_m)])

library(mvtnorm)
1=2:120

X=67 #min x-aring

B_tilde=B_tilde_A=B_tilde_rv=B_tilde_rv_A=rep(0,sim )
B_tilde_rBK=B_tilde_rBK_A=rep(0,sim)

rep=rep(0,2)
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rep2=rep(0,4)
for(s in 1:sim) {

tempp=temppl=tempp2=tempp3=tempp4=tempp5=1

enQx_k=array(0,c(120,sim))
enQx_m=array(0,c(120,sim))
enQx_k_A=array(0,c(120,sim))
enQx_m_A=array(0,c(120,sim))

enQx_k[1,]=0
enQx_m[1,]=0
enQx_k_A[1,]=0
enQx_m_A[1,]=0

for(k in 1:(T)) {
matrise_kv=rmvnorm(T,mean=rep,sigma=sigma_kv)
matrise_m=rmvnorm(T,mean=rep,sigma=sigma_m)
matrise=rmvnorm(T,mean=rep2,sigma=S)#for avh. mellom k
t=k

if(t>1) {
par0_kv[t,s]=par0_kv[t-1,s]+mu0_kv+matrise_kv[t-1,1
parl_kv[t,s]=parl_kv[t-1,s]+mul_kv+matrise_kv[t-1,2
par0_mlt,s]=par0_m][t-1,s]+mu0_m-+matrise_m][t-1,1]
parl_mlt,s]=parl_m[t-1,s]+mul_m-+matrise_m[t-1,2]
par0_kv_Alt,s]=par0_kv_A[t-1,s]+mu0_kv+matrise[t-1,
parl_kv_A[t,s]=parl_kv_A[t-1,s]+mul_kv+matrise[t-1,
par0_m_A[t,s]=par0_m_A[t-1,s]+mu0_m+matrise[t-1,3]
parl_m_A[t,s]=parl_m_A[t-1,s]+mul_m+matrise[t-1,4]

Yt slutt

thetaO=(par0_kv[t,s])
thetal=(parl_kv[t,s])
theta0_m=(par0_ml[t,s])
thetal_m=(parl_m[t,s])

thetaO_A=(par0_kv_A[t,s])
thetal_A=(parl_kv_A[t,s])
theta0_m_A=(par0_m_A][t,s])
thetal_m_A=(parl_m_A[t,s])

enQx_k[2:120,s]=1-(1/( 1+exp(thetaO + thetal *(1+1)) ))

*(+1)) )
*(+1)) )

*(+1)) )

67-arigene)

enQx_m([2:120,s]=1-(1/( 1+exp(thetaO_m + thetal_m
enQx_k_A[2:120,s]=1-(1/( 1+exp(thetaO_A + thetal A
enQx_m_A[2:120,s]=1-(1/( 1+exp(thetaO_m_A + thetal m_A

### bruker hele befolkningen som referansepopulasjon(dvs

tempp=tempp * ((1/((1+rv[t,s])) *0.5

* ((1-enQx_Kk[x+t,s])+(1-enQx_m[x+t,s]))))
temppl=temppl * ((1/((1+rv[t,s])) *0.5
* ((1-enQx_k_A[x+t,s])+(1-enQx_m_A[x+t,s]))))
tempp2=tempp2 * ((1/((1+rBK]t,s])) *0.5
* ((1-enQx_k[x+t,s])+(1-enQx_m[x+t,s]))))
tempp3=tempp3 * ((1/((1+rBK]t,s])) *0.5

* ((1-enQx_k_A[x+t,s])+(1-enQx_m_A[x+t,s]))))

1]
2]

tempp4=tempp4 *((v *0.5 * ((1-enQx_Kk[x+t,s])+(1-enQx_m[x+t,s]))))
tempp5=tempp5 *((v *0.5 * ((1-enQx_k_A[x+t,s])+(1-enQx_m_A[x+t,s]))))

}

B_tilde_rv[s]=tempp
B_tilde_rv_A[s]=temppl
B_tilde_rBK[s]=tempp2
B_tilde_rBK_A[s]=tempp3
B_tilde[s]=tempp4
B_tilde_A[s]=tempp5

}

#antar en kupong pa 1000

print(c(mean(1000 + B_tilde),mean(1000 +B_tilde_A),mean(1000

mean(1000 * B_tilde_rv_A),mean(1000 * B_tilde_rBK),mean(1000

print(c(sd(1000 + B_tilde),sd(1000 +B_tilde_A),sd(1000
sd(1000 *B_tilde_rv_A),sd(1000 + B_tilde_rBK),sd(1000
print(c(sd(1000 +B_tilde_A)/sd(1000 +B_tilde),
sd(1000 *B_tilde_rv_A)/sd(1000 *B_tilde_rv),

sd(1000 *B_tilde_rBK_A)/sd(1000 * B_tilde_rBK)))

E.3 Longevity Bond

A Longevity BONd  #H#HHHHHHHH#HHHHHIH
HiHHHH A Gompertz-MaKeham #HHHHHHHHHHHHEHHHH

attach('C:\\Users\\Mak\\Skola\\Masteroppgave\\vasic
attach('C:\\Users\\Mak\\Skola\\Masteroppgave\\BK-la
rv=rv_keep

rBK=rBK_keep

#teknisk rente

ek-lavFluk-rente25.txt’)
VFluk-rente25.txt")

jennene

*B_tilde_rv),
*B_tilde_rBK_A)))

*B_tilde_rv),
*B_tilde_rBK_A)))
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r=0.025
v=1/(1+r)

#Leser inn for kvinner

kGM = read.table("gompKvinner.txt",header = F)
kGM=as.matrix(kGM)

theta0_k=kGM[1:57,2]

thetal_k=kGMJ[1:57,3]

theta2_k=kGM[1:57,4]

#Leser inn for menn
mGM = read.table("gompMenn.txt",header = F)
mGM=as.matrix(mGM)
theta0_m=mGM[1:57,2]
thetal_m=mGM[1:57,3]
theta2_m=mGM[1:57,4]

diff0_kv=diff(log(theta0_k))

diffl_kv=diff(log(thetal_k))

diff2_kv=diff(log(theta2_k))

mu0_kv=mean(diff0_kv)

mul_kv=mean(diff1_kv)

mu2_kv=mean(diff2_kv)

sigma_kv=cov(cbind(diff0_kv,diff1_kv,diff2_kv)) #kov ariansen kvinner

diffo_m=diff(log(theta0_m))

diffl_m=diff(log(thetal_m))

diff2_m=diff(log(theta2_m))

mu0_m=mean(diff0_m)

mul_m=mean(diffl_m)

mu2_m=mean(diff2_m)

sigma_m=cov(cbhind(diff0_m,diff1_m,diff2_m)) #kovaria nsen menn

#felles kovarians-matrise:

S=cov(cbind(diff0_kv,diff1_kv,diff2_kv,diff0_m,diff 1_m,diff2_m))
T=25#simulerer 50 &r frem i tid

sim=10"4

#simulerer nye parametere rundt de eksisterende-disse er U TEN AVH!

par0_kv=0 *(1:T)% =*%(0* (t(1:sim)))
par0_kv[1,]=log(thetaO_k[length(theta0_k)])
parl_kv=0 *(1:T)% *%(0* (t(1:sim)))
parl_kv[1,]=log(thetal_k[length(thetaO_k)])
par2_kv=0 *(1:T)% *%(0* (t(1:sim)))
par2_kv[1,]=log(theta2_k[length(theta0_k)])
par0_m=0 * (1:T)% * %(0* (t(1:sim)))
par0_m([1,]=log(theta0_m[length(thetaO_m)])
parl_m=0*(1:T)% *%(0* (t(1:sim)))
parl_m[1,]=log(thetal_m[length(thetaO_m)])
par2_m=0 * (1:T)% * %(0* (t(1:sim)))
par2_m[1,]=log(theta2_m[length(thetaO_m)])

#simulerer nye parametere rundt de eksisterende-disse er M ED AVH!
par0_kv_A=0 =*(1:T)% *%(0* (t(1:sim)))
par0_kv_A[1,]=log(theta0_k[length(theta0_Kk)])
parl_kv_A=0 *(1:T)% *%(0* (t(1:sim)))
parl_kv_A[1,]=log(thetal_k[length(thetaO_Kk)])
par2_kv_A=0 *(1:T)% *%(0* (t(1:sim)))
par2_kv_A[1,]=log(theta2_k[length(theta0_Kk)])
par0_m_A=0* (1:T)% * %(0* (t(1:sim)))
par0_m_A[1,]=log(theta0_m(length(thetaO_m)])
parl_m_A=0*(1:T)% * %(0* (t(1:sim)))
parl_m_A[1,]=log(thetal_ml[length(thetaO_m)])
par2_m_A=0* (1:T)% * %(0* (t(1:sim)))
par2_m_A[1,]=log(theta2_m[length(thetaO_m)])

library(mvtnorm)
#eps=matrix(rnorm(T *sim,0,1),T,sim)#kol1: &r, kol2: sim #for renter

rep=rep(0,3)

rep2=rep(0,6)

for(s in 1:sim) {
matrise_kv=rmvnorm(T,mean=rep,sigma=sigma_kv)
matrise_m=rmvnorm(T,mean=rep,sigma=sigma_m)
matrise=rmvnorm(T,mean=rep2,sigma=S)#for avh
for(t in 2:(T)) {

par0_kv[t,s]=par0_kv[t-1,s]+mu0_kv+matrise_kv[t-1,1 ]
parl_kv[t,s]=parl_kv[t-1,s]+mul_kv+matrise_kv[t-1,2 ]
par2_kv[t,s]=par2_kv[t-1,s]+mu2_kv+matrise_kv[t-1,3 ]

par0_mlt,s]=par0_m|[t-1,s]+mu0_m-+matrise_mlt-1,1]
parl_mlt,s]=parl_m[t-1,s]+mul_m+matrise_mlt-1,2]
par2_mlt,s]=par2_mit-1,s]+mu2_m-+matrise_mlt-1,3]

par0_kv_Alt,s]=par0_kv_A[t-1,s]+mu0_kv+matrise[t-1, 1]
parl_kv_A[t,s]=parl_kv_A[t-1,s]+mul_kv+matrise[t-1, 2]
par2_kv_Al[t,s]=par2_kv_A[t-1,s]+mu2_kv+matrise[t-1, 3]

par0_m_Al[t,s]=par0_m_A[t-1,s]+mu0_m+matrise[t-1,4]
parl_m_Alt,s]=parl_m_A[t-1,s]+mul_m+matrise[t-1,5]
par2_m_A[t,s]=par2_m_A[t-1,s]+mu2_m+matrise[t-1,6]
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}

}

par0_kv=exp(par0_kv)
parl_kv=exp(parl_kv)
par2_kv=exp(par2_kv)
par0_m=exp(par0_m)
parl_m=exp(parl_m)
par2_m=exp(par2_m)
par0_kv_A=exp(par0_kv_A)
parl_kv_A=exp(parl_kv_A)
par2_kv_A=exp(par2_kv_A)
par0_m_A=exp(par0_m_A)
parl_m_A=exp(parl_m_A)
par2_m_A=exp(par2_m_A)

thetaO=(par0_kv)
thetal=(parl_kv)
theta2=(par2_kv)
thetal=thetal/theta2
theta0_m=(par0_m)
thetal_m=(parl_m)
theta2_m=(par2_m)
thetal_m=thetal_m/theta2_m

thetaO_A=(par0_kv_A)
thetal_A=(parl_kv_A)
theta2_A=(par2_kv_A)
thetal_A=thetal_A/theta2_A
thetaO_m_A=(par0_m_A)
thetal_m_A=(parl_m_A)
theta2_m_A=(par2_m_A)
thetal_m_A=thetal_m_A/theta2_m_A

1=2:120

enPxGM_k=array(0,120)
enPxGM_m=array(0,120)
enPxGM_k_A=array(0,120)
enPxGM_m_A=array(0,120)

enPxGM_k[1]=1
enPxGM_m[1]=1
enPxGM_k_A[1]=1
enPxGM_m_A[1]=1

#Her kommer prisen til & veere for teknisk rente
ksi=rep(0,sim)
ksi_A=rep(0,sim) #m/avh

#Her kommer prisen til & veere for stokastisk rente
ksi_V=rep(0,sim) #Vasicek

ksi_A_V=rep(0,sim) #Vasicek m/avh
ksi_BK=rep(0,sim) #Black-Karisinky
ksi_A_BK=rep(0,sim) #Black-Karisinky m/avh

M=T #maturity of the bond

#Her kommer naverdien utbetalingene til & veere for teknisk r
LB=array(0,c(M,sim))

LB_A=array(0,c(M,sim)) #m/avh

#Her kommer ndverdien utbetalingene til & veere for stokasti
LB_V=array(0,c(M,sim)) #Vasicek

LB_A_V=array(0,c(M,sim)) #Vasicek m/avh
LB_BK=array(0,c(M,sim)) #Black-Karisinky
LB_A_BK=array(0,c(M,sim)) #Black-Karisinky m/avh

Ir=67#pensjonsalder-ser p& kullet som er 67 i 2006

for(s in 1:sim) {

temp=templ=temp2=temp3=temp4=temp5=1

for(t in 1:M) {

#antar for enkelthetens skyld at befolkning er 50% kvinner o

enPxGM_k[2:120]=exp(-thetaO[t,s]

-thetal[t,s] * (exp(theta2]t,s] * (1+))-exp(theta2]t,s]
enPxGM_m[2:120]=exp(-theta0_ml[t,s]

-thetal_ml[t,s] * (exp(theta2_ml[t,s] * (1+))-exp(theta2_ml[t,s]
enPxGM_k_A[2:120]=exp(-thetaO_A[t,s]

-thetal_A[t,s] * (exp(theta2_Al[t,s] * (1+l))-exp(theta2_Al[t,s]

enPxGM_m_A[2:120]=exp(-thetaO_m_A[t,s]

-thetal_m_Al[t,s] * (exp(theta2_m_A[t,s] * (1+))-exp(theta2_m_A[t,s]

if(t==1) {
#teknisk rente

=)

temp=0.5 * (enPxGM_K[(Ir+t-1)]+enPxGM_m][(Ir+t-1)]) *temp

temp1=0.5 *(enPXGM_k_A[(Ir+t-1)]+enPxGM_m_A[(Ir+t-1)])
LB[t,s]=50 *temp* v/t
LB_A[t,s]=50 *templ* v t

#Vasicek rente

*templ

ente

sk rente

g 50% menn

)
*1)

1)
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temp2=0.5 *(enPxGM_K[(Ir+t-1)]+enPxGM_m[(Ir+t-1)]) *temp2
temp3=0.5 *(enPxGM_k_A[(Ir+t-1)]+enPXxGM_m_A[(Ir+t-1)]) *temp3
LB_VIt,s]=50 *temp2 * (1/(1+rv[t,S]) )

LB_A V[t,s]=50 *temp3 * (1/(1+rv[t,s])"t)

#Black-Karisinsky rente

temp4=0.5 *(enPxGM_K[(Ir+t-1)]+enPxGM_m[(Ir+t-1)]) *temp4
temp5=0.5 *(enPxGM_k_A[(Ir+t-1)]+enPXxGM_m_A[(Ir+t-1)]) *temp5
LB_BK][t,s]=50 *temp4 * (1/(1+rBK]t,s])"t)

LB_A_BK]t,s]=50 *temp5 * (1/(1+rBK][t,s])"t)

Yslutt if

if(t>1) {

#teknisk rente

temp=0.5 * (enPxGM_K[(Ir+t-1)]+enPxGM_m][(Ir+t-1)]) *temp
temp1=0.5 *(enPXxGM_k_A[(Ir+t-1)]+enPxGM_m_A[(Ir+t-1)]) *templ
LB[t,s]=50 *temp* v/t

LB_A[t,s]=50 *templ* v t

#Vasicek rente

temp2=(0.5 *(enPxGM_K[(Ir+t-1)]+enPxGM_m[(Ir+t-1)]) *temp2)
temp3=(0.5 *(enPxGM_k_A[(Ir+t-1)]+enPxGM_m_A[(Ir+t-1)]) *temp3)
LB_VIt,s]=50  *temp2 * (1/(1+rv[t,S]) )

LB_A V[t,s]=50 *temp3 * (1/(1+rv[t,s])"t)

#Black-Karisinsky rente

temp4=0.5 *(enPXxGM_K[(Ir+t-1)]+enPXGM_m[(Ir+t-1)]) * temp4# * (1/(1+rBK[t,s)™M))
temp5=0.5 *(enPXGM_k_A[(Ir+t-1)]+enPxGM_m_A[(Ir+t-1)]) * temp5# * (1/(1+rBK[t,s])"t))
LB_BK][t,s]=50 *temp4 * (1/(1+rBK]t,s])"t)

LB_A_BK]t,s]=50 *temp5 * (1/(1+rBK][t,s])"t)

Yslutt if

Yfor t slutt

#NB! Antar en utbetaling p& 50mill
ksi[s]=sum(LB[1:T,s])#temp
ksi_A[s]=sum(LB_A[1:T,s])#templ
ksi_V[s]=sum(LB_V[1:T,s])#temp2
ksi_A_V[s]=sum(LB_A_V[1:T,s])#temp3
ksi_BK[s]=sum(LB_BKI1:T,s])#temp4
ksi_A_BK[s]=sum(LB_A_BK[1:T,s])#temp5
}

m=mean(ksi)

ml=mean(ksi_A)

m2=mean(ksi_V)

m3=mean(ksi_A_V)

m4=mean(ksi_BK)
m5=mean(ksi_A_BK)

s=sd(ksi)
s1=sd(ksi_A)
s2=sd(ksi_V)
s3=sd(ksi_A_V)
s4=sd(ksi_BK)
s5=sd(ksi_A_BK)

print(c(m,m1,m2,m3,m4,m5))
print(c(s,s1,s2,s3,54,s5))
print(c(sl/s, s3/s2, s5/s4))

HiHHH R Longevity BON #HHHHHHHHHHIHH I
Perks

attach('C:\\Users\\Mak\\Skola\\Masteroppgave\\vasic ek-lavFluk-rente25.txt’)
attach('C:\\Users\\Mak\\Skola\\Masteroppgave\\BK-la VFluk-rente25.txt")
rv=rv_keep

rBK=rBK_keep

#teknisk rente

r=0.025

v=1/(1+r)

#Leser inn for kvinner

kP = read.table("perksKvinner.txt",header = F)
kP=as.matrix(kP)

thetaO_k=kP[1:57,2]

thetal_k=kP[1:57,3]

#Leser inn for menn

mP = read.table("perksMenn.txt",header = F)
mP=as.matrix(mP)

theta0_m=mP[1:57,2]

thetal_m=mP[1:57,3]

diff0_kv=diff((theta0_k))
diffl_kv=diff((thetal_k))
mu0_kv=mean(diff0_kv)
mul_kv=mean(diff1_kv)
sigma_kv=cov(cbind(diff0_kv,diff1_kv)) #kovariansen k vinner

diffo_m=diff((theta0_m))
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diffl_m=diff((thetal_m))
mu0_m=mean(diff0_m)
mul_m=mean(diffl_m)
sigma_m=cov(cbind(diffo_m,diff1_m)) #kovariansen menn

#felles kovarians-matrise:
S=cov(cbind(diff0_kv,diff1_kv,diff0_m,diff1_m))

T=25#simulerer 25 ar frem i tid
sim=0.5 *10"3

#simulerer nye parametere rundt de eksisterende-disse er U
par0_kv=0 *(1:T)% *%(0* (t(1:sim)))
par0_kv[1,]=(thetaO_k[length(thetaO_k)])

parl_kv=0 *(1:T)% *%(0* (t(1:sim)))
parl_kv[1,]=(thetal_k[length(thetaO_k)])

par0_m=0 * (1:T)% * %(0* (t(1:sim)))
par0_m[1,]=(theta0_m[length(thetaO_m)])
parl_m=0 * (1:T)% *%(0* (t(1:sim)))
parl_m[1,]=(thetal_ml[length(thetaO_m)])

#simulerer nye parametere rundt de eksisterende-disse er M
par0_kv_A=0 =*(1:T)% *%(0* (t(1:sim)))
par0_kv_A[1,]=(thetaO_k[length(theta0_k)])

parl_kv_A=0 *(1:T)% *%(0x (t(1:sim)))
parl_kv_A[1,]=(thetal_k[length(theta0_k)])

par0_m_A=0 * (1:T)% * %(0* (t(1:sim)))
par0_m_A[1,]=(theta0_m[length(thetaO_m)])
parl_m_A=0*(1:T)% * %(0* (t(1:sim)))
parl_m_A[1,]=(thetal_m[length(thetaO_m)])

library(mvtnorm)

rep=rep(0,2)

rep2=rep(0,4)

for(s in 1:sim) {

matrise_kv=rmvnorm(T,mean=rep,sigma=sigma_kv)
matrise_m=rmvnorm(T,mean=rep,sigma=sigma_m)
matrise=rmvnorm(T,mean=rep2,sigma=S)#for avh

for(t in 2:(T)) {

par0_kv[t,s]=par0_kv[t-1,s]+mu0_kv+matrise_kv[t-1,1 ]
parl_kv[t,s]=parl_kv[t-1,s]+mul_kv+matrise_kv[t-1,2 ]
par0_mlt,s]=par0_m|[t-1,s]+mu0_m-+matrise_mlt-1,1]
parl_mlt,s]=parl_mi[t-1,s]+mul_m+matrise_mlt-1,2]
par0_kv_Alt,s]=par0_kv_A[t-1,s]+mu0_kv+matrise[t-1, 1]
parl_kv_A[t,s]=parl_kv_A[t-1,s]+mul_kv+matrise[t-1, 2]
par0_m_A[t,s]=par0_m_A[t-1,s]+mu0_m+matrise[t-1,3]
parl_m_A[t,s]=parl_m_A[t-1,s]+mul_m+matrise[t-1,4]

}

}

#par0_kv=exp(par0_kv)
#parl_kv=exp(parl_kv)
#par0_m=exp(par0_m)
#parl_m=exp(parl_m)
#par0_kv_A=exp(par0_kv_A)
#parl_kv_A=exp(parl_kv_A)
#par0_m_A=exp(par0_m_A)
#parl_m_A=exp(parl_m_A)

thetaO=-1 *(par0_kv)
thetal=(parl_kv)
thetaO_m=-1 *(par0_m)
thetal_m=(parl_m)

thetaO_A=-1 *(par0_kv_A)
thetal_A=(parl_kv_A)
theta0_m_A=-1 =*(par0_m_A)
thetal_m_A=(parl_m_A)

1=2:120

enPx_k=enPx_m=enPx_k_A=enPx_m_A=rep(0,120)
enPx_k[1]=enPx_m[1]=enPx_k_A[1]=enPx_m_A[1]=1

#Her kommer prisen til & veere for teknisk rente
ksi=rep(0,sim)
ksi_A=rep(0,sim) #m/avh

#Her kommer prisen til & veere for stokastisk rente
ksi_V=rep(0,sim) #Vasicek

ksi_A_V=rep(0,sim) #Vasicek m/avh
ksi_BK=rep(0,sim) #Black-Karisinky
ksi_A_BK=rep(0,sim) #Black-Karisinky m/avh

M=T #maturity of the bond

#Her kommer naverdien utbetalingene til & veere for teknisk r
LB=array(0,c(M,sim))

LB_A=array(0,c(M,sim)) #m/avh

TEN AVH!

ED AVH!

ente
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#Her kommer naverdien utbetalingene til & veere for stokasti sk rente
LB_V=array(0,c(M,sim)) #Vasicek

LB_A_V=array(0,c(M,sim)) #Vasicek m/avh

LB_BK=array(0,c(M,sim)) #Black-Karisinky

LB_A_BK=array(0,c(M,sim)) #Black-Karisinky m/avh

Ir=67#pensjonsalder-ser p& kullet som er 67 i 2006

for(s in 1:sim) {

temp=templ=temp2=temp3=temp4=temp5=1

for(t in 1:M) {

#antar for enkelthetens skyld at befolkning er 50% kvinner o g 50% menn

enPx_k[2:120]=1/( 1+exp(thetaO[t,s] + thetal[t,s] *(1+1)) )
enPx_m([2:120]=1/( 1+exp(thetaO_mlt,s] + thetal_mi[t,s] *(1+1)) )
enPx_k_A[2:120]=1/( 1+exp(thetaO_A[t,s] + thetal_ A[t,s 1+(+1)) )
enPx_m_A[2:120]=1/( 1l+exp(thetaO_m_A[t,s] + thetal_m_A [t,s] *(+1)) )

if(t==1) {

#teknisk rente

temp=0.5 *(enPx_Kk[(Ir+t-1)]+enPx_m][(Ir+t-1)]) *temp
temp1=0.5 *(enPx_k_A[(Ir+t-1)]+enPx_m_A[(Ir+t-1)]) *templ
LB[t,s]=50 *temp* v/t

LB_A[t,s]=50 *templ* v t

#Vasicek rente

temp2=0.5 * (enPx_K[(Ir+t-1)]+enPx_m[(Ir+t-1)]) *temp2
temp3=0.5 *(enPx_k_A[(Ir+t-1)]+enPx_m_A[(Ir+t-1)]) *temp3
LB_VI[t,s]=50 *temp2 * (1/(1+rv[t,s])"t)

LB_A_V[t,s]=50  *temp3 * (1/(1+rv[t,s]) )

#Black-Karisinsky rente

temp4=0.5 * (enPx_K[(Ir+t-1)]+enPx_m[(Ir+t-1)]) *temp4
temp5=0.5 *(enPx_k_A[(Ir+t-1)]+enPx_m_A[(Ir+t-1)]) *temp5
LB_BK]t,s]=50 *temp4 * (1/(1+rBK]t,s])"t)

LB_A BK]t,s]=50 *temp5 * (1/(1+rBK]|t,s])"t)

Jslutt if

if(t>1) {

#teknisk rente

temp=0.5 *(enPx_Kk[(Ir+t-1)]+enPx_m][(Ir+t-1)]) *temp
temp1=0.5 *(enPx_k_A[(Ir+t-1)]+enPx_m_A[(Ir+t-1)]) *templ
LB[t,s]=50  *temp* v/t

LB_A[t,s]=50 *templ*vAt

#Vasicek rente

temp2=(0.5 * (enPx_Kk[(Ir+t-1)]+enPx_m[(Ir+t-1)]) *temp2)
temp3=(0.5 *(enPx_k_A[(Ir+t-1)]+enPx_m_A[(Ir+t-1)]) *temp3)
LB_VI[t,s]=50 *temp2 * (1/(1+rv[t,s])"t)

LB_A_V[t,s]=50  *temp3 * (1/(1+rv[t,s]) )

#Black-Karisinsky rente

temp4=0.5 * (enPx_Kk[(Ir+t-1)]+enPx_m[(Ir+t-1)]) * tempd4# * (1/(1+rBK[t,s])™))
temp5=0.5 *(enPx_k_A[(Ir+t-1)]+enPx_m_A[(Ir+t-1)]) *temp5# * (1/(1+rBK[t,s])™))
LB_BK]t,s]=50 *temp4 * (1/(1+rBK]t,s])"t)

LB_A BK]t,s]=50 *temp5 * (1/(1+rBK]|t,s])"t)

Jslutt if

J#for t slutt

#NB! Antar en utbetaling p& 50mill
ksi[s]=sum(LB[1:T,s])#temp
ksi_A[s]=sum(LB_A[1:T,s])#temp1l
ksi_V[s]=sum(LB_V[1:T,s])#temp2
ksi_A_V[s]=sum(LB_A_V[1:T,s])#temp3
ksi_BK[s]=sum(LB_BK[1:T,s])#temp4
ksi_A_BK[s]=sum(LB_A_BK[1:T,s])#temp5}

}

m=mean(ksi)
ml=mean(ksi_A)
m2=mean(ksi_V)
m3=mean(ksi_A_V)
m4=mean(ksi_BK)
m5=mean(ksi_A_BK)
s=sd(ksi)
s1=sd(ksi_A)
s2=sd(ksi_V)
s3=sd(ksi_A_V)
s4=sd(ksi_BK)
s5=sd(ksi_A_BK)

print(c(m,m1,m2,m3,m4,m5))
print(c(s,s1,s2,53,54,s5))
print(c(sl/s, s3/s2, s5/s4))
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E.4 Rente

#iHH#### RENTE: BEGGE MODELLER #######H#

T=51#

sim=2 * 10"4

X=array(0,c(T,sim))

XV=array(0,c(T,sim)) #Vasicek-se s.9 i kap.15 Bglviken
r=array(0,c(T,sim))

rv=array(0,c(T,sim)) #Vasicek

ksi=0.045 #den langsiktige forventningen
r0=0.04 #startrenten

a=0.7
sigma=0.25#0.30#
sigma_x=sigma/sqrt(1-a*2)

#for Vasicek
a_v=0.357
sigma_v=0.0137#0.0045

x0=log(r0/ksi)+0.5 *sigma_x"2 #Black-Karisinky-AR(1)
X0_v=r0-ksi

r[1,]=rv[1,]=rCIR[1,]=r0

X[1,]=x0

XV[1,]=x0_v

eps=matrix(rnorm(T *sim,0,1),T,sim)#kol1: &r, kol2: sim

teller=0

index=rep(0,sim)

for(s in 1:sim) {

hihi=0

for(t in 2:T) {

X[ts]=a  *X[t-1,s]+sigma *epst,s]
XV[t,s]J=a_v  *XV[t-1,s]+sigma_v *epsit,s]
r[t,s]=ksi +exp(-0.5 *sigma_x"2+X[t,s])
rv[t,s]=ksi+XV[t,s]

if(rv[t,s]<0 && hihi==0){
#rv[t,s]=0

hihi=1

teller=teller+1
index[teller]=s

JH#if slutt

}

}

tekst="Black-Karasinski"

vek=c(0,0.06)

par(mfcol=c(2,1))

matplot(r[,1:25], type="I"xlab="&r"ylab="rente",ma in=tekst,ylim=vek)
matplot(rv[,1:25], type="I",xlab="ar",ylab="rente",m ain="Vasicek",ylim=vek)

teller/(sim *T)

rv_keep=array(0,c(T,sim/2))
rBK_keep=array(0,c(T,sim/2))

ii=1

sss=1

for(s in 1:sim) {

#while(s<sim && sss<(sim/2)) {
if(sss<=sim/2) {
if(length(index[index!=s])==sim) {
rv_keep[1:T,sss]=rv[1:T,s]
rBK_keep[1:T,sss]=r[1:T,s]
sss=sss+1

Yt slutt

}
Yfor

save(rv_keep,file="C:\\Users\\Mak\\Skola\\Masteropp gave\lvasicek-rente25.txt")
save(rBK_keep,file="C:\\Users\\Mak\\Skola\\Masterop pgave\\BK-rente25.txt")
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