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Innledning

Et fikspunkt for en selvavbildning f : X — X er et punkt z € X som opp-
fyller likningen f(z) = z. Mengden av alle fikspunkter for f kalles Fiz(f). I
fikspunktteori studeres egenskapene til Fiz(f) for forskjellige X og f. Fiks-
punktene til f kan deles inn i klasser ved a se pa lgftningene til f o p, dvs
avbildninger f : X — X slik at diagrammet

x-1.x

b

X—X

kommuterer, der X er universaloverdekningsrommet til X. Loftningsklassene
[f] til f defineres som konjugasjonsklassene til f med hensyn pa fundamental-
gruppen m(X) til X, eller med andre ord [f] = {afa™" | a € m(X)}.
Undermengden p(sz(f)) C Fiz(f) kalles fikspunktklassen til f bestemt av
lgftningsklassen [f] Denne er uavhengig av valg av representant f for [f],
se Teorem 1.8. Fikspunktklassene er disjunkte undermengder av Fiz(f), og
deres union er Fiz(f). For visse [f] kan fikspunktklassen p(Fix (f)) veere tom.

I Nielsen-teori studeres tallene Reidemeister-tallet R(f), Nielsen-tallet
N(f) og Lefschetz-tallet L(f). R(f) er det totale antallet fikspunktklasser,
mens N (f) er antallet essensielle fikspunktklasser, de som ikke forsvinner un-
der homotopi. For en selvavbildning f : X — X pa et endelig CW-kompleks
eller mer generelt et rom hvis homologigrupper er endelig genererte og for-
svinner i hgye dimensjoner, er Lefschetz-tallet

L) = Sa(=1)"tr(f. : Ha(X) = Ho(X)

definert. Et velkjent teorem i fikspunktteori er Lefschetz’ fikspunktteorem,
som brukes til a vise eksistens av fikspunkter.

Lefschetz’ fikspunktteorem. La f : X — X wvere en avbildning som
ovenfor. Enhver avbildning homotop med f har et fikspunkt dersom L(f) # 0.
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8 INNHOLD

Nielsen-teori baserer seg pa teorien for overdekningsrom. En alternativ
mate er a bruke veier isteden for overdekningsrom til & definere fikspunkt-
klassene. Det fins en inklusjon Fiz(f) — Ay X, hvor Af X er rommet av veier
i X fra x til f(z). Det viser seg at R(f) er gitt ved antallet veikomponenter
i AsX. Vi tar for oss denne tolkningen av R(f) i kapittel 1.

En videre generalisering av R(f) kan gjgres. Reidemeister-trasen R(f)
er et element i Hy(A;X). For & definere denne innfgres begrepet fikspunkt-
indeks, som vi vil gi en presis definisjon av i kapittel 2. Reidemeister-trasen
R(f) avbildes pa Lefschetz-tallet L(f) ved avhildningen Ho(A;X) — Ho(X)
indusert ved avbildningen A; X — X gitt ved ¢ — ¢(0). I kapittel 2 bevises
egenskapene homotopiinvarians og kommutativitet av Reidemeister-trasen.

I kapittel 3 viser vi en formel for R(f) nar f : X — X er en selvavbildning
pa en kompakt mangfoldighet X. Denne formelen gjor det enklere a bevise
homotopiinvarians av R(f) uten bruk av fikspunktindeks. I kapittel 4 utvides
formelen til & gjelde ogsa for visse endelige CW-komplekser.



Kapittel 1

En tolkning av Reidemeister-tallet

En fibrasjon er definert som en avbildning p : £ — B som har homotopi-
lgftningsegenskapen med hensyn pa alle rom. Avbildningen p : £ — B har
homotopilgftningsegenskapen med hensyn pa et rom A dersom gitt en ho-
motopi h; : A = B og lgftning fNLO : A — FE av hg, dvs po iNLO = hg, sa fins
homotopi hi : A — E som lgfter h,.

Med avbildning menes heretter en kontinuerlig avbildning. Funksjons-
rommet XY er definert som rommet av avbildninger ¥ — X, hvor XV
er utstyrt med den kompakt-apne topologien, det vil si at en sub-basis for
topologien bestar av mengder M (K, U) av avbildninger som tar en kompakt
mengde K C Y inn i en apen mengde U C X. La I veere intervallet [0,1]. 1

tilfellet Y = I far vi at X! er rommet av veier i X.

Lemma 1.1. Avbildningen
X' =X
v (1)

er en fibrasjon.

Beuvis. Gitt et topologisk rom Y med en homotopi ¢; : ¥ — X og en lgftning
Jo av go. Dette betyr at go(y) er en veii X som slutter i go(y).

XI

A

For & bevise at X — X har homotopilgftningsegenskapen, ma vi finne en
utvidelse av g som lgfter g;. En mulig utvidelse er avbildningen g:(y) = do(y)-
d1(y), der ¢u(y) = (s = gst(y), s € [0,1]). Med f - g menes sammensetningen
av veier:
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f(2s 0<s<1/2
f'g(S):{g((gs)_l) 1/2<s<1

Lemma 1.2. Avbildningen

X—— X x X

y——(7(0),~(1))

er en fibrasjon med fiber homotopickvivalent med lokkerommet QX , rommet
av veier i X som starter og slutter i et valgt basispunkt.

Bevis. Gitt et topologisk rom Y med en homotopi f; = (gs, hs) 1 ¥V — X x X
og en lgftning fo av fo

XI

]

YEoX XX (3(0).4(1))

En mulig utvidelse er na ft(y) = P(y) - f( ) du(y), der u(y) = (s —
J.(y),s € [0,1]), ¢e(y) = (s = hs(y),s € [0,1]). Dette er en vei i X fra
g:(y) til hi(y). Med G,(y) menes veien gs(y) traversert baklengs. Fiberen er
homotopiekvivalent med QX siden

10) 7Nz, 2) = {veier i X fra xq il x4}
o-T Qx

er en homotopiekvivalens, der 7 er en valgt vei fra =, til ;.

0
Definisjon 1.3. Gitt en fibrasjon p: E — B og en avbildning f : A = B, la

J"(E) = {(a,e) € AX E| [(a) = p(e)}

og la m: f*(F) — A vere gitt ved projeksjon pa forste faktor. Avbildningen
m: f*(F) — A er da en fibrasjon. Denne kalles den induserte fibrasjonen til
E — B ved f.
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Definisjon 1.4. La f : X — X vere en avbildning. La Ay X vere definert
som

A X ={y:1— X [7(1) = f(~(0))}

med andre ord rommet av veier fra x til f(z) for alle x € X.
Lemma 1.5. Avbildningen

AfX—>X

y——7(0)
er en fibrasjon.

Bevis. Ay X — X er indusert av fibrasjonen 1 Lemma 1.2 ved avbildningen
Fe: X = X x X gitt ved 2 — (2, f(2)).

ApX s xT

gl ol
Lol |
~(0) X—F—XxX  (7(0),7(1))

]

La Fiz(f) veere mengden av fikspunkter for avbildningen f: X — X dvs
Fiz(f) ={x € X | f(x) = z}. Da finnes en inklusjon Fiz(f) — A X, der vi
ser pa elementene i Fiz(f) som konstante veier i X. La heretter X veere et
veisammenhengende rom.

Definisjon 1.6. To fikspunkter x,y € X er i samme fikspunktklasse dersom
det eksisterer en vei v 1 X fra x tily s.a f o~ ~~ relativt til endepunktene.

Proposisjon 1.7. Fikspunktene x,y € Fiz(f) er i samme fikspunktklasse
hvis og bare hvis den konstante veien i x og den konstante veien iy ligger i
samme vetkomponent av Ay X.

O

Et rom er lokalt veisammenhengende dersom ethvert punkt har en vil-
karlig liten veisammenhengende omegn. Man sier dessuten at et rom X er
semilokalt 1-sammenhengende dersom hvert punkt # € X har en omegn U
slik at avbildningen 71 (U, z) — m1(X, 2) indusert ved inklusjonen er triviell.
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La X vere lokalt veisammenhengende og semilokalt 1-sammenhengende
i tillegg til veisammenhengende, slik at universaloverdekningsrommet X kan
konstrueres. For f: X — X, la f: X — X veere en lgftning av f o p, dvs at

pof=fop

i
—

1)

Loftningsklassen [f] for f defineres som konjugasjonsklassen til f med hensyn
pa m(X), eller med andre ord [f] = {afa™' | a € m(X)}, hvor m(X)

identifiseres med gruppen av dekktranslasjoner, altsa lgftninger av id o p.
Teorem 1.8. 1. Fiz(f) = Upri,Z‘(f)

2. szx(f) :pFix(f') hvis [f] = [f]

3. pFiz(f) N pFiz(f') = 0 hvis []] # [[']
Bevis. Se Jiang [5], kapittel 1. O

Definisjon 1.6 gir en definisjon av ikke-tomme fikspunktklasser. Fglgende
definisjon er en utvidelse av dette begrepet:

Definisjon 1.9. Delmengden ngzx(f)) av Fiz(f) kalles fikspunktklassen til
f bestemt av loftningsklassen [f]. La Reidemeister-tallet R(f) veere antallet
slike fikspunktklasser. En fikspunktklasse kan godt veere tom. Reidemeister-
tallet teller bade tomme og tkke-tomme fikspunktklasser.

Proposisjon 1.10. Huvis f ~ g, sa er Ay X homotopiekvivalent med A, X.
Bevis. La {hs}: f ~¢g: X — X veere en homotopi fra f til g. Avbildningen

F: A/ X — AX
¢ = ¢ {t = hi(6(0))}
og avbildningen
G: AX — AfX
o= e {E e he(6(0))}
er homotopiinverser; G o F' ~ z'd(AfX) og I'o G ~idy,x). ]

Lemma 1.11. Huvis m1(X) =0, sd er Af X veisammenhengende.
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Bevis. Fiberen til Ay X — X er homotopiekvivalent med Q.X. Denne er vei-
sammenhengende nar mo(X) = 0. Basisrommet X er veisammenhengende,
dermed er totalrommet A ;X ogsa veisammenhengende. O

Teorem 1.12. La X veere el veisammenhengende og lokalt veisammenhengende
rom. Da fins en 1-1-korrespondanse mellom loftningsklasser for f og vei-

komponenter i Ay X, dermed er R(f) = #mo(A;X)

Bevis: Det skal vises at det til hver veikomponent av Ay X svarer en A[J;])N(,
hvor A[J;]X er isomorfiklassen som inneholder rommet A;X, der Ay X er
isomorf med Az X dersom fi; = vo f, ov~! for en dekktranslasjon vy € m(X),
der fi og f er loftninger av f. En indusert avbildning p. : Az X — AgX

er gitt ved at veiene 1 A J;)N( komponeres med p, og vi har et kommutativt

diagram:
5 A XA X ~
~(0) X——X ~(0)

De fglgende tre punkter skal vises:

1. Det finnes en 1-1-korrespondanse F' : AJ;I)N( — Afz)N( dersom f; =
vo fy 097! for en dekktranslasjon v € m(X), der leog fyer lgftninger
av f. Dette gir oss veldefinerte isomorfiklasser Aj5.X av rom Az X.

2. Afl)N( og AJ;2)N( avbildes pa samme veikomponent i Ay X hvis og bare
hvis fi =vo0 f0y7 "

3. Alle veikomponenter i Ay X trefles av en p, : AJ;)N( — AsX for en
passende lgftning f:X = X.

Beuvis for 1: Avbildningen F': A}z)N( — A,”;,Y_I)N( gitt ved F(¢) = yo¢, der
o€ Af)N( er en vei fra & til f(:?;), er veldefinert siden F(¢)(1) = v(¢(1)) =

Y([(2)). Setter y = 7(#). Da er F(¢)(0) = y, F(¢)(1) = v/ (y). F har
dessuten en invers G gitt ved G(¢) =~v7! o ¢.

Bevis for 2: Anta flfy = ")/fNQ. La ¢ € Afl)N( veere en vei i X fra 77 til
J1(Z1). p(F(¢)) = po F(¢p) =poyo¢d=pod=p.o), dermed kommuterer
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diagrammet )
Ap X
Px
F
A X—oApX

og siden F er 1-1 (ved punkt 1), vil p*(Afl)N() = p*(AJ;Z))N(), og Afl)N( og AJ;2)~(
avbildes pa samme veikomponenti A; X siden A f)N( er et veisammenhengende
rom for alle lgftninger f ved Lemma 1.11.

Anta motsatt at A; X og Az X avbildes pa samme veikomponent i A X.
La ¢ € Ale veere en vei i X fra 7 til fl(fl) ogla i € AfQ)E' veere en vei i
X fra 7 til fg(fg). Da er po ¢ en vei fra z; til f(z1) og po en vei fra z, til
f(x2). Ved antagelsen vet vi at det fins en homotopi {h;} : po¢ ~ pop med
f(h(0)) = hy(1). La w = {t = hy(0)}. Daer fow = {t — hi(1)}. Nar {h;}
lpftes til en homotopi {h;} som starter i ¢ vil den andre enden bli en eller
annen lgftning av pot. Denne kan skrives a0t for en eller annen o € m(X).

f.(x1)

(Fow)1)

f(x2)
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Av figuren ser vi at a 0 ¥(0) = &(1) og a0 (1) = fio o(l) = f}(dj(l))
Siden ¥ (0) = T3 og P(1) = f(Z2) er dewrmedwoz(:z?g) = o(1) og ao fy(iy) =

fil@(1)) = fi o a(dy). Dermed er ao f; = fi o a ved entydig veilgftnings-
egenskap for overdekningsrommet X — X-

Bevis for 3: La ¢ € AfX veere en vei i X fra z til f(z). Anta at et
basispunkt # i fiberen p~'(z) er valgt. Da fins en entydig vei i X med
qND(O) — . Siden ¢ lgfter ¢ er é(l) ep'(f(z)). La f:X — X vaere en valgt
lgftning av f o p. La a veere dekktranslasjonen som avbilder f(:?:) pa qg(l)
Daer ¢ € Aaofj(-

O

Lemma 1.13. WO(AfX) 7 7T0(Af|f(X)f(X))

Bevis. Det fins en inklusjonsavbildning 7 : Ag¢x)f(X) = AsX. Denne in-
duserer en avbildning i, : mo(Afs(x)f(X)) = mo(AfX). For a vise at denne
er surjektiv, la [¢)] € mo(A;X) veere representert ved en vei ¢ i X fra z til

[(z).

[¢] = [f o ¢] som elementer i mo(AfX) dersom det fins en vei v fra ¢(0) til

fou(0)slikat y >~ - (foy) - (foe)i X relativt til endepunktene.
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<

fo

Dette oppnas ved & velge v = t, dermed kan ethvert element i mo(AX)
representeres ved en vei i f(X) fra z til f(z). For injektivitet, anta at 1.[¢] =
ix[¢'], for [¢], [¢'] € mo(Afp(x)f(X)). Dette betyr at det fins en vei v i X slik
at Yy~ ¢-(fox)-¢ i X relativt til endepunktene.

¢

~<

I0) |

Men da er ogsa foy~ (fod)-(fofoy) - (fod). Dermeder [fo¢] = [fod']
som elementer i mo(Agp(x)f(X)). Men [f o ¢] = [¢] og [f o @] = [¢], dermed
er [¢] = [¢'], og i, er injektiv.

U

Eksempel 1.14. Ta f : X — X vere den konstante avbildningen, dvs
f(z) =a¢ foralle x € X. Daer R(f) = #mo(A; X) = #mo(Az,) = 1.

Definisjon 1.15. La f : X — X wvere en avbildning og la ® : (X, z9) —
T (X, z0) veere gitlt ved ®([v]) = [0 - (f o 7) - o] der vo er en valglt vei
i X fra xo il f(xo). La [g1] ~ [g2] dersom det fins [y] € mi(X,xo) slik
at [g1] = [V][g2)®([7]). Klassene under denne ekvivalensrelasjonen kalles ®-
konjugasjonsklasser.

Teorem 1.16. R(f) = #m(X,x0)/ ~, der ~ er ekvivalensrelasjonen som
identifiserer elementer i samme ®-konjugasjonsklasse.

Beuvis. Det fins en 1-1-korrespondanse
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(X, o) ——mo(F)

[Gl———[¢ " 0]

der 7o er en valgt vei fra zo til f(z¢) og der F' = p~!(zo) er fiberen til
p: A X — X. Dermed er #m1(X, xg)/ ~= #mo(F)/ ~ der ekvivalensrelasjo-
nen pa mo(F') er definert ved [tp1] ~ [th2] hvis og bare hvis [¢1] = [y-12-(f 0 )]

for en [y] € m(X, zo). Dette er ekvivalent med at [¢)1] = [t)] som elemen-
ter i mo(A;X), dermed er #mo(F)/ ~= #mo(A;X), og resultatet folger fra
Teorem 1.12. O

Eksempel 1.17. La f: S' — S! ha grad d. Ved et teorem av Hopfer f ~ g,
der g(z) = 2%, dermed er A;S* ~ A,S' ved Proposisjon 1.10. For enkelhets
skyld kan vi sette 29 = 1 og 79 = 1 (den konstante avbildningen).

La [a] € (S, 1) &~ Z. Denne kan representeres ved a,, (1) = €™ for en
eller annen n € 2. Da er [0 ()] = [1-a 70 (757)- % = [1-a (Fo7)]
siden 7 er den konstante veien. La [y] vaere representert ved v, (¢) = €?™*. Da
er y-a-(for) o (1 ¥ (1 s 2Tt (1 s e2midkt) ~ (f sy 2milnt(1=d)kt))
Dermed er R(f) = #Z /(1 — d)Z = |1 — d| for d # 1 og oo for d = 1.

Proposisjon 1.18. La [ vere en lgfining av f o p. Da er
Af)N(L}p*(AJ;X) CA/X

et overdekningsrom, der p, er avbildningen som komponerer veiene i AJ;)N(
med p.

Bevis: Ay X ses pa som et underrom av X! med kompakt-dpen topologi,
det vil si at en basis for topologien bestar av mengder N, M(K;,U;), der
M(K;,U;) er mengden av avbildninger som tar en lukket mengde K; inn i en
apen mengde U; C X. La {U;} veere overdekningen av X gitt ved overdek-
ningsrommet X. La V; C Ay X veere mengden av alle veier som starter 1 U;.
Daer V; apen i den kompakt-apne topologien siden V; = U,,exM ([0, 1/n], U;),
som er en union av apne mengder.

La UZ»" veere mengdene som avbildes homeomorft ned pa U; ved p, og la
Ve ={y¢e A];)N( | v(0) € U;"}. Avbildningen Vi* — V; gitt ved komposisjon
med p er en 1-1 pa grunn av entydig veilgftningsegenskap i X — X. Det
gjenstar a vise at den er kontinuerlig og har kontinuerlig invers.

De apne mengdene i V* er gitt pa formen M(K,A)n Ve, der K C 1 er
et lukket intervall og A C X er en apen mengde. Bildet av denne mengden
er M(K,p(A))NV;, som er apen i V;. Motsatt, la M(K, A) veere mengden av



18 KAPITTEL 1. EN TOLKNING AV REIDEMEISTER-TALLET

avbildninger som tar et lukket intervall K C I pa en apen mengde A C X.
Inversbildet av denne i V;* er M(K,p~'(A)) N V,* som er apen i V.

k3 k3

O



Kapittel 2

Egenskaper for
Reidemeister-trasen

La X veere en kompakt n-mangfoldighet. I tillegg til Reidemeister-tallet R( f)
til en avbildning f : X — X, R(f) € Z kan Reidemeister-trasen R(f) defi-
neres som et element i mengden Zmo(A;X), dersom f antas & ha bare isolerte
fikspunkter. For dette kan gjgres ma begrepet fikspunktindeks defineres. La
x € X veere et isolert fikspunkt for f. En sfeere S”~! med sentrum i z kan
velges liten nok til & ekskludere andre fikspunkter. P4 S?~! er x — f(z) # 0,
s& et retningsfelt ¢ : S*~1 — S~ &(z) = (x — f(x))/(J]z — f(x)]) er definert.

Definisjon 2.1. index(f, z) = dego

Fikspunktindeks til f i fikspunktklassen [y] € mo(AfX) er definert ved
index(f,[v]) = Xz, index(f,z;), sum over alle z; slik at [¢,,] = [7] der ¢, er
den konstante veien i z;.

Definisjon 2.2. La f : X — X. Reidemeister-trasen R(f) til f er definert

som:

R(f) = Spjema, x)index(f, [v])[7] € Zmo(ArX)

Vi definerer sa korrespondanse mellom fikspunktklasser.

Definisjon 2.3. Fikspunktklassen [y] € mo(Ag,X) korresponderer med [¢] €
mo(Ar, X) via Fy dersom Fy : Fo ~ Fy : X — X er en homotopi slik at
[¢¥] = [v - Fi(7(0))]. Ved Proposisjon 1.10 er mo(Ag, X) = mo(Ar, X).

_ Teorem 1.12 sier at det til hver fikspunktklasse [y] svarer en lgftningsklasse
[Fo]. Definisjon 2.3 er ekvivalent med at [Fy] korresponderer med [Fi] dersom

19
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det eksistezer en horpotopi FtN: Fo ~ Fi : X — X som lar seg lgfte til en
homotopi F; : Fo~ F;: X — X.

I

5 Ft(’y(())) Ap X —— AR X v+ Fi(7(0))

Dx

Da er index(Fy, [v]) = index(F1, [y - Fi(7(0))]), se Jiang [5]. Det neste resul-

tatet sier at Reidemeister-trasen er en homotopiinvariant.

Teorem 2.4. La F, : [y~ Fy : X — X wvere en homotopi. Da er E(Fl) =

O(R(Fy)), der O : Zro(Ap, X) — Zmo(Ap X) er isomorfien indusert ved
homotopiekvivalensen Ay, X ~ Ar, X i Proposisjon 1.10.

Bevis. Trasene R(Fy) og R(F)) er gitt ved

R(Fo) = X (ap, x)index (Fo, [v])[v] € Zmo(Ar, X)

R(FY) = X (ap x)index (F1, [v])[y] € Zmo(Ar, X)

Vi har en homotopiekvivalens

AFOX4>AF1X

y——— - Fi(7(0))

som vist i Proposisjon 1.10. Denne induserer en isomorfi © : mo(Ap X) —

mo(Ar, X). Dermed er

R(FY) = Bpjero(ar, xyinder (Fy, [y - F(y(0)])[y - F1(~(0))]

Men index (Fy, [y - Fi(7(0))])) = index (Fo, [y]) siden [y - Fi(y(0))] korrespon-

derer med [v] via F;. Dermed far vi at

R(FY) = Xpjen(ag, x)indez(Fo, Y])[y - F1(7(0))] = O(R(Fo))

der O : Zmo(Ary X) — Zmo(Ap, X) er gitt ved ¥n;[¢i] — Xn,0[¢;].
O

Enhver selvavbildning f : X — X induserer en avbildning fyz : A X —
Ay X, som er gitt ved komposisjon med f. Denne induserer igjen en avbildning

fu i mo(AsX) = mo(ApX) gitt ved [y] — [f o).
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Lemma 2.5. Enhver selvavbildning f : X — X induserer identiteten pa
mo(ArX)

Bevis. La [y] € mo(A;X). Da er [y] = [f 0 7] siden diagrammet

f(x) foy fof(x)
w fow
X % f(x)

lar seg utvide ved a velge w = ~.

O

Resultatet ovenfor betyr at hvis vi har avbildningerr : X — Y ogs: YV —
X, s& vil de indusere en 1-1-korrespondanse mellom 7o( Ao, X) 0g mo(ArosY):

WO(ASOT)L}WO(ATOS) L}WO(ASOT)

siden s,or, = id og r,0s, = id. Dette gir oss kommutativitet av Reidemeister-
trasen:

Teorem 2.6. For to avbildninger r : X - Y ogs:Y — X err.R(sor) =

R(ros)

Bevis. Reidemeister-trasen til den sammensatte avbildningen sor er gitt ved

R(s0or) = Yhjen(Awrx)index(s o7, [y])[7]. Ved & anvende r, pa dette far vi

rR(sor) = Ypjer(r, x)indez(sor,[y])[ry]
Vi setter [¢0] = [rv], slik at [sy] = [v]

= Yiylero(Aro.y)index(s or, [sY])[Y]

men index(s or, s[y]) = index(r o s, [¢]), se Jiang [5].

Yylens(Aresv) indez(r o s, [1])[¢]

; R(ros)
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Siden Ho(X) er den frie gruppen generert av veikomponentene til X, kan
vi identifisere Zmo( X ) kanonisk med Hy(X ). Dermed kan vi se pa R(f) som et
element i Ho(A;X) i stedet for i Zmo(A;X). Vi vil na ta for oss to eksempler
hvor vi ser pa de samme avbildningene som vi sa pa i kapittel 1, nemlig
f: X — X den konstanten avbildningen, og f : S* — S' en avbildning av
grad d.

Eksempel 2.7. La f : X — X vere den konstante avbildningen gitt
ved f(z) = zo for alle x € X. Da er zq det eneste fikspunktet for f, og
index (f, o) = degp, der ¢ er retningsfeltet ¢(z) = (z — f(x))/(|z — f(z)])

definert pa en sfeere om . Her blir degp = 1, og Ay X er veisammenhengen-

de, dermed er R(f) =1 ¢€ Ho(A;X) =~ Z.

Eksempel 2.8. La f : S' — S! veere en avbildning av grad d. Da vet vi
at f ~ g, der g(z) = z%, dermed er A;S! ~ A,S*. Nar d = 1 er f homotop
med en avbildning uten fikspunkter. En slik homotopi framkommer ved at vi
foretar en rotasjon ved en liten vinkel §. Dermed er R(f) = 0 i dette tilfellet.
For d = 0 har vi tilfellet i forrige eksempel, og R(f) = 1 € Ho(A;X) ~ Z.
For d = —1 har g to fikspunkter som kan kalles —1 og 1. T dette tilfellet er
index(g,1) = index(g,—1) =1 og R(f) = (1,1) € Hy(A; X))~ Z D Z.

For d > 1 er index(g,z) = —1, der z er fikspunktene for g, med andre ord
lgsningene av likningen z% = z. Disse kan uttrykkes pa formen z = e2/(d=1)
for k = 0,...,(d — 2), dermed er R(f) = (=1,—1,...,—1) € Ho(A;X) som
er isomorf med den direkte sum av |1 — d| kopier av Z, mens for d < —1 er

index(g,2) =1, 0g R(f) = (1,1,...,1) € Ho(As X).



Kapittel 3

En formel for Reidemeister-trasen

La m :  — B vere en orientert g-diskbunt. For hver fiber F' er vi gitt en
generator up € HY(F, Fo; Q) ~ Q. Med Fy menes komplementet til nullsek-
sjonen, og med Fy menes Fy N F. Koeffisientene i homologi og kohomologi er
heretter Q dersom ingenting annet er angitt. Vi ser na pa R(f) som et element
i Hy(A;X; Q) via den naturlige avbildningen Ho(A;X;Z) — Ho(AfX;Q). Vi
vil fa bruk for fglgende teorem.

Thoms isomorfiteorem 3.1. Det fins en og bare en kohomologiklasse U €
HY(E, Ey) hvis restriksjon til (F, Fy) er lik up for hver fiber F. Denne klassen
kalles Thom-klassen til m : ' — B. Folgende avbildning er en isomorfi

Hi(B)—Zs Hi(B)—=% Hit1(E, Ey)
dessuten finnes det en tilsvarende isomorfi for homologi:

—nU T
Hjyq( B, Eo)——H;(E)—2~H;(B)

Bevis. Se Milnor [7]
U

La M™, Ny og Nj vere kompakte, orienterbare, glatte og sammenhen-
gende mangfoldigheter uten rand, Ny, Ny C M, p+ q¢ = n. Nar N; og M
er glatte fins tubuler omegn F; om N;. En tubulzer omegn om N; er det
samme som en omegn U/ om N; i M som er homeomorf med totalrommet til
en vektorbunt p : F; — N;, slik at vi har et kommutativt diagram:

23
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~
~

%

k3

der s; er nullseksjonen s; : N; — F;. For eksistens av tubular omegn, se
Bredon [1] for det kompakte tilfellet, eller Lang [6] for det generelle tilfellet.

Siden N; ikke har rand er SE; = 0F; ~ FE; — N;, der SE; er sfeerebunten
over V;. Anta at orienteringer pa Ny, Ny og M er valgt. Fy og F, orienteres
som undermangfoldigheter av M. Orienteringen av fiberne i 7 : £y — N

velges slik at Thom-klassen U; € HY(Fy, SE;) kan uttrykkes ved

(B N Uy = a7 ([M]) € Hy(Ey)——H,(N1)

der [F41] € Hypy(F1,SE) ~ H,(M|N;) er fundamentalklassen til F; og
[Vi] € H,(Ny) er fundamentalklassen til Ny, hvor H,(M|N;) er forkortelse
for H,(M, M — Ny).

La [NV] veere bildet av [N;] under avbildningen H,(N;) — H,(M), og la
U, veere bildet av U, i H1(M):

Uy € HY(By, SE)«——H(M|N\)——H"(M) > U,

Fiberne i m : K3 — N, orienteres tilsvarende, slik at

[Eo] N Uy = w7 ([Na]) € Hy(Ey)——H,(Ny)

og [N3] og U, defineres tilsvarende som [N;] og U;. La snittproduktet [IVy] -
[V5] veere definert ved

[N1] - [Na] = pa (p3r [N1] U iy [N2])

der pys er isomorfien gitt ved Poincaré-dualiteten H*(M) — H, (M), z
[M] N z. En god referanse for Poincaré-dualitet kan vaere Hatchers bok [4].

Definisjon 3.2. To undermangfoldigheter Ny, N, C M snitler hverandre
transverselt © punktet p € Ny N Ny dersom Ty(N1) + T,(N2) = T,(M), der
T,(Ny) betyr tangentrommet til Ny i punktel p.
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p
p
N
1 N,
Nl
N,
Ikke transverselti p Transversdlti p

Definisjon 3.3. Anta alt Ny og Ny snitler hverandre transversell 1 x; € NN
Ny. Snittegnel i punklet x; defineres da som sgn(x;) = [M|., 0 (r; UyUr} Us),
der ry, : (V,V = N;) — (E;, B — N;) ~ (E;, SE;) er inklusjonen, hvor V =
A X B & D" er en omegn om z; med A C Ny og B C Ny. [M],, betyr
restriksjonen av [M] til H,(M|x;). V wvelges liten nok til at den ekskluderer
andre punkter i Ny N Ny. Snittegnet er avhengig av rekkefolgen av Ny og Nj.

Dersom N; og Nj snitter hverandre transverselt i x; folger det at sgn(z;) =
+1. Vi sier at Ny og N, snitter hverandre transverselt dersom de snitter
hverandre transverselt 1 alle punkter x; € Ny N N,.

Lemma 3.4. La N{, Nj og M"™ veere kompakte, orienterbare, glalte og sam-
menhengende mangfoldigheter uten rand, med n = p+ q og N{, Ny C M".
Anta at Ny og Ny snitter hverandre transversell. Da er

[N1] - [No] = Bsgn(z;)
der x; er snittpunktene til Ny og N,.

Bevis. Fglgende diagram kommuterer:

El -
U, H(Ey, SB)—" " o (B a2 (W)
B i*[El]ﬁ— ' —
HI(M, cl(M — Ey)—200 b () V]

|

U H* (M)
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siden [F1]) € H,(E,SFE)og [M] € H,(M) begge avbildes pa i.[F1] € H,(M, cl(M—
E4)), der i er inklusjonen av E inn i M. Dermed er py; [Ni] U uy) [N2] =

U, UlUy = Uy UlU, der U; UU, er bildet av U; U U, under avbildningen
H™*(M|Ny N Ny) — H"(M), siden fglgende diagram kommuterer:

UIUU2 Hn(M NlﬂNz)—>Hn(M) U1UU2

UUQT Tum l
HY(M|Ny)———HY(M) Uy

x|t

0, HY(Ey, SEy)

og vi har at [Ni] - [Ny] = [M] N (U; UUy). Cup-produktet r} Uy U r} U,
ligger i H™(V|z;) Dessuten er r3 Uy Ur; Uy = s;. (Up UUy) der s, 2 (V,V —
z;) = (M, M — Ny N Ny) er inklusjonen, og U; og U, ses pa som elementer i
HY(M, M — Ny) og H?(M, M — N,) hhv. Fglgende diagram er kommutativt

[M]]fﬁ]\b Hn(MVIl i W(H(V | xz))
El‘iENlﬂ]\@[M]xi D Hn(v|$2)

der [M]n,nn, er bildet av fundamentalklassen [M] under avbildningen H,,(M) —
H,(M | Ny N Ny). Dermed blir ogsa folgende diagram kommutativt

[M]Nl NNy M=

H™(M|Ny 0 Ny) Ho(
2] |
Beieninn, H'(V]x;) S Ho(

M)

(Mo M)
dermed er [N{]|-[N2] = [M]N(U; U Us) = [M]nyan,N(U1UU) = Ypen,an, [M]zN
s3, (U U U2) = Zoeninn, [M]z;, 0 (r7, U U rf Us) = Eg sgn(wi)

0

La s& M™, Ny og N; veere kompakte, ssmmenhengende, glatte og orien-
terte mangfoldigheter med rand, Ny, Ny C M, p+qg =n,N;NIM = IN;,
for i =1,2. Daer OE, = SE, U Ei5y,, der Eyy betyr restriksjon av bun-
ten K1 — Njp til dN;. La igjen fiberne veere orientert slik at Thom-klassen
Uy € Hi(Ey, SEy) oppfyller

(BN U = a7 ([N]) € Hy(Fy, Bran, ) — Hyp(Ni, ONY)
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der [F4] € Hn(_El,aEl) ~ H,(M,M — int ) er fundamentalklassen til Fj.

Vi definerer [N;] som bildet av [N;] under avbildningen H,(Ny,dN;) —
H,(M,0M), og definerer U; som bildet av U; i H?(M):

eksisjon

Uy, € HY(E,,SE)) HY(M,cd(M — Ey)))——H(M) > U,

~
~

U; defineres tilsvarende. Anta at N; og N, snitter hverandre transverselt
og at Ny N Ny C intM. Cup-produktet Uy U U, ligger i H"(M|Ny U Ny).
Snittproduktet [Ni] - [IV3] er fortsatt definert som

[N1] - [No] = puar (g [N1] U paing [V2])

der pys er isomorfien gitt ved Poincaré-dualiteten H*(M) — H,,_x(M,0M),
z — [M]Nz, hvor [M] né er fundamentalklassen for M som liggeri H,,(M,0M).

Lemma 3.5. La Ny, NJ og M" vere mangfoldigheter med rand med betin-
gelsene gitl ovenfor. Da er

[N1] - [N] = Esgn(z;)
hvor vi summerer over alle x; € Ny N Ns.

Bevis. Fglgende diagram kommuterer:

[El]ﬁ—
Ul Hq(El,SEl)—m>Hp(E17E13N1) ”’r*_l(_[Nl])

HOM, (M — E) P g (M B

| I

U H* (M) H,(M,0M) [Vi]

2.7

der i.[Fy] i andre rad ses pa som et element i H,(M,M — intE;). Dermed
er [Ni] - [Ng] = [M]n (U, UUy) = [M] N (U UU,). Resten av beviset er
tilsvarende som 1 tilfellet uten rand.

O

La X7 veere kvotientrommet X1/ ~, der ¢y ~ ¢y dersom ¢, er homotop
med ¢, relativt til endepunktene. La X x, X vere X x X delt ut med
diagonalvirkningen av m(X). Nar X er en orienterbar mangfoldighet, er
ogsad X X, X en orienterbar mangfoldighet.
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X7 er utstyrt med den kompakt-apne topologien, det vil si at en basis for
topologien bestar av mengder N%_, M(K;,U;), der M(K;,U;) er mengden av
avbildninger som tar en lukket mengde K; C [ innien apen mengde U; C X.
XT gis kvotienttopologien.

Universaloverdekningsrommet )N(N for X konstrueres ved X ={[]|~er
en vei i X med 7(0) = zo}. Da er X x X = {([7],[¢]) | 7(0) = ¢(0) = zo}.
En topologi pa X x X kan konstrueres som fglger. La ¢ vaere samlingen av
apne mengder U C X som er slik at avbildningen 71 (U) — m1(X) er triviell.
La U,V € U og la v veere en vei fra xg til et punkt 1 U og la v, veere en
vei fra z¢ til et punkt i V. Vi definerer sa UV(,,1 .y = {([nn]s [72¢]) €
X x X |nerenveiiUmedn(0)=~(1), derenveiiV medp0)=~y(1)}.
Mengdene UV/[,,1}y,]) danner basis for en topologi pa X x X. X %, X gis
kvotienttopologien. Avbildningen X x, X — X x X, (7], [@]) — (v(1),%(1))
er et overdekningsrom siden X x X — X x X er det.

Lemma 3.6. X! — X x X, [¢] — (¢(0),o(1)) er et overdekningsrom.

Bevis. La UViy = {[n-v-¢] | neren veiilU medn(l) =~(0) og ¢ er en
vei i V med ¢(0) = v(1)}, der U,V € U og v er en vei i X med v(0) € U
og 7(1) € V. Mengden UV}, er apen i den kompakt-apne topologien fordi
den er homotopiklassen til mengden av avbildninger ¢ : I — X som avbilder
[0,1/3] inn i U, [1/3,2/3] inn i W og [2/3,1] inn i V, der W € U er en
passende omegn om (/) i X, hvor v er en passende representant for [v].

Projeksjonen p : UV}, — U x V er injektiv siden forskjellige valg av n
fra en fast v € U til 4(0) alle er homotope i X, det samme er forskjellige
valg av ¢ fra (1) til en fast v € V. Den er surjektiv siden U og V er
veisammenhengende.

Anta UViy N UV # 0, dvs at det fins veier 5, 6,7/, ¢ slik at [n-v - ¢] =
[~ .

ethvert element i UV},] kan skrives pa formen [n;-n-7-¢- ¢;] siden enhver vei i
U med endepunkt i n(1) og startpunkt i u er homotop med ny-n for en vilkarlig
vei ng 1 U med n2(0) = u og n2(1) = n(0). Tilsvarende er enhver vei i V med
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startpunkt ¢(0) og endepunkt i v € V homotop med ¢ - ¢, for en vilkarlig vei
$21V med $(0) = (1) og ¢2(1) = v. Men [nz-n-v- o] = [m2-0"-7"- &' B4,
et element i UV}, dermed vil UV},; C UV},,. Et tilsvarende argument kan
brukes for den motsatte inklusjonen, sa UV},) N UV}, # 0 vil implisere at
UVip = UViy-

Avbildningen p : UV[;) = U x V er en homeomorfi. For la U; x V; veere
en apen mengde i U x V. Da er p~'(U; x Vi) = {[n-~ - ¢lIn vei i U med
n(0) € Up,n(1) =~(0),¢ vei i V med $(0) = ~v(1),4(1) € Vi} = U1V}, som
er apen i UV}

De apne mengdene i UV],) ser ut som U Vi, der Uy, V; er apne i U og
V. Dermed er p(U; Vify) apeni U x V.

O

Lemma 3.7. X! er homeomorf med X x, X.

Bevis. Det finnes en avbildning & : X XWN)N( — XT gitt ved ([y], [¢]) — [F- ).
® er veldefinert, for anta at ([7'],[¢']) € X x X erslik at ([7], [¢]) = ([v'], [¢'])
i1 X x, X, det vil si at ([7],[¢']) = ([e- 7], [e- ¢]) for en [e] € 71 (X, z0). Da
er ®([Y'],[¢]) = ®([e-ql,[e- ) =[e7-e-dl=[7-€-e- ¢ =[7- 9]

Xo

Det fins ogsa en avbildning motsatt vei F': X7 — X x, X gitt ved [¢] —
([¢], [ - ¢]), hvor ¢ er en vilkarlig vei fra zq til ¢(0).

9(0)

Xo

F er veldefinert, for la ¢’ veere en annen vei fra zq til ¢(0). Daer ([¢'], [¢'-¢])
e([¢], [ - ¢]), hvor e(—,—) betyr diagonalvirkningen av e = [¢)' - ¢b™!]

m |l
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(X, 20). Det er lett & sjekke at ® o F' = id og at ' o ® = id. Dermed gir
® oss en isomorfi av overdekningsrom, dermed er ® ogsa en homeomorfi, sa

)N(xr)?zﬁ. ]

Vi vil na ta for oss tilfellet hvor X er en kompakt mangfoldighet uten rand,
Ny =T ={(z,f(z)) € X x X} er grafen til f, Ny = A ={(z,2) € X x X}
diagonalen og M = X x X.

Teorem 3.8. La B = {a} vere en basis for H*(X). La {a°} vere en dual
basis for H*(X), m.a.o

< a®UB,[X] >=0ap
Da er

Uy = Yaep(—1)" 0 x o € HY(X x X)
Beuvis. se Bredon [1], kap VI. O

En kompakt mangfoldighet X har endelig genererte homologigrupper som
er forskjellige fra null i et endelig antall dimensjoner, dermed er Lefschetz-

tallet L(f) = X.(=1)"tr(fc: Ho(X) = H,(X)) definert.

Teorem 3.9.

L(f) = 1] 4]

Bevis. La f*(a) = X530 hvor a, 3 lgper over en basis for H*(X; Q).
[N U,
der [T] er bildet av fundamentalklassen [T € H,(T) i H,(X x X), som er lik
I'f.[X] for [X] € H,(X) fundamentalklassen til X.
=Tn[X]INU; =T ([X]NT3U,) = [X]N T30,
siden 'y, = id pa Ho(X) = Ho(X x X)

X)0 13 (acn(~1)*#)ac x o
= Saes(“1MO[X] A (0° U ()
— Saen(~1)#[X] N (0 U S f5,08)
= Yoep(—1)"O
= 1(f)
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Dersom f ikke har fikspunkter er L(f) = [['] - [A] =0 siden TN A =0 i
dette tilfellet. Dette er det kontrapositive av Lefschetz’ fikspunktteorem som
sier at f har minst ett fikspunkt dersom L(f) # 0.

Korollar 3.10. La X wvere en glatt, kompakt og orienterbar mangfoldighet
uten rand, f : X — X glatt, og anta at I og A snilter hverandre transverselt.
Da er

L(f) = Ysernasgn(det(l — fiz))

Bevis. sgn(z) = 1 dersom orienteringen til ', &~ R” etterfulgt av orienterin-
gen til A, ~ R”™ gir orienteringen til X x X ~ R" 1 z, og —1 ellers.
Basisskiftematrisa fra standard basis for R” x R” til standard basis for

', etterfulgt av standard basis for A, er gitt ved
I 1 I—fo 0
Jeo 1 Joo 1

sgn(z) = sgn(det (f e ‘})) — gn(det (1 - £..))

Dermed er

og Lemma 3.4 og Teorem 3.9 gir resultatet. 0

Lemma 3.11. La f : X — X vere en avbildning med betingelser som
ovenfor. Da er sgn(x) = index(f,x) for alle x € I' N A.

Bevis. Vi har at sgn(det(I — f.,)) = index(f,z), se Jiang [5]. O

Dette resultatet gir oss at R(f) = Y,ernasgn(z)[o,], der o, er nullcykelen
med bilde 1 z.

Teorem 3.12. L(f) = ux (I (5, x (A1) € Ho(X) = Q.

Bevis. Generelt gjelder z N (pU ) = (2N @) N for z € H(X) og ¢, €
H*(X). Derfor far vi

] [A] = [X x X] 0 (uxhx [TTU px' < [A))

([X x X]n Mjlxx[_]) N pxyx[A]
= [T]Nuxix([AD

Betrakt diagrammet
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[F]n-

[A] € Ha(X x X)e—5H™(X x X)—H(X x X)
F? Ff*

Kvadratet kommuterer siden g.(z N g*¢) = g.z N ¢, for enhver g : X — Y,
z € Ho(X) og ¢ € H*(Y). Siden X er veisammenhengende er I'y, = id pa
Ho(X) = Ho(X x X). Dermed er L(f) = jux (T3 (5 ¢ () € Fio(X) = Q.

O

La Ay = AfX/ ~, der ¢ ~ ¢, dersom ¢; er homotop med ¢, relativt
til endepunktene. Fibrasjonen 7 : Ay — X er den induserte fibrasjonen til

p:F%Xvaede:

N, X 2% v, ¥

I |
X X % X

Ty

 ——(z, f(2))

dermed er ogsa m : A; — X et overdekningsrom. Nar X er en orienterbar
mangfoldighet er ogsa A; en orienterbar mangfoldighet.

Fibrasjonen Ay X — X, w + w(0) induserer en avbildning 7. : mo(AfX) =
mo(Af) = mo(X) = 1. m. er dermed en konstant avbildning som avbilder alt
pa 1. . induserer ogsa en avbildning 7. : Qmo(Af) = Ho(As) — Qmo(X) =
Ho(X) = Q. Denne vil avhilde R(f) = S,errasgn(z)[¢.] pa L(f) = Xsgn(z).

La A: X — X x, X veere lgftningen av A gitt ved A(z) = ([¢], [¢]), der

¢ er en vilkarlig vei 1 X fra z¢ til z.

)N(><7,X
Y4

/
XT>X><X

A er veldefinert, for la 1) veere en annen veii X fra zo til z. Da er ([¢],[¢]) =
9([¢],[¢]), diagonalvirkningen av g = [ - ¢] € m(X). Da vil [A] = A,[X
avbildes pa [A] = A,[X] ved p,:
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For de ikke-kompakte mangfoldighetene As og X %, X har vi Poincaré-
dualiNtetenNe Ix, HI F(Ag) — Hy(Agp) og pgy 5 + HZF(X %, X) —
Hy(X x-X), hvor H?(X) er definert som den direkte grensen MKH”(X, X—

K), grensen over alle kompakte undermengder K C X.

Hvis N, N5 og M"™ er orienterte mangfoldigheter uten rand, hvor N, er
kompakt, M og N, sammenhengende, defineres snittproduktet [N1]-[N] ved
[N1] - [No] = Ju(pm, (57 (p37 ([N2])))), der [No] er bildet av [Ny] € Hy(N,) ~
H,(F>) under avbildningen H,(N3) — H,(M).

HP(Ny)e=—H? (M)~ H,(M) 5 [N,]

*

J
l‘”“

Ho(Ny)——Ho(M)

VES

Orienteringen til fiberne i Fy velges fortsatt slik at Uy € H?(Fy, SFEy) opp-
fyller [E2) N Uy = 7Y ([Nq]) € Hy(Ey) der [Ey] € H,(Eq, SFEy) er fundamen-
talklassen til Fs.

Orienteringen til fiberne i £ velges slik at Thom-klassen U; € HY(Ey, SE;)
oppfyller p, N ri(Uy) = pult for alle z € Ny N Ny, der p, € H,(V,V — ) er
den valgte generatoren for M i z og pl* € H,(Ny, Ny — z) & H,(V,V — N,)
er den valgte generatoren for Ny 1 z. V. = A X B er en omegn om z li-
ten nok til & ekskludere andre snittpunkter, der A C Ny og B C N, og
r:(V,V—=N;) = (Ey, Ey — Ny) er inklusjonen. La un,an, € Ho(M|N; N N3)
veere det unike elementet som avbildes pa den valgte generator u, for alle
x € Ny N Ny, og la un, € Hy(Ny | Ny N Ny) veere det unike elementet som
avbildes pa den valgte generator p) for alle z € Ny N N,. Fglgende diagram
kommuterer:
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D i © Ho(V | 2)—"=H,(M | Ny 0 N,) NN,
O—-Nr*th
© H,(V | Ny)
~ —ﬂUl
@ pl & Hy(N, | z)
[N, Hy(Ny | Ny 0 Ny)———H,(M | Ny) Ny AN, N UL

Isomorfien G H,(V | ) — H,(M | Ny N N,) avbilder Sp, pa pn,nn,-

Lemma 3.13. La Ny, N} og M"™ veere mangfoldigheter ulten rand med n =
p+q, N{,Nj C M"™, Ny kompakt, M og Ny sammenhengende. Anta at N;
og Ny snitter hverandre transversell. Da er

[N1] - [Na] = Ysgn(x:)
der x; er snitltpunktene til Ny og Nj.
Bevis. Fglgende diagram kommuterer:

Uy HY(Ey, SE)-0" S H(By) ' ([Ny)

HP(Mlint By)—10 i1 ()

~
~

HP(M|N,) =

U, HY(M)————H,(M) [N,]

dermed er [N1]-[ N3] = ju(pn, (5°(U2))). Men Uy er representert ved elementet
Uy € H?(M, M — N3), s& un, vil da veere gitt ved cap-produkt med det
unike elementet py, € H,(N1|N1 N Ny) som avbildes pa den valgte generator
Nt € H,(N|z) for alle z € Ny Ny. Dermed er [Ny]-[No] = j.(un, N5*Us) =
(Jspin,) N Us. Ved kommutativitet av diagrammet gverst pa siden er jun, =
PNy AN, () Ui. Da er [Nl] ' [NQ] = (#N10N2 N Ul) NU; = PNy AN, () (Ul U UQ) =
Yo (rs. U Ury Us)pe, = Ysgn(z;).

0
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Lemma 3.14. La Ny, NJ og M™ vere mangfoldigheter med rand med n = p+
q, N, N C M"™, Ny kompakt, M og Ny sammenhengende. Anta al Ny og N,
snilter hverandre transversell. Anta at N;NOM = ON; og at Ny Ny C int M
fori1=1,2. Da er

[N1] - [N2] = Ysgn(x;)

Beuvis. Beviset er tilsvarende som for Lemma 3.13, men diagrammet ser na
ut som fglger

Fy]n—
I H,(Fy, Eagn,) 7 ([V2])

~ Tx

i*[EQ]ﬂ—
Hy(M, Fssy,)

| :

H,(M,0M) [Ne]

c Y

Underrommet A = 3()( ) C X %, X er sammenhengende og kompakt,
dermed kNan Lemma 3.13 anvendes pa N; = Kf, Ny = A og X ><7T)N( = M. Da
ex [A7]-[A] = 55, 59n(#1), o8 [T1-[A] = Ser,ma sgn(z:). Projeksjonen p
er lokalt en orienteringsbevarende homeomorfi, sa sgn(z;) = sgn(p(z;)). Det

er klart at p(A; N A) cI'nA.

ArnA c A
lp|xfﬂ,& Nlp|A
'nA C A

Siden p avbilder A homeomorft pa A er p | A; NA injektiv. For surjektivitet,

laz € TNA. A(z) er da gitt ved ([4],[]), der v er en veii X fra zo til 2. Som
element i X7 svarer v til elementet [y~! - 4] = [¢,], homotopiklassen til den
konstante veien i z, som ligger i A; siden x er et fikspunkt for f. Dermed vil
isomorfien p, : Ho(X x, X) — Ho(X x X) avbilde [A/] - [A] pa [[]-[A], eller
med andre ord p*NijF‘;gIXWX[A] = [T N px, x[A], der /1;x, er avbildningen
som far gvre venstre kvadrat pa neste side til & kommutere:
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X><7\—X ~ ~ —

H? (Af)<—H”(X X X) H,(X % X) [A]

~ ﬂKf M]Xf
R(f)  Ho(Aj)—"—Ho(X x. X)
I Tk | Px D=
Ly
L) Ho(X)—Ls Ho(X x X)
A Bx T]n-

HY(X ) (X x X) X251, (X < X)) [A]

Folgende teorem er en formel for Reidemeister-trasen, tilsvarende som for-
melen for Lefschetz-tallet i Teorem 3.12

Teorem 3.15. La f : X — X vere en avbildning mellom kompakte mang-
foldigheter. Dersom X har rand, anta at f(0X) C X — 0X, slik at [ ikke
har noen fikspunkter pa randa til X, og anta at grafen til f og diagonalen i
X x X snitter hverandre transverselt. Da er

R(f) = pz,5" 13y (1A

der I, H"(A;) — Ho(As) og PXx.X H”(X X X) — Hn()w( X. X) er
Poincaré-dualitet for As og X x. X hho.

Bevis. Vi begynner med a regne ut hgyre side.

1E, 0 g (A = pz,57Us
= pupa Ny U,

der den fgrste likheten kommer fra kommutativitet av diagrammet i bevi-
set for Lemma 3.13, med N, = A og M = X %, X. Den andre likhe-
ten kommer av at Uy € H”(X X X) er representert ved elementet U; €
(EQ,SEQ) H”(X Xe X, X % X — A) som trekkes tilbake til elementet
Uy € H*(As, A=A NA). Homologlklassen pua € H, (Af,/\f AfﬂA) er det
unike elementet som avbildes pa den valgte generatoren ,ur € H,(As, Ay —
;) ~ H, (Af N V,Af NV — ;) for alle z; € Af N A. Ved a regne ut dette
lokalt, far vi at

ur N j*0; = Ei*(,ui}i N k*r;iUg)
= Ei*k*‘l(k*pg}i Nry.Us)
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der i, : Ho(A;NV) — HO(Af) er indusert av inklusjonene s : A;NV — Af for
omegner V om de ulike z; € A; N A, og der isomorfien k* : H"(V,V — A) —
H*A; NV, ANV — ;) er mdusert av inklusjonen k : A; NV < V. Ved &

anvende definisjonen av U; far vi

= Sk (e, N e, Uy) Nrs Us)
Sik T (pa, N (,EU1UT.,U2))
Sik (sgn(zi))
gsgn(xz)[am]

= R(f)

der summen ovenfor egentlig lgper over alle z; € A N A, men sgn(z;) =
sgn(p(z;)) ved kommentaren pa side 35. Vi ser her pa sgn(z;) i 3. linje som
et element i en Hy (V).

For tilfellet med rand, splitter vi opp randa til X x X ved (X x X) = X x
OXUIX xX. La[A] € H, (X x X, X x3X) veere bildet av fundamentalklassen
[X] € H,(X,0X) under A,, og la [T] € H,(X x X,0X x X) veere bildet
av [X] under I',. Tilsvarende vil randa til X x, X splittes opp i to deler,
O =p M (X x9X) og d, = p7'(0X x X). Det gjenstar a analysere randa til
Af:

Kf(—zhf( X o )N(
m P

X—X x X
Ty

Randa til A; vil avbildes inn i 9, ved i siden p o i(dA;) = I'; o m(GAf) C
I'/(0X) C 0X x X. Diagrammet ser da ut som fglger:

(Af,ﬁAf)<—H”(X X r X 62)
~ | FAy HyR g
Ho(Aj)—=——Ho(X x, X)
T RS | Px Px
Tt
Ho(X)—N>H0(X X X)
R HX [[]n-

F
H™(X,0X)e"—H"(X x X,0X x X))"25H,(X x X, X x 0X)

Det gjenstar a vise at avbildningene R, O8 Hxx, X €T isomorfier, dvs a vise
Poincaré-dualitet for ikke-kompakte mangfoldigheter med rand. Det blir gjort
i Teorem 3.16 nedenfor. O
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Vi definerer H?(M, A) som den direkte grensen MKH”(M, (M—K)UA)
over alle kompakte mengder K' C M. Et element i H?(M, A) er representert
ved en kohomologiklasse [¢] € H*(M,(M — K,) U A) for en eller annen
kompakt mengde K.

Teorem 3.16. La M vere en metriserbar n-mangfoldighet med rand, OM =
01 N Oy, der 00; = 0y = 0y N Oy. Da fins Poincaré-isomorfi

ch_k(M, 82) — Hk(M, 81)

[¢] — pxcy O[]

gilt ved cap-produkt med px s € H,(M,(M — Ky) UOM) det unike elementet
som avbildes pa den valgte generatoren for H,(M,(M — x) U M) for alle
S [qug

Bevis. Siden M er metriserbar kan den skrives som en union M = U2, M;
av kompakte mangfoldigheter M; pa en slik mate at M; C intM;4,. La M| =
M; U (cl(OM; — OM) x [0,¢€]). Med dette menes at M; er utstyrt med en
kraveomegn i M, hvor € velges slik at M; C M ,. Da er ogsa M = U2, M.
Det fins isomorfi

IZ'_>H]C(MZ'/,61 N Mi/) — Hk(M, 81)

fordi:

surjektivitet: la Yn;o; veere en relativ sykel i M. Bildet av denne er kom-
pakt, sa det er dermed inneholdt i en M.

injektivitet: la Xn;o; veere en relativ sykel i en M/ og anta den er rand
i M. Ved kompakthet er den rand i en M;, dermed representerer den
null 1 li_>mHk(MZ-’,81 N M!).

La &8 = 0,0 M;, 9, = cl(OM; — 33), 8 = 0, 0 M/, 3y = cl(AM! — 3i').

Vi har da et kommutativt diagram

3

Hy (M, dy) ~ lim Hy(M!, 0!

T zTn[Mi’]

lim H"=* (M, (M — M;) U 0p)—Z—s lim H" (M, 85

H?_k(Ma 82)

;
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der den vertikale avbildningen til hgyre er grensen av Poincaré-dualitetene
H" (M, 8) — Hip(M! 3i') som er vist i Hatcher [4] i dette kompakte
tilfellet. Eksisjonsisomorfien H,,(M!, OM!) — H,(M,(M —M;)U0M) avbilder
[M!] pa pn, € Ho(M, (M — M;) UOM), det unike elementet som avbildes pa
en generator for H,(M,(M —z)UdM) for alle z € M;, siden diagrammet

H,(M!,0M!)—=——H,(M,(M — M;) UdM)

Ho (M, (M! = 2) U OM!)—=—H,(M,(M — z) U OM)

kommuterer for x € M;. Ved dualitet kommuterer ogsa diagrammet med
kohomologi. O

Formelen 1 Teorem 3.15 kan brukes som definisjon av Reidemeister-tallet.
I Definisjon 2.2 antok vi at fikspunktene for f var isolerte, for at index(f,z)
skulle gi mening for alle € Fiz(f). Ved a bruke formelen i Teorem 3.15
som definisjon av R(f) har vi ikke lenger bruk for begrepet fikspunktindeks,
sa vi trenger heller ikke anta at fikspunktene for f er isolerte. Formelen for
R(f) kan altsa ses pa som en utvidelse av Definisjon 2.2. En annen fordel med
formelen for R(f) i Teorem 3.15 er at vi lettere kan bevise homotopiinvarians
av Reidemeister-trasen, uten bruk av fikspunktindeksen.

Teorem 3.17. La f; : fo =~ fi : X — X vere en homotopi. Da vil isomor-
fien Ho(Ag,) — Ho(Ay,) indusert av homotopiekvivalensen i Proposisjon 1.10

avbilde R(fo) pd R(f1)

Bevis. La Ap veere rommet Ap = {(¢,1)|¢(1) = fi(4(0))}. Daer A — X xI
den induserte fibrasjonen til X7 — X x X:

(¢,1) Af———XT ¢

L) |

(¢(0),1) XxI——XxX (¢(0), p(1))

(x,t)——(z, fi(x))

Ar inneholder Ag, og Af, som deformasjonsretrakter

10

_ _
RioeAr
0
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31

KJ’1<—KF
ry
hvor rq er gitt ved ro(¢,t ) =¢- (s f1 5) 7f(:l:) S E [0, 1]), og 1 : Ap — Ay,
er gitt ved ri(¢,t) = ¢ (s l—> (1- S)H_S s €
f, ()
(x)

7
f.(9)

N

f.(0

Den sammensatte avbildningen rq, 01¢, er indusert av homotopiekvivalensen
Ag, — Ag, [0 = [¢ fi(6(0))]. Diagrammet nedenfor kommuterer

KF]—F>)N( Xp X

‘| A
Ay,

der jg, 19 og jo er inklusjoner. Vi kan lage et tilsvarende diagram for f;.
Dermed kommuterer fglgende diagram.



Kapittel 4

Utvidelse til endelige
CW-komplekser

I kapittel 3 viste vi en formel for Reidemeister-trasen for avbildninger mellom
kompakte mangfoldigheter. I dette kapitlet gnsker vi a utvide formelen til &
gjelde for endelige CW-komplekser med egenskapen at de kan embeddes som
underkomplekser av R™, der R” er utstyrt med en passende CW-struktur. En-
delige CW-komplekser har egenskapen at de kan embeddes i R"™ som retrakt
av en euklidsk omegn, se Hatcher [4].

La U € H*(E,SE) veere Thom-klassen til en k-diskbunt p : £ — X. La
J:(A,0A) = (X,0X) veere en avbildning. Daer p3(U) € H*(f*(E), Sf*(E))
Thom-klassen til den induserte bunten f*(F) — A

[(B)—"=E
b,
A———X

siden fibrene er homeomorfe.

Lemma 4.1. Diagrammet av induserte bunter ovenfor gir oss kommutativitet
av Thom-isomorfier

P24

Hypi(J*(E), S[*(B))—=Hyu(E, SE)
l—ﬂp;U -nU
Hi([*(B), J*(E)aa) === Hi(E, Eyx)
Hi(A,0A)—— H/(X,0X)

der de vertikale avbildningene er Thom-isomorfiene for de to diskbuntene.

41
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Bevis. Diagrammet kommuterer siden py, (=) N U = py (— N pilU) og ved
naturlighet av homologi.

O

La X veere et CW-kompleks med embedding & : X — R”™ med egenskapen
at det fins en CW-struktur pad R” slik at A(X) er et underkompleks av R™.
La f: X — X vere en avbildning. For en apen omegn N om h(X) med
deformasjonsretrakt r : N — h(X), kan vi definere en utvidelse av f til NV
ved fy : N — N gitt ved fy(z) =10 for,deri:h(X)— N er inklusjonen.
I resten av kapitlet vil vi forkorte Ay, N med A;, for & forenkle notasjonen.

r induserer en isomorfi r, : HO(AfN) — Ho(Af). Dermed kan Reidemeister-
trasen til f defineres som R(f) = r.R(fn) € Ho(Ay).

Teorem 4.2. Definisjonen av R(f) er uavhengig av valg av N og h, det vil si
at for to embeddinger g : X — R” og h : X — R™ og for to valg av omegner
N og M med g(X) C N CR" og h(X) C M CR™ derry: N — g(X) og
rar s M — h(X) er deformasjonsretrakter, s er

rn(R(fn)) = rva(B(fu))

For & bevise Teorem 4.2 trenger vi fglgende to resultater.

Lemma 4.3. La X og 7 vere kompakte n-mangfoldigheter med rand, anta
X CwntZ ogatr: 7 — X er en avbildning slik at 1or ~ id ogr o1 ~ id,
der 1 : X — 7 er inklusjonen. La fx : X — X vere en avbildning og la
fz=10fxor:Z — Z. Da vil isomorfien

Lt HO(KfX) — HO(Kfz)
avbilde R(fx) pd R(fz).

Bevis. Det kommutative diagrammet

L——7

l T

X—X

gir oss homotopiekvivalenser
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og
X7 A
r#

der 14 og r4 er gitt ved komposisjon med ¢ og r hhv. i4 er proper (inversbildet
av en kompakt mengde er kompakt) siden den er inklusjonen av et lukket
underrom: Ay, = ’/T__l(X) er lukket i Ay, = = Y7). La K C Ay, veere
kompakt. Da er K N Ay, lukket i Ay, og i K, dermed er K N Ay, kompakt.
Eksisjonsisomorfiene

H.(Z,7 — intX)%Hn(Z,Z — (intX — 39X x (0, 1)))(%]-&()(, 0X)
gir oss en isomorfi

H, (X, 0X)—2sH,(Z, Z — int X)

Siden diagrammet nedenfor kommuterer, vil fundamentalklassen [Z] avbildes
pa fundamentalklassen [X]:

[Z] [X]
Ho(Z,02)——H,(Z, 7 — int X)«=—H,(X,0X)

Hy(Z,7 — 2) —— H,(Z, 7 — 2)——H,(X,X —z)

der x € int X og alle avbildningene er gitt ved inklusjoner. Fglgende diagram
kommuterer:

[Z]; [Az]

Ho(2,02)—2— S H(Z x 2,7 x 07)

Ho(Z,7 — it X) =25 Ho(Z % 2,7 % (7 — int X))

S

Ho(X,0X)—2—H, (X x X, X x 0X)

[X]s [Ax]
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der de vertikale avbildninger er indusert av inklusjoner. Dermed vil [Ay]
avbildes pa [Ax]. Ved a lgfte deformasjonsretraktene far vi isomorfiene

Hy(Z %z Z,p7(Z x (Z — inlX)))

Ho (7 %0 Z,p7 Y7 x (Z — (int X — X x (0,1)))))
og
Ho(X %7 X, 0)—=— Ha(p™(Z x X),p7'(Z x 0X))

der 9, = p7'(X x 0X). Dessuten har vi eksisjonsisomorfien

Hy(p~H(Z x X),p~'(Z x 0X)))

Ho(Z %, Z,p7 Y7 x (Z — (intX — dX x (0,1)))))

Ved & sette sammen disse tre isomorfiene far vi at

bt Ho(X %7 X,01) = Ho(Z %0 Z,p" Y7 x (Z — int X)))

er en isomorfi. Dermed far vi et kommutativt diagram

[Z] [A]
Hn(j, 07) A Ho(7 % 7,0)
Ho(Z, 7 — int X) =251, (7 %0 7,p=1(Z % (7 — ini X))

og [Az] avbildes pa [Ax] via den hgyre vertikale avbildningen ovenfor som
svarer til den gverste horisontale avbildningen nedenfor:
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Ho(Z %5 2,00)——Ho(Z xr Z,p~(Z % (Z — int X)))=— H,(X x, X,01)
Pl~ ~ Pl=

H™M(Z %5 2,0y —H™Z xn Z,p7 (Z — int X) x Z))—= HY(X x, X,0,)
i* i* i*
H?(Ays,,0As,) = H?(Ay,,0Az,) - H?(Agy, 0Agy)
P~ P|= P~
Ho(Ay,) - Ho(Ay,) Ho(Ayy)

der P star for Poincaré-dualiteten 1 Teorem 3.16. Den midtre vertikale isomor-
flen gverst kan bevises pé_samme métg som Teorem 3.1&. Siden diagiammet
ovenfor kommuterer vil R(fx) € Ho(Ay, ) avbildes pa R(fz) € Ho(Ay,) via
Ty O

Lemma 4.4. La X vere en kompakt n-mangfoldighet med rand, E en kom-
pakt k+n-mangfoldighet med rand, og anta at p : £ — X er en k-diskbunt.
La fx : X — X vere en avbildning og la fr : F — FE vere gitt ved
fule) =10 fx ople), deri: X — E er nullseksjonen. Da vil isomorfien

Lt HO(KfX) — HO(KfE)
avbilde R(fx) pd R(fr).
Bevis. La proj, : F x FF — F vere projeksjon pa forste faktor og la proj, :
E x E — E vere projeksjon pa andre faktor. La tilsvarende pr, : F&E — F
veere projeksjon pa fgrste faktor for den direkte summen av £ med seg selv,

og la pry : B & F — F vere projeksjon pa andre faktor. Da kommuterer
fglgende diagram

EoESEXE
E

fore=1,2.
Vi vil begynne med a sette opp fire diagrammer av induserte bunter
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EoE—"sExE

lpw lp Xid
!

E—2 X xE

der A" = (p x 1d) o A.

Ex E—" g

XxEB—2 X

der py(z,€) = z.

EaE—' L ExE

popﬁl:poprz lp Xp
A

X—X x X

Hvis U € H*(E,SE) er Thom-klassen til p: E — X, sé er projiU € H*(E x
E,SE x F) Thom-klassen til pxid : Ex E — X x E, og *(proj;U) = pr;U
er Thom-klassen til pr, : £ & E — E ved kommentaren fgr Lemma 4.1. Hvis
U* € H*(E x E,S(E x E)) er Thom-klassen til £ x £ — X x X, sa er
*U* € H%(E@E, S(E® FE)) Thom-klassen til & E — X av samme grunn.
Ved Lemma 4.1 vil dermed gvre og nedre kvadrat i diagrammet nedenfor
kommutere.

Hopk(E % E,E x OF) = Hok (B, OF) [E]

—NprojiU | = x| —nprilU

Hoyon(E % E,(SE x E)U (E x 0E))«"—H,401(E & E,0(E & E))

Hoson(E % E,S(E x E) N (E % Egx))+2—Hppou(E & E,0(E & E))

—NUX |~ X | —n*U X

H,(X x X, X x0X)

H,(X,0X) [X]

Ay
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Den hgyre delen av diagrammet med den buede pilen kommuterer opp til et

tegn +1, for la oss starte med et element x € H, 191 (K & E,0(E & F)):

Hyson(E 0 E,0(E® E)—"" H (E® E,E® Esx)—2"2" 1. (X,8X)
—ApriU
Ho 1 (FEGE FESG Esg) P
oo
H,wn(E,OF) — H,(E, Eox)

bildet av = ved de to horisontale avbildningene gverst er

peo pro,(z Ni*U™)

mens ved a ga den andre veien far vi

pe(pry (xNpr*U)NU)

= peopry ((zNpr*U)Npry*U)

px 0 pro (0 (pry*U U pry*U))

pi © pro (x N (% 0 proj,*U U t* o proj,*U))
pi © proy (x N *(proj, U U proj,*U))

pi 0 pro (xNe*(U x U))

= (=) p.opry(zNiU)

Den siste likheten fglger av at U* = (=1)"U x U, der U € H*(E,SE) er
Thom-klassen til £ — X, og U* € H*(E x E,S(E x E)) er Thom-klassen
til E x F — X x X, siden vi for to generelle rom A og B har formelen
(a x b) N (a x B) = (—1)dsB)degla)=deg(e)) (¢ 0 o) x (b N B) for o € H*(A),
B € H*(B), a € HJ(A) og b € H(B), se Bredon [1]|, kap VI. I Bredons

bok er det et annet tegn i1 formelen enn det som er skrevet opp ovenfor.

Dette kommer av at Bredons definisjon av cup-produkt og dermed ogsa av
kryssproduktet a x 3 1 kohomologi avviker med en faktor (—1)(189(")(189(5)
fra definisjonen som fins i Hatcher [4]|, som er den vi bruker her. Thom-
klassen U* er definert ved [E x E]NU* = [X x X]. Formelen ovenfor gir oss
[Ex EIN(UxU) = ([E]x [ENN(U xU) = (=1)*+=D([E]nU) x ([EINV) =
(=1)*[X] x [X] = (=1)*[X x X]. Dette beviser at U* = (=1)*"U x U.
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Dermed vil [X] avbildes pa (—1)¥*[E] ved de tre vertikale avbildningene til
hgyre i diagrammet nederst pa side 46.

Thom-klassen U € H**(E x, [, S(E x, E)) til m: B xy B — X x, X er
gitt ved p*U* der p er overdekningsrommet E x, E — X x, X, siden fiberne
til de to buntene

Ex, B——FExE
X X, X—>p X xX
er de samme. For & forenkle notasjonen definerer vi 9F = p~'(F x JE),

OF = p Y OEXE), 0% = p~ (X x0X) og 95 = p~1(0X x X). Da kommuterer
ogsa fglgende diagram

(=D AL[E] (=) AL[E]
Hoyr(E %, E,0F) = Ho(E X E,E x 0F)
—Np*(proj, *U) —Nproj, *U

Hyppon(E X7 B p~ (SE x E)U0F)—"H,0,(E x E,(SE x BE)U (E x 0F))

Hyioe(E o E,p~ (SE x E)U 0F)—"5H,p01(E x B, S(E x E) U (E x Esx))

-nU |~ x| —nUX
H,(X %, X,0)) p* H,(X x X, X x 9X)
AL[X] ALX]

der proj;U € Hk(E x E,SE x E) og p*projiU € Hk(E X F ,p Y SE x E)).
Dermed vil [Ax] = A, [X] € H, (X x, X,0¥) avbildes pa (—1)*[Ag] =
(=) A[E] € H,(E %, E,dF) ved komposisjonen av de tre vertikale avhild-
ningene til venstre i diagrammet ovenfor. Det gjenstar a vise kommutativitet
av fglgende diagram:



R(fg)
VY P ntk Aoy etk F Y P
HO(AfE> H (AfE7aAfE) Hc (E X Evd2 ) ~
& | —Nj*(p*(proji*U)) —Ui*(p*(projiU)) —U(p*(projil))
_ _ _ _ " . . . .
Hi(R g, S(Rpp)) o HE (R, (O(R gy ) e HE(E %0 Byt (BsX X BB

H(R gy, S(Ap ) HE (R 1 (O(A ) —— HP () %y By 7 (05 ) —— H

—Np*(proj,*U)

niok(E xx E.p Y (SE x E)U 0F)

14
|
]
d

| —Ng*p*projiU x| p* ~ | p*

L P P S P
HO(AfX) ~ Hc (AfxvdAfX) Hc (X ><7r)‘702 ) ~
R(fx)

6V
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I diagrammet pa forrige side star P for Poincaré-dualitet. [Ax] avbildes pa
(—1)]““[AE], sa hvis diagrammet er veldefinert og kommuterer opp til en
faktor (—1)*", s& vil R(fx) avbildes pa R(fg) via de vertikale isomorfier til
venstre i diagrammet, hvor komposisjonen av disse er gitt ved i,. La S(Ay,)
veere sfeerebunten til Ay, — Af,. Daer S(As,) C p~'(SE x E) siden vi har
et kommutativt diagram

(R S(Agp)) —(E x4 E,p ' (SE x E))

¥
(E,SE)— " (E x E,SE x E)
hvor S(A;,) avbildes pa sfeerebunten SE til £ — X siden

P
foﬂ X

er et diagram av induserte bunter. Dermed er j*p*proj,*U € H*(A;,, S(A;,))
og det store diagrammet pa forrige side er veldefinert. Den nedre hgyre delen

Ho (B %, Bym P Hyypor (B xr B, S(F xr ) Un=1(05))
_n[]' I
Hy(E %, B, 771 (0)))
HY(X %, X,0X) o H, (X . X,07)

kommuterer, for la en klasse i H*(X x, X,05) veere representert ved [¢] €
H”()N( X )N(,@QX U ()N( X, X — K)) for en kompakt K. La uf € H2n+2k(E X
E (E Xp B —m~ "(K))U 8(E X E)) veere det unike elementet som avbildes
pa en valgt generator for Hgn_l_gk(E x, E (E x, B — z) U 8(E X E)) for
enhver z € 77! (K), og la U € H*(E x, E,S(F %, E)) veere Thom-klassen
til £ x, 2 — X x, X. Diagrammet kommuterer siden

T (/MmT [6) NU) = m(uf N (*[g] U T))
pie N (U U m[¢])) (siden dimensjonen er jevn)
(E? U) nalg]) = mulug 0 UTN 9]

|
=1
*
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Vi vil ogsa bevise kommutativitet av det nedre venstre kvadratet pa side 49:

Hi(Ayg,, S(KfEV—P HMAy,, m= (0Ayy))
—ﬁj*p*projf‘Ul

La et element i H™(Ay,, @(Efx))_v&re representert ved [¢] € H”(Kix, (K_fx —
K)U0(Agy)). La pic € Ha(Agy, (Mg —K)JO(A ) og pic € Hugr(Agy, (Ago—
pH(K))Ud(Ay,)) veere de unike elementene som avbildes pé en valgt gene-
rator i de lokale homologigruppene om = € K eller 77'(K') hhv. Diagrammet
kommuterer opp til en faktor +1 fordi

P.((pie NP*[@]) N g p*proji U)
= (=)D (uk N p projiU) N [¢]
= (=) ux N[l

Den siste likheten fglger av at j*p*proj,*U er Thom-klassen til Ar, — Ay,
siden vi har et kommutativt diagram

(Rjpy SRy, ——(E % E,p~"(SE x E))

i P
Ty

(E,SE). (Ex E,SE x E)

projq

hvor proj, o I'y = idg og projiopoj =p | Ay, = 7. 751 HY(E,SE) —
H*(A¢,,SA;,) tar Thom-klassen til £ — X pa Thom-klassen til A;, — Ay, ,
siden sistnevnte er den induserte bunten til den fgrste via 7 : fo — X.
Kommutativitet av de andre kvadratene er trivielt.

O

Bevis for Teorem 4.2. La X veere et CW-kompleksogla g : X — R” veere
en embedding slik at g(X) er et underkompleks av R”, der R” er utstyrt med
en passende CW-struktur. La N; og N, veere apne omegner om ¢g(X) i R”
slik at 1+ Ny — g(X) og r2 : Na — ¢g(X) er deformasjonsretrakter. Da vil
N1N N3 inneholde en omegn N3 om g( X) slik at det fins deformasjonsretrakt
r12 + N2 = ¢g(X), ved Proposisjon A.5 i Hatcher [4]. Da vil Lemma 4.3 gi
oss likheter
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E(fl\h) = il*ﬁ(lez)

R(fN2) = iQ*R(lez)

der 7; og i3 er inklusjonene i; : Nig < Nj og 13 : Nig < N,. Vi har at
11 0 113 = J; siden diagrammet av inklusjoner

Ny
J )
71

g(X)Tle

kommuterer. Dette gir oss at r13 >~ (r10j1)0r12 = r10(410419) 0712 ™ 11 011.
Dermed er r1,R(fn,) = r1.(11.B(fny,)) = r12.B(fn,,). Ved et symmetrisk
argument er ogsa ro, R(fx,) = ri2. R(fn,,)-

Antasaat g: X - R"og h: X — R™ er embeddinger. La g x h : X —
R™™ veere gitt ved (g x h)(z) = (g(z),h(z)). La N veere en omegn om g(X)
i R™ og la M veere en omegn om h(X) i R™. Daer N x M en omegn om
(9 x h)(X) i R™™. Betrakt det kommutative diagrammet

X—Lg(X)—2~ N

\lb

N x M

der b er gitt ved b(u) = (u,ipgr 0 h o g™! orn(u)), k er gitt ved k(z) =
(invog(x),imoh(z)), der ri, in, rar 0g iar er deformasjonsretrakt og inklusjon

N
N_ 7 g9(X)
iN

og

M

—

M h(X)
M

La Ey veere en tubuler omegn om b(N) i N x M, denne kan ses pa som en

m-diskbunt 7y : Exy — b(N) = N. Ejs defineres tilsvarende. Da er

E(fEN) = Z*E(fN)
ved Lemma 4.4. Men E(fEN) € Ho(AsEN) og F(fEM) € Ho(AjEn) avbildes
pa samme element i Hy(A;X) ved Lemma 4.3, siden de begge er omegner

om (g x h)(X) i R™™ med (g x h)(X) som deformasjonsretrakt.
0
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