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Ì!Ì«Ë#Î!êQÍÂÎ+Ê3ÍkÑ
ÎðÍÂÒ,Ê,Å!Í¨êÂÍ¨Î«Ñ
É�Ò,Æ�ã;Æ�Ò3Æ�Î«Û�ÆEÛ_ÆgÉ#É�í5Ä±Å!ÆAÑ
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ËµÎfËµÎ
R2 å�éaË�Ê3ÅkÌ=ÍÂÉµà�êÂÍÂÎ³Ñ
É=ß³Í¨È!Î«Þ!ÑÂÒ,à ∂Ω

íªÄ±Å!ÆRÌ«Ò,Í¨ß!É#ÆgÇöÞ�Ë�Ú,Û�È«Ú,Ú,ÆgÞfË#ÎkÊ,Å«ËµÚ
Ì«ÑÂÌ³ÆgÒaËµÚ±Ê3Å!ÆeÆ�ÉµÉµË#Ì�Ê3ËµÛáÆ~ä+È«Ñ&Ê3Ë#Í¨Î�å

−
Þ�Ë#Ü

(K(x)
êÂÒ�ÑÂÞ

p) = g
Ë#Î

Ω,
Ó�ø¨í#ø�Ù

p(x) = 0
Í¨Î

∂Ω.

Ä±Å!Ë�Ú¦ËµÚyÊ,Í·ß=ÆRÜ�ËµÆ�é¦ÆgÞfÑ¨ÚyÑEÌ!Ò3Í
Ê3Í
Ê�à�Ì³Æ®ã;ÍÂÒyÊ,Å!ÆáÌ!Ò3ÆgÚ3Ú,È!Ò,Æ®Ægä+È«Ñ&Ê3Ë#Í¨ÎfËµÎfÌ=ÍÂÒ3ÍÂÈ«ÚyÇLÆgÞ�ËµÈ!Ç Ï³Í&éeå
éaÅ!ÆgÒ,Æ

K
Ê3Å!ÆfÌ=Æ�Ò3ÇLÆgÑÂß!Ë#ÉµË#Ê�àÂå´Ñ
Î«Þ

u = −K gradp
Ê,Å«ÆfæRÑÂÒ3Û�àðÜ¨Æ�ÉµÍ�Û_Ë#Ê�àÂíGÄ±Å!ÆCß=ÍÂÈ!Î³Þ!Ñ
Ò3à

Û_Í¨Î«Þ�Ë#Ê,ËµÍÂÎQËµÚ®Û�Å!Í¨Ú,Æ�Îfã;ÍÂÒ�Ú,Ë#ÇLÌ!ÉµËµÛ�Ë�Ê�àkÍ
ã{Æ_Ð�Ì=Í¨Ú,Ë�Ê3Ë#Í¨Î�í
Ø®ÚbËµÚbÇLÍÂÒ3ÆaÍÂÒªÉµÆgÚ3ÚbÚ(Ê3ÑÂÎ«Þ!Ñ
Ò�Þ^ã;ÍÂÒyÛ�ÍÂÎ+Ê,Ò3ÍÂÉ�Ü¨ÍÂÉµÈ!ÇLÆ�ÇLÆ_Ê3Å!Í�Þ!Ú�å�Û.ã�írã;Í¨ÒªÆ_Ð!Ñ
ÇLÌ!ÉµÆ5÷�ú�å��«å«ø¨ø.ü�å

Ê,Å«ÆkÑ
Î³Ñ
Éµà�Ú,Ë�Úeß³ÆgÉ#Í&éVéaËµÉ#Éyß³ÆQÞ�ÍÂÎ«ÆCß�àðË�Þ�Æ�Î+Ê3Ë�ã;à�ËµÎ!êUÑ
ÎìÆ~ä+È!Ë#Ü&ÑÂÉ#ÆgÎ«Û_ÆCß=Æ_Ê�é¦Æ�ÆgÎëÊ,Å!ÆkÌ!Å�à�Ú(Ë�Û�ÑÂÉ
Ú,Ì«ÑÂÛ�ÆUÕGÖb×�Ø ÇLÆ_Ê,Å«Í�Þ Ñ
Î«ÞþÑóÌ!Ò,Í¨Ì³ÆgÒfÇLË#Ð�Æ~Þ ñ«Î!Ë#Ê,ÆðÆ�ÉµÆ�ÇLÆ�Î+ÊQÇ·Æ�Ê,Å!Í�Þoå®È«Ú(ËµÎ!ê ÑóÚ(Ì=ÆgÛ�Ë�ñ=Û
Î�È!ÇLÆ�Ò3ËµÛgÑ
É±ËµÎ¨Ê3Æ�ê¨Ò3Ñ
Ê,ËµÍÂÎóÒ3È!ÉµÆOÑÂÎ«Þóß«Ò,Í��ÂÆ�Î ��Ñ�Ü�ËµÑÂÒ(Ê1#�Ä±Å!Í¨ÇAÑÂÚ^Ú,Ì«Ñ¨Û_ÆÂíòî0Îôã�Ñ¨Û.Ê~åªÊ,Å«ÆQÌ«Ò,Í¨Ì³ÆgÒ
ÇLË�Ð�Æ~Þáñ«Î!Ë#Ê,ÆyÆ�ÉµÆ�ÇLÆ�Î+Ê�ÇLÆ�Ê,Å!Í�Þ^ÑÂÎ«ÞTÊ,Å«ÆyÎ�È!ÇLÆ�Ò3Ë�Û�Ñ
É+ä+È«ÑÂÞ�Ò�Ñ&Ê3È!Ò3Æ´Ò,È!ÉµÆbÑÂÒ,ÆbÞ!Æ�Ò3Ë#Ü¨ÆgÞáËµÎ ý ÆgÛ_Ê,ËµÍÂÎ«Ú
� Ñ
Î«Þ·ù!å&ËµÎ«Þ�ÆgÌ³ÆgÎ«Þ�Æ�Î+Ê3É#à5ÍÂã=ÑÂÎ+àeÒ3Æ�É�Ñ&Ê3Ë#Í¨ÎeÊ,ÍeÑÂÎEÕGÖb×�Ø ÇLÆ_Ê3Å!Í�Þoí´Ä±Å!Æ¦ÇLÑÂË#Î·Æ�Ò3Ò3ÍÂÒIÆ~Ú�Ê3Ë#ÇAÑ
Ê,ÆgÚ
ã;ÍÂÒbÊ,Å!Ë�ÚªÇLË#Ð�ÆgÞAÇLÆ_Ê3Å!Í�ÞCÑ
Ò3ÆaÆgÚ(Ê3ÑÂß!ÉµËµÚ,Å!ÆgÞLËµÎ ý Æ~Û.Ê3Ë#Í¨Î �«írî0Î ý ÆgÛ_Ê,ËµÍÂÎfúáé¦Æ�Ì!Ò3ÆgÚ,Æ�Î+ÊbÎ�È!ÇLÆgÒ,Ë�Û�ÑÂÉ
Ò3ÆgÚ,È!É�Ê�ÚLéaÅ!Ë�Û�Å Ú,Å!Í&é�Ú·Ê3Å!ÆÔÑÂÞ�Ü&ÑÂÎ¨Ê�Ñ
ê¨ÆQÍÂãRÊ3Å!ÆGÇLÆ_Ê3Å!Í�Þ Þ!ËµÚ3Û_È«Ú3Ú,ÆgÞ Å!Æ�Ò3ÆGÛ_Í¨Ç·Ì³Ñ
Ò3ÆgÞôÊ,ÍëÊ,Å«Æ
Ò3Æ_ã;Æ�Ò3Æ�Î³Û_ÆAÚ(Ì³ÑÂÛ_ÆAÞ�ÆgÒ,ËµÜÂÆ~ÞõÇ·Æ�Ê,Å!Í�ÞëÑ
Î³Ñ
Éµà+âgÆgÞðË#Î�÷µø�ÿ~ü�ífÄ±Å«Æ�Î�å�ñ«Î«ÑÂÉ#ÉµàUËµÎìÑ
ÎìØ�Ì!Ì=Æ�Î³Þ�Ë�ÐëÍÂÈ«Ò
ÇLË�Ð�Æ~ÞQñ«Î!Ë#Ê,Æ5ÆgÉ#ÆgÇ·ÆgÎ+Ê®ÇLÆ_Ê,Å«Í�ÞOË�Ú®Ú,Å!Í&éaÎQÊ,Ífß³Æ5Æ~ä+È!Ë#Ü&ÑÂÉ#ÆgÎ¨ÊaÊ3ÍAÊ,Å«Æ5Ì!Å�à�Ú(Ë�Û�ÑÂÉIÚ(Ì³ÑÂÛ_Æ5Þ!Æ�Ò3Ë#Ü¨ÆgÞ
ÕGÖb×�Ø ÇLÆ�Ê,Å!Í�ÞQÌ!Ò3ÍÂÌ=Í¨Ú,ÆgÞkÍÂÒ3Ë#ê¨Ë#Î«ÑÂÉ#ÉµàAËµÎõ÷ � ü�í

��º ]á½�����Ã	�óÃ�»�
�½&Ã���
 º���Æ�Ê
L2(E)

Þ�ÆgÎ!Í
Ê3ÆQÊ,Å!ÆÔÚ3ä+È«Ñ
Ò3Æ��IÆ�ß=ÆgÚ,êÂÈ!Æ�Ý�ËµÎ+Ê,ÆgêÂÒ�Ñ
ß!ÉµÆfã;È«Î«Û.Ê3Ë#Í¨Î
ÍÂÎÔÊ,Å!ÆLÞ�ÍÂÇAÑÂË#Î

E ⊂ R2 éaË�Ê3ÅUËµÎ!Î!Æ�Ò,Ý�Ì!Ò,Í�Þ�È³Û.Ê (· , ·)E
Ñ
Î³ÞGÎ!ÍÂÒ3Ç

‖ · ‖E = (· , ·)
1/2

E

íTî�ã
EÆgä+È«ÑÂÉµÚ�Ê,Å!ÆLÞ�Í¨ÇLÑÂË#Î

Ω
Í
ãEÓ(øÂíµø~ÙaËµÎ+Ê,Ò3Í�Þ�È«Û_Æ~ÞÔÑ
ß=Í&ÜÂÆ5Ê,Å!Æ·Ú(È!ß³Ú,Û�Ò,ËµÌ�ÊRéaËµÉµÉ�ß=Æ·Þ!Ò,Í¨Ì!Ì³Æ~ÞoíRØ®ÉµÚ,Í«å

ÉµÆ_Ê
H1(E)

Þ�ÆgÎ!Í
Ê3ÆEÊ3Å!Æ ý Í¨ß³Í¨É#ÆgÜUÚ(Ì³ÑÂÛ_ÆLÍÂãbñ«Ò�Ú�ÊeÍ¨Ò3Þ�ÆgÒeÞ�Ë���Æ�Ò3Æ�Î+Ê3ËµÑÂß!É#Æ·ã;È!Î³Û.Ê,ËµÍÂÎ³ÚeË#Î
L2(E)

å
éaË#Ê,ÅOÎ!ÍÂÒ3Ç

‖q‖1,E = (‖q‖2
E + |q|21,E)1/2,

Ñ
Î³ÞféaË#Ê,ÅQÊ,Å«Æ5ÑÂÚ3Ú(Í�Û_Ë�Ñ&Ê3ÆgÞQÚ(ÆgÇLË#Î!Í¨Ò,Ç

|q|1,E = ‖ gradq‖E .

Ä±Å!Æ5Ú,Ì«ÑÂÛ�Æ

H(div; E) = {v ∈ (L2(E))2 : div v ∈ L2(E)},

Ë�Ú±Ægä+È!ËµÌ!Ì³Æ~ÞOéaË�Ê3ÅQÊ,Å!ÆeÎ!Í¨Ò,Ç

‖v‖div,E = (‖v‖2
E + ‖ div(v)‖2

E)1/2.

Ø�É�Ú,Í«å
ÉµÆ_Ê
Pk

ß³ÆaÊ3Å!Æ�Ú,Æ_Ê´Í
ã�Ì³Í¨É#à�Î!Í¨ÇLËµÑÂÉµÚ{ÍÂã=Þ�ÆgêÂÒ3Æ�Æ
k
í{Ä±Å!ÆaÌ³ÆgÒ,ÇLÆ~Ñ
ß!ËµÉ#Ë#Ê�à

K
Ë�Ú´ÑTÚ,à�ÇLÇ·Æ�Ê,Ò3ËµÛ

Ê,ÆgÎ«Ú,ÍÂÒeéaÅ!Ë�Û�ÅëËµÚeÈ«Î!Ë�ã;Í¨Ò,ÇLÉµàUÌ=Í¨Ú,Ë�Ê3Ë#Ü¨ÆCÞ�Æ_ñ³Î!Ë�Ê3ÆCËµÎ
Ω
íkî0Îõã�ÑÂÛ.Ê~å�Ë#Ê^Ë�Ú5Ñ
ÎëËµÇLÌ³Í¨Ò(Ê�Ñ
Î+Êáã;ÆgÑ&Ê3È!Ò3Æ

Í
ã±Ò3ÆgÚ,Æ�Ò3ÜÂÍÂËµÒáÚ(ËµÇ^È!É�Ñ&Ê3Ë#Í¨ÎUÊ3Å«Ñ&Ê
K

Ë�Ú5ÑÂÉ#ÉµÍ&éyÆ~ÞGÊ3ÍGß³ÆfÞ!ËµÚ3Û_Í¨Î¨Ê3Ë#Î�È!Í¨È«ÚgåIÑ
Î«Þõß=Í
Ê3ÅðÊ3Å!ÆCÕGÖb×�Ø
ÇLÆ_Ê3Å!Í�ÞìÑ
Î«ÞõÊ3Å!ÆCÇLË�Ð�Æ~Þõñ«Î!Ë#Ê,ÆCÆgÉ#ÆgÇ·ÆgÎ+Ê^ÇLÆ_Ê,Å«Í�ÞìÑ¨Þ!Ñ
Ì!Ê5Ê,ÍOÊ3Å!ËµÚEÛ�Ñ¨Ú(Æ¨í �®Í&éyÆgÜÂÆ�Ò~åoã;Í¨Ò5Ê,Å«Æ
Û_Í¨Î�ÜÂÆ�Ò3êÂÆgÎ«Û_ÆQÑ
Î«ÑÂÉ#à�Ú,ËµÚ·Ì!Ò3ÆgÚ,Æ�Î+Ê3ÆgÞòË#Î Ê,Å«ËµÚLÌ«ÑÂÌ³ÆgÒAéyÆGÎ«Æ�ÆgÞôÊ,Å«ÆÔÛ_ÍÂÇLÌ=ÍÂÎ!ÆgÎ+Ê3ÚLÍ
ã

K
Ê,Íìß=Æ

�



x1

x2

x3

x4

FE
EÊ

x̂1 x̂2

x̂3x̂4

���������	��
~x
�������������
FE ����� � Ê

����� � E  

C1(Ω̄)
åIÑÂÎ«ÞGÊ3Å!ÆAæRÑÂÒ3Û�àGÜÂÆgÉ#Í�Û_Ë#Ê�àOËµÚeÑ¨Ú,Ú,È!ÇLÆgÞÔÊ,ÍOÚ,Ñ
Ê,Ë�Ú�ã;à

u ∈ (H1(Ω))2
íEÄ±Å!Ë�ÚTÒ,ÆgêÂÈ!É�Ñ
Ò3Ë#Ê�à

Ë�ÚCã;Í¨ÒfÆ_Ð!ÑÂÇ·Ì«É#ÆÔÆgÎ«Ú,È!Ò,Æ~Þ�Ë#ãeÊ,Å!ÆõÞ�ÍÂÇAÑ
ËµÎ
Ω
Ë�ÚkÛ�ÍÂÎ�ÜÂÆ�Ð�åaÑÂÎ«Þ

g ∈ L2

íYî0Î Ú,Ì=ÆgÛ_Ë�Ñ
ÉTÛ�Ñ¨Ú(Æ~Ú
Þ�Ë�Ú,Û�ÍÂÎ+Ê,ËµÎ�È!ÍÂÈ³ÚCÛ_Í�Æ�!CÛ�Ë#ÆgÎ¨Ê�ÚfÚ(Ê,ËµÉ#ÉTêÂËµÜÂÆÔÚ,ÍÂÇLÆUÚ,ÇLÍ�Í
Ê,Å«Î!ÆgÚ3ÚAÍ
ãeÊ3Å!ÆðÚ,ÍÂÉµÈ�Ê3Ë#Í¨Î�åaÑ
Î«Þ ã;Í¨ÒfÚ,È«Û�Å
Û�Ñ¨Ú(Æ~Ú¦Ò,ÆgÉµÑ
Ð�Æ~ÞkÚ,ÇLÍ�Í
Ê,Å«Î!ÆgÚ3ÚaÛ_Í¨Î«Þ�Ë#Ê,ËµÍÂÎQÍÂÎkÊ,Å!ÆeÌ=Æ�Ò3ÇLÆgÑ
ß«Ë#ÉµË�Ê�àfËµÚ�ÑÂÉ#ÉµÍ&é¦ÆgÞoí

��Æ�Ê
{Th}

Þ�ÆgÎ!Í
Ê3ÆyÑ®ã�Ñ
ÇLË#ÉµàeÍ
ã³Ì«Ñ
Ò,Ê,Ë#Ê,ËµÍÂÎ«Ú�Í
ã
Ω
Ë#Î+Ê,Íáä+È«ÑÂÞ!Ò,ËµÉµÑ
Ê,ÆgÒ3ÑÂÉ¨Ú,È!ß=Þ!ÍÂÇAÑ
ËµÎ«Úgå&ÍÂÒ{Û_Æ�ÉµÉ�Ú�å

éaÅ!ÆgÒ,Æ
h
Ë�ÚeÊ3Å!ÆAÇAÑ&Ð�ËµÇ^È!Ç Æ�ÉµÆ�ÇLÆ�Î+Ê5Æ~Þ�êÂÆ¨í 'õÆCéaË#ÉµÉyÑ¨Ú,Ú,È!ÇLÆ·Ê,Å«Ñ
Ê5Ê,Å«ÆAã�Ñ
ÇLËµÉ#àõËµÚ5Ò,ÆgêÂÈ!É�Ñ
Ò~å

Û.ã�í�÷µø � åªÌ«Ñ
ê¨Æ � �¨û4# � ��ÿ~ü�åIË�í Æ¨íóÑ
ÉµÉ¦Û�Æ�ÉµÉµÚLÑ
Ò3ÆfÛ�ÍÂÎ�ÜÂÆ�Ð�å{Ê3Å!ÆOÑ
Î!ê¨É#Æ~Ú^Ñ
Ò3ÆfÈ«Î!Ë�ã;Í¨Ò,ÇLÉµàìß³Í¨È!Î«Þ�Æ~Þ
Ñ�é±Ñ�àUã;Ò3ÍÂÇ âgÆ�Ò3ÍõÑÂÎ«Þ

π
å¦Ñ
Î«ÞóÊ,Å!ÆOÒ�Ñ&Ê,ËµÍUß=Æ_Ê�é¦Æ�ÆgÎóÊ3Å!ÆOÉ#ÆgÎ!ê
Ê3ÅôÍ
ãRÊ,Å!ÆGÚ,ÇAÑ
ÉµÉ#Æ~Ú�Ê·ÆgÞ�ê¨ÆQÑÂÎ«Þ

Ê,Å«Æ^Þ�Ë�Ñ
ÇLÆ_Ê3Æ�ÒaÍ
ã{Ê3Å!Æ5Û_ÆgÉ#É�ËµÚaÈ«Î!Ë�ã;Í¨Ò,ÇLÉµàfß=ÍÂÈ!Î³Þ�ÆgÞkã;Ò3ÍÂÇ ß=Æ�ÉµÍ&éeíyØRÚ,Ú,È!ÇLÆáã;È!Ò,Ê,Å!ÆgÒaÊ,Å³Ñ&Ê®Æ~ÑÂÛ�Å
ËµÎ¨Ê3Æ�Ò3Ë#Í¨Ò±ÜÂÆ�Ò,Ê,Æ�ÐfÍ
ã

Th
ÇLÆ�Æ�Ê3Ú±ã;Í¨È!Ò�Û_ÆgÉ#É�Ú�íª×rËµÎ«Ñ
ÉµÉµàÂå!Þ�ÆgÎ!Í
Ê3ÆáÊ,Å!Æ5Ú,Æ_ÊaÍ
ã{ÆgÞ!êÂÆgÚ¦ÍÂã

Th
ß�à

Eh
í

î0ÎUÍ¨Ò3Þ!Æ�Ò�Ê3ÍQÞ!Æ_ñ«Î!Æ^Ê,Å!Æ·Ì!Ò3ÍÂÌ=Æ�ÒRñ«Î!Ë#Ê,Æ·Æ�ÉµÆ�ÇLÆ�Î+ÊáÇLÆ_Ê,Å«Í�ÞUß³ÆgÉ#Í&é é¦Æ^Î«Æ�ÆgÞÔÊ,ÍQË#Î+Ê3Ò,Í�Þ�È«Û�Æ
Û_ÆgÒ(Ê�Ñ
ËµÎeñ«Î!Ë#Ê,ÆaÞ�ËµÇLÆ�Î«Ú,ËµÍÂÎ«ÑÂÉÂã;È!Î³Û.Ê,ËµÍÂÎLÚ,Ì«ÑÂÛ�ÆgÚgí�î0ÎEÌ³Ñ
Ò,Ê,Ë�Û_È!É�Ñ
Ò~å�éyÆ¦Ú(Å«ÑÂÉ#É�ËµÎ+Ê,Ò3Í�Þ!È«Û_Æ¦ÑRÚ,È!ß«Ú,Ì«ÑÂÛ�Æ
Í
ã

H(div)
éaÅ!Ë�Û�ÅkÛgÑ
ÎQß³ÆáÒ3Æ_ã;Æ�Ò3Ò3ÆgÞAÊ3ÍAÑÂÚ±ÑLÚ(Ì!ÉµË#Ê(Ê,ËµÎ!êLÍ
ã�Ê,Å!ÆáÉµÍ&éyÆ~Ú�Ê±ÍÂÒ�Þ�ÆgÒC�®Ñ�Ü+Ë�Ñ
Ò,Ê(Ý0Ä±Å!Í¨ÇLÑ¨Ú

Ú,Ì«ÑÂÛ�ÆTÍ&Ü¨Æ�ÒaÑLä+È«ÑÂÞ�Ò3ËµÉµÑ
Ê,Æ�Ò�Ñ
É�í
��º�¹=º"! À 
!¿�½&Ã��	
�¼ �+½�
 ��
 ºá×!ÍÂÒ¦Ñ
Î�àLä¨È³ÑÂÞ�Ò3Ë#É�Ñ&Ê3Æ�Ò�Ñ
É«Ú,È!ß�Þ�ÍÂÇAÑÂË#ÎCé¦Æ�éaËµÉ#É=È�Ê3Ë#ÉµË#âgÆRÑ^ß!Ë#ÉµËµÎ!ÆgÑÂÒ

ÇAÑ
Ì!Ì«Ë#Î!ê
F = FE : Ê → E

éaÅ«ËµÛ�Å ËµÚfÚ(ÇLÍ�Í
Ê3Å ÑÂÎ«ÞôËµÎ�ÜÂÆgÒ(Ê3Ë#ß!ÉµÆÂå±Ú,Æ�ÆG×rË#ê¨È!Ò,Æ � íµøÂí�Ä±Å!Æ
Ò3Æ_ã;Æ�Ò3Æ�Î³Û_Æ^Ú,Ì«ÑÂÛ�Æ

Ê = (0, 1) × (0, 1)
Ë�Ú�Ê3Å!Æ·È!Î!Ë#ÊTÚ3ä¨È³Ñ
Ò3ÆÂí �IÆ_Ê

xi = (xi, yi)
å
i = 1, 2, 3, 4

å
ß=ÆkÊ3Å!ÆQã;ÍÂÈ!ÒAÜ¨Æ�Ò,Ê,Ë�Û_Æ~ÚEÍÂã

E
Ë#Î Û_Í¨È!Î+Ê,Æ�Ò�Û_ÉµÍ�Û���éaËµÚ,ÆkÞ�ËµÒ3ÆgÛ.Ê3Ë#Í¨ÎòÑ¨ÚAÚ(Å!Í&éaÎòË#Î ×rË#ê¨È!Ò3Æ � í#ø¨íôî�ã

xij = (xi − xj)
Ê,Å«ÆáÊ,Ò�Ñ
Î«Ú(ã;ÍÂÒ3ÇAÑ&Ê,ËµÍÂÎ

F
Ê�Ñ��ÂÆ~Ú¦Ê,Å!ÆTã;Í¨Ò,Ç

F (x̂, ŷ) = x1 + x21x̂ + x41ŷ + (x32 − x41)x̂ŷ
Ó � íµø~Ù

ã;ÍÂÒ
(x̂, ŷ) ∈ Ê

í Ä±Å«Æ &+ÑÂÛ�ÍÂß!Ë�Ñ
ÎòÇAÑ&Ê,Ò3Ë#ÐôÍ
ã
F
ËµÚAÞ!Æ�Î!ÍÂÊ,ÆgÞ

D = DE
Ñ
Î«Þ

J = JE
Ê,Å«Æ

&+ÑÂÛ_Í¨ß!Ë�Ñ
ÎfÍÂã�Ê3Å!ÆáÇAÑ
Ì!Ì!ËµÎ!ê³í
Ø ÍÂÒ,Ê,Å«ÍÂêÂÍ¨Î«Ñ
É+Ò3Æ_ã;Æ�Ò3Æ�Î³Û_Æ±Ú(Ì«Ñ¨Û_Æ±Ë�ÚªÑTß«ÑÂÚ,ËµÛ¦ÑÂÚ3Ú,È!ÇLÌ�Ê,ËµÍÂÎ·Ë#Î·Ê3Å!Æ�Û_Í¨Î«Ú�Ê3Ò,È³Û.Ê,ËµÍÂÎEÍ
ã ��Ñ�Ü�ËµÑÂÒ(Ê,Ý

Ä±Å!Í¨ÇLÑ¨ÚbÆgÉ#ÆgÇLÆ�Î+Ê3Ú¦ÍÂÎkä¨È³ÑÂÞ�Ò3Ë#É�Ñ&Ê3Æ�Ò�Ñ
É³êÂÒ3ËµÞ!Úgí´Ø®Ú¦éaËµÉ#É�ß=ÆTÚ,Å!Í&éaÎ�å�é¦Æ®Ò3Æ�É�Ñ&Ê,Æ®Ê,Å!ÆáÇLË#Ð�Æ~ÞAñ«Î«Ë�Ê3Æ
Æ�ÉµÆ�ÇLÆgÎ¨ÊaÇLÆ_Ê3Å!Í�Þfß³ÑÂÚ,ÆgÞCÍ¨ÎQÚ,È«Û�ÅQÑ^Ò3Æ_ã;ÆgÒ,ÆgÎ«Û_ÆTÇAÑ
Ì!Ì!ËµÎ!êLÍÂÎ+Ê3Í·Ñ·Ú,ä+È«ÑÂÒ,ÆRÒ,Æ�ã;Æ�Ò3Æ�Î«Û�ÆTÚ,Ì«Ñ¨Û_ÆÂå+Ê3Í
ÕGÖb×�Ø Þ!Æ�Ò3Ë#Ü¨ÆgÞkéaË�Ê3Å!ÍÂÈ�ÊaÊ3Å!Ë�ÚaÇAÑ
Ì!Ì!ËµÎ!ê³í

î�ã
v̂
Ë�ÚkÑìÜ¨ÆgÛ_Ê,ÍÂÒCñ«Æ�É�Þ�ËµÎ

H(div, Ê)
å®Þ�Æ�ñ«Î!ÆõÑóÜÂÆ~Û.Ê3ÍÂÒAñ«ÆgÉµÞ

v
ÍÂÎ

E
ß�àòÊ,Å!ÆðÖªË#Í¨ÉµÑ

Ê,Ò�Ñ
Î³Ú�ã;Í¨Ò,Ç
P = PE

å!Ë�í Æ¨í

v(x) = P v̂(x) =
1

J
Dv̂ ◦ F−1(x).

Ä±Å!ÆgÎ ∫

E div v q dx =
∫

Ê
div v̂ q̂ dx̂

ã;Í¨Ò�Ñ
ÉµÉ
q ∈ L2

éaÅ«Æ�Î
q̂ = q ◦ F

íªÄ±Å!ÆgÒ,Æ�ã;ÍÂÒ3ÆÂå

div v̂ = J div v
Ó � í � Ù

Ñ
Î³Þ
∫

e

v · n ds =

∫

ê

v̂ · n̂ dŝ,

éaÅ!ÆgÒ,Æ
s
ÑÂÎ«Þ

ŝ
Þ�Æ�Î!ÍÂÊ,Æ®Ê,Å!ÆTÑ
Ò�ÛaÉ#ÆgÎ!ê
Ê3ÅfÑ
ÉµÍÂÎ«êeÊ,Å!ÆRÆgÞ�ê¨ÆgÚ

e
ÑÂÎ«Þ

ê
å+Ò3ÆgÚ,Ì=ÆgÛ.Ê3Ë#Ü¨Æ�ÉµàÂå+éaË�Ê3Å

n
Ñ
Î«Þ

n̂
Ñ¨Ú¦Ê,Å!ÆeÈ«Î!Ë�Ê�Î«ÍÂÒ3ÇLÑÂÉ�ÜÂÆgÛ_Ê,Í¨Ò3Úgå�Û.ã�í�÷µø�#�ü�í

3



æRÆ_ñ«Î!Æ·Ê3Å!Æ·ÑÂÎ«Ñ
ÉµÍÂêkÒ,Æ�ã;Æ�Ò3Æ�Î«Û�Æ^Ì=Æ�Ò3ÇLÆgÑ
ß«Ë#ÉµË�Ê�àÔÑ¨Ú
K̂ =

&
D−1KD−T . � ÍÂÊ,ÆEÊ,Å«Ñ
Ê K̂

ËµÚ
Ú,à+ÇLÇLÆ_Ê3Ò,Ë�ÛQÌ³Í+Ú(Ë#Ê,ËµÜÂÆOÞ�Æ�ñ«Î!Ë#Ê,ÆÔÑ
Î³Þôß=ÍÂÈ!Î³Þ�ÆgÞôã;Ò,Í¨ÇhÑ
ß=Í&ÜÂÆOÑ
Î³Þôß=Æ�ÉµÍ&éöËµÎ«Þ�Æ�Ì=Æ�Î³Þ�Æ�Î+ÊCÍ
ã

h
í

� Í&é

K̂
−1

= J−1DT K−1D

Ñ
Î³Þ

(K−1u, v)E = (J K−1 1

J
Dû,

1

J
Dv̂)Ê = (K̂

−1
û, v̂)Ê .

Ä±Å!Æ·ÇAÑ&Ê,Ò3Ë#ÐQñ³Æ�É�Þ
K̂

ÆgÇ^ß=Í�Þ�Ë#Æ~ÚTß³ÍÂÊ,ÅÔÊ3Å!Æ·Ì³ÆgÒ,ÇLÆgÑÂß!ËµÉ#Ë#Ê�àGÑ
Î«ÞÔÊ,Å!ÆLÚ(Å³Ñ
Ì=Æ^Í
ãbÊ,Å!ÆLÛ_ÆgÉ#É�Ú�åoÑÂÎ«Þ
éaËµÉ#Éoß=Æ5Ñ
ÎQÆgÚ3Ú(ÆgÎ+Ê,Ë�Ñ
É=ã�ÑÂÛ_Ê,ÍÂÒaËµÎkÊ,Å!Æáã;È!Ò,Ê,Å«Æ�Ò�Þ�Ë�Ú,Û�È«Ú3Ú(ËµÍÂÎ«Ú±ÑÂÎ«ÞfÒ3ÆgÚ,È!É#Ê3Úgí{î�ã

K̂
Ë�ÚaÞ�ËµÑÂêÂÍ¨Î«Ñ
É=Ê,Å«Æ

êÂÒ3Ë�ÞfË�Ú±È«Ú,È«Ñ
ÉµÉ#àfÒ,Æ�ã;Æ�Ò3Ò,Æ~ÞCÊ3ÍLÑ¨ÚaÑ
K
#+Í¨Ò(Ê3Å!ÍÂê¨ÍÂÎ«ÑÂÉ«ê¨Ò,Ë�Þoí ý ËµÎ«Û_Æ

D =

[

xx̂ xŷ

yx̂ xŷ

]

= [x21 + ωŷ, x41 + ωx̂]
�����
= [ξ1(ŷ), ξ2(x̂)],

Ó � í ù¨Ù

éaË#Ê,Å
ω = (x32 − x41)

å!éyÆáÅ«Ñ�Ü¨Æ

K̂
−1

=
1

J

[

ξT
1 (ŷ)K−1ξ1(ŷ) ξT

1 (ŷ)K−1ξ2(x̂)

ξ
T
2 (x̂)K−1ξ1(ŷ) ξ

T
2 (x̂)K−1ξ2(x̂)

]

,
Ó � í ��Ù

éaÅ!ÆgÒ,ÆTÊ,Å«Æ@&¨Ñ¨Û_ÍÂß«ËµÑÂÎfË�Ú±êÂËµÜÂÆ�ÎQß�à

J =(x21y41 − x41y21) + (x21(y32 − y41) − (x32 − x41)y21)x̂

+ ((x32 − x41)y41 − x41(y32 − y41))ŷ.

Ó � í ú¨Ù

� Î«É#Æ~Ú,Ú¦Ê3Å!ÆeêÂÒ3ËµÞQÛ_Í¨Î«Ú,ËµÚ(Ê3Ú±ÍÂãrÌ«ÑÂÒ3ÑÂÉ#ÉµÆ�ÉµÍÂê¨Ò3ÑÂÇ Û�Æ�ÉµÉµÚgå
J
ÑÂÎ«Þ

D
éaËµÉµÉoÎ!Í
Ê�ß=Æ5Û_Í¨Î«Ú�Ê�Ñ
Î+Êgí

Ä±Å!ÆQêÂÒ3ËµÞ«Ú^Ë�ÚLÚ,ÑÂËµÞëÊ3Íðß=Æ
h2 ���
	�� 
������ ÍÂÒLÑÂÚ,à�Ç·Ì!Ê,Í
Ê3ËµÛfÌ«Ñ
Ò�Ñ
ÉµÉµÆ�ÉµÍÂêÂÒ�Ñ
Ç êÂÒ3ËµÞ«Ú�å´Ë#ã�Ê,Å«Æ�Ò3Æ

Æ_Ð�Ë#Ê3ÚaÑAÛ�ÍÂÎ«Ú(Ê3ÑÂÎ¨Ê
c
å!ËµÎ«Þ�ÆgÌ³ÆgÎ«Þ�ÆgÎ¨Ê�ÍÂã

h
å!Ú,È«Û�ÅQÊ,Å«Ñ
Ê

|Fx̂ŷ| = |ω| ≤ ch2.

Ä±Å!Ë�Ú5ÑÂÚ3Ú,È!ÇLÌ�Ê,ËµÍÂÎëË�Ú5ÆgÚ3Ú,Æ�Î+Ê,Ë�Ñ
É{ã;Í¨ÒeÊ,Å!ÆfÌ!Ò,ÆgÜ�Ë#Í¨È«Ú5Ñ
Î³Ñ
Éµà�Ú,Ë�ÚáêÂËµÜÂÆ�ÎõËµÎ�÷#ø&ÿgü�årß!È�ÊEéaË#ÉµÉbÎ!ÍÂÊ^ß=Æ
ÑÂÚ3Ú,È!ÇLÆgÞ·Å!Æ�Ò3ÆÂírî0Î«Ú(Ê,Æ~ÑÂÞLé¦ÆaÎ!Æ�Æ~ÞAÑeÉ#Æ~Ú,ÚªÒ,Æ~Ú�Ê3Ò,Ë�Û.Ê3Ë#Ü¨Æ�Û_ÍÂÎ³Þ�Ë�Ê3Ë#Í¨ÎLÍÂÎLÊ,Å«Æ®Ú1�¨Æ�éaÎ!Æ~Ú,Ú{ÍÂã�Ê,Å!Æ®Û�Æ�ÉµÉµÚ
È!Î!Ë#ã;ÍÂÒ3ÇLÉ#à^ÍÂÎ

Th
í{Ä±Å!Ë�ÚªÛ_Í¨Î«Þ�Ë#Ê,ËµÍÂÎ·ËµÚbÞ�Æ_ñ«Î«ÆgÞ·ß³ÆgÉ#Í&éòË#Î ý Æ~Û.Ê3Ë#Í¨ÎLù«í ù«í��TÆgÎ!Æ�Ò�Ñ
É!ä+È«Ñ¨Þ�Ò,ËµÉ�Ñ&Ê,ÆgÒ3ÑÂÉ

êÂÒ3Ë�Þ!Ú´éaË#Ê,Å!Í¨È�Ê¦ÑÂÎ+à·ÑÂÚ,à�Ç·Ì!Ê,Í
Ê3ËµÛ±Ò3Æ_ñ³Î!Æ�ÇLÆ�Î+ÊyÛ�ÍÂÎ«Þ!Ë�Ê3Ë#Í¨ÎAÍÂÎ
Th
Ë�ÚªÒ3Æ_ã;ÆgÒ,Ò3ÆgÞEÊ3Í^ÑÂÚ � �A�
	��
	�������� í

�Iº H�� �GXZÃ�� ��¿ W�¾«½��õÀ �	
�¼gÃ�¾³»ò¾��aXY]eW d ºáî0Î¨Ê3Ò,Í�Þ�È³Û_ÆRÊ,Å!ÆáÈ!Î ��Î!Í&éaÎQÜÂÆgÉ#Í�Û�Ë�Ê�à
u =

−K gradp
éaÅ!Ë�Û�ÅfÉµÆgÑ¨Þ!Ú´Ê3ÍEÑ5ÇLË#Ð�ÆgÞAã;Í¨Ò,ÇEÈ!É�Ñ&Ê,ËµÍÂÎAÍÂã�Ægä+È«Ñ
Ê,ËµÍÂÎUÓ(øÂíµø~Ù.í{Ø éyÆ~Ñ��Eã;ÍÂÒ3Ç^È!É�Ñ&Ê3Ë#Í¨Î

Í
ãaÓ�ø¨í#ø�Ù¦Û�Ñ
ÎkÊ,Å«Æ�ÎOß³ÆáÊ3Å!ÆeÌ!Ò3ÍÂß!ÉµÆ�Ç Í
ãrñ«Î«Þ�ËµÎ!ê
(u, p) ∈ H(div) ×L2

Ú(È³Û�ÅfÊ3Å«Ñ&Ê

(K−1u, v) − (p, div v) = 0,

(div u, q) = (g, q),

ã;Í¨Ò�Ñ
ÉµÉ
v ∈ H(div),

ã;Í¨Ò�Ñ
ÉµÉ
q ∈ L2,

Ó�ù«í#ø�Ù

éaÅ!ÆgÒ,Æ
g
Ë�Ú±ÑÂÚ3Ú(È«Ç·Æ~ÞAÊ3ÍEß=ÆTÑÂÎ

L2

Ý�ã;È!Î«Û.Ê3Ë#Í¨Î�í('�Ë#Ê,ÅOÚ(È!Ë#Ê3ÑÂß!ÉµÆTÞ�Ë�Ú3Û_Ò3Æ_Ê,ÆTÚ(È«ß«Ú(Ì³ÑÂÛ_Æ~ÚbÍÂã
H(div)Ñ
Î³Þ

L2

å�ÑÂÚªé¦Æ�ÉµÉ�ÑÂÚ¦Ñ^ä+È«ÑÂÞ!Ò3Ñ
Ê,È!Ò3Æ�Ò3È!É#Æ®ã;ÍÂÒ
(K−1u, v)

å+Ê,Å«ÆTÞ�Ë�Ú3Û_Ò3Æ_Ê,ÆRÜÂÆgÒ3Ú,Ë#Í¨ÎLÍ
ãTÓ�ù!íµø~ÙªêÂËµÜÂÆgÚ
Ê,Å«ÆAÌ!Å�à�Ú,Ë�Û�Ñ
ÉªÚ,Ì«Ñ¨Û_ÆAÞ�Æ�Ò3ËµÜÂÆgÞõÕGÖb×�ØöÇ·Æ�Ê,Å!Í�ÞõÍ
ãá÷ � ü�íkØ Þ�Ë#Ò3ÆgÛ_Ê^Þ�Æ�Ò3ËµÜ�Ñ
Ê,ËµÍÂÎõÍ
ãaÕGÖb×�Ø ÑÂÎ«Þ
Ê,Å«ÆeÆgä+È!ËµÜ�ÑÂÉ#ÆgÎ«Û_ÆTÊ3ÍEÊ3Å!Æ5Þ�Ë�Ú,Û�Ò,Æ�Ê,ÆáÜÂÆgÒ3Ú,ËµÍÂÎfÍÂã5Ó�ù!íµø~Ù¦Ë�Ú±êÂËµÜÂÆgÎkËµÎQÊ,Å!Æ5Ø®Ì!Ì=Æ�Î«Þ�Ë#Ðoí

�



�Iº�¹=º H ���õB^½&¾ � ��» ? 
���Ã	
�½�¼��3H���¾ � 
 
kP �	� � �+»�¼ ºB'õÆ^éaËµÉ#ÉrÛ_Ò3ÆgÑ&Ê3Æeñ«Î!Ë#Ê,Æ^Æ�ÉµÆ�ÇLÆ�Î+Ê3Ú
ß!È!ËµÉ#Ê·Í¨ÎìÊ,Å!Ækß!Ò3Í��ÂÆgÎ ��Ñ�Ü�ËµÑÂÒ(Ê,Ý�Ä±Å«ÍÂÇAÑÂÚeÆgÉ#ÆgÇLÆ�Î+Ê3ÚEË#Î+Ê3Ò,Í�Þ�È«Û�ÆgÞóÑÂÎ«ÞóÑÂÎ«Ñ
Éµà�â�ÆgÞëËµÎþ÷µøgû«åyø&ÿgü�í
��Æ�Ê

a, b, c,
Ñ
Î³Þ

d
ß³ÆEÌ!ËµÆgÛ_ÆgéaËµÚ,Æ5Û_Í¨Î«Ú(Ê3Ñ
Î+Ê�Í¨Î

(0, 1)
å³éaË�Ê3ÅÔÞ�Ë�Ú,Û�ÍÂÎ+Ê,ËµÎ�È!Ë�Ê�àQÑ&Ê�Ê3Å!Æ^ÇLË�Þ�Ì=ÍÂËµÎ¨Ê~í

� ÎAÊ3Å!Æ®Ò3Æ_ã;ÆgÒ,ÆgÎ«Û_Æ®Ú3ä+È«Ñ
Ò3Æ
Ê
Ê3Å!ÆTÜÂÆ�ÉµÍ�Û_Ë#Ê�à·Ú,Ì«Ñ¨Û_Æ

RT 1/2 = RT 1/2(Ê)
ÍÂÎCä+È«Ñ¨Þ�Ò,ËµÉ�Ñ&Ê,ÆgÒ3ÑÂÉµÚªËµÚ

Þ�Æ�ñ«Î!ÆgÞOÑ¨Ú¦Ê,Å!ÆeÆgË#ê¨Å¨Ê1#�Þ�ËµÇLÆ�Î«Ú,ËµÍÂÎ«ÑÂÉ�Ú,Ì«Ñ¨Û_ÆáêÂËµÜÂÆgÎkÑÂÚaÑÂÉ#ÉoÜ¨ÆgÛ_Ê,ÍÂÒ±ñ³Æ�É�Þ!Ú±Í
ãrÊ,Å!Æáã;Í¨Ò,Ç
[

a(ŷ) + b(ŷ)x̂
c(x̂) + d(x̂)ŷ

]

.

�aÆ~Û�Ñ
ÉµÉrÊ,Å«Ñ
ÊRÊ3Å!ÆLÛ_ÍÂÒ3Ò3ÆgÚ,Ì³Í¨Î«Þ�ËµÎ!ê ��Ñ�Ü�Ë�Ñ
Ò,Ê(Ý0Ä±Å!ÍÂÇAÑÂÚ®Ú(Ì«Ñ¨Û_Æ¨å
RT

åoËµÚTÍÂãªÊ,Å!ÆAÚ3Ñ
ÇLÆ5ã;Í¨Ò,ÇOå�ß!È�Ê
éaË#Ê,Å�å

a, b, c,
Ñ
Î«Þ

d
Ê�Ñ��ÂÆgÎôÑÂÚ·Û_Í¨Î«Ú(Ê3Ñ
Î+Ê�Ú�å´Ú,Í

RT ⊂ RT 1/2 íìÄ±Å!ÆQÛ_Í¨Ò,Ò3ÆgÚ,Ì³Í¨Î«Þ�ËµÎ!êGñ«Î«Ë�Ê3Æ
Æ�ÉµÆ�ÇLÆgÎ¨Ê®Ú,Ì«Ñ¨Û_ÆÂå

RT
1/2

h ⊂ H(div)
å!Ë�ÚaÎ!Í&éwÞ�Æ_ñ«Î«ÆgÞQß�à

RT
1/2

h := {v ∈ H(div) : v|E ∈ PE(RT 1/2), ∀E ∈ Th}.

��ÆgÎ«Û_Æ¨å&Ê,Å«Æ�Û�Ñ
Î«ÍÂÎ!Ë�Û�ÑÂÉ+Þ�ÆgêÂÒ3Æ�Æ~Ú�ÍÂã«ã;Ò3Æ�Æ~Þ�ÍÂÇ ã;Í¨Ò�Ê3Å!Æ�Ú,Ì«ÑÂÛ�Æ
RT

1/2

h

Ñ
Ò3Æ
v ·n

ÍÂã«ÆgÑ¨Û�ÅEÅ«ÑÂÉ�ã=ÆgÞ�ê¨Æ
ËµÎ

E
1/2

h

íªÄ±Å!ÆeÛ�ÉµÑ¨Ú,Ú,ËµÛgÑ
É
RT h

Ý�ÆgÉ#ÆgÇ·ÆgÎ+Ê3Úgå!Ñ
Ò3ÆRÞ�Æ�ñ«Î!ÆgÞQÚ,Ë#ÇLËµÉµÑÂÒ,ÉµàAéaË�Ê3Å!ÍÂÈ!ÊaÑÂÎ�àCÞ�ËµÚ3Û_Í¨Î+Ê,ËµÎ+È«Ë�Ê�à¨í
Ä±Å!ÆeÌ!Ò3ÆgÚ3Ú,È!Ò,ÆTéaËµÉ#É�ß=Æ5Ñ
Ì«Ì!Ò,Í�Ð�ËµÇAÑ&Ê,Æ~ÞAß�àfÌ!ËµÆgÛ�Æ�éaË�Ú(ÆeÛ�ÍÂÎ«Ú(Ê3ÑÂÎ¨Ê�Ú¦ÍÂÎ

Qh := {q ∈ L2 : q|E ∈ P0(E), ∀E ∈ Th}.

� ÎEÊ,Å!ÆaÒ3Æ_ã;ÆgÒ,ÆgÎ«Û_Æ±Æ�ÉµÆ�ÇLÆgÎ¨Ê´é¦ÆaÞ�Æ_ñ«Î«Æ
Π̂ : (H1(Ê))2 → RT

ÑÂÚrÊ,Å«Æ�Ú�Ê�Ñ
Î«Þ!ÑÂÒ3Þ^Ë#Î+Ê3Æ�Ò3Ì³Í¨ÉµÑ
Ê,ËµÍÂÎ
ÍÂÌ=Æ�Ò�Ñ&Ê3ÍÂÒ�Ú¦ÍÂÎ+Ê,ÍEÊ,Å!Æáã;Í¨È!Ò�Þ�ËµÇLÆ�Î«Ú,Ë#Í¨Î«Ñ
É �®Ñ�Ü+Ë�Ñ
Ò,Ê$#�Ä±Å!ÍÂÇAÑ¨ÚyÚ,Ì«ÑÂÛ�ÆÂå!Û_ã�ía÷#ø #�ü�å

∫

ê

(û − Π̂û) · n̂ dŝ = 0,
ã;Í¨Ò�Ñ
ÉµÉ�ÆgÞ!êÂÆgÚ

ê ∈ E(Ê),

éaÅ!ÆgÒ,Æ
E(Ê)

Ò,ÆgÌ!Ò3ÆgÚ,Æ�Î+Ê�Ê3Å!Æ±ã;ÍÂÈ«Ò´ÆgÞ�ê¨ÆgÚ{Í
ã
Ê
í´Ä±Å!Æ±ÍÂÌ=Æ�Ò�Ñ&Ê3ÍÂÒ

Πh : (H1)2 → RT h ⊂ RT
1/2

hË�Ú¦Ê,Å!ÆgÎÔÚ(ËµÇLÌ!É#àfêÂËµÜÂÆ�ÎQß�à

Πhv|E = PEΠ̂P−1

E v.

î�Ê®Ë�Ú�Ú(Ê,Ò�Ñ
ËµêÂÅ+Ê(ã;Í¨Ò,é±Ñ
Ò�ÞLÊ,ÍkÛ�Å!ÆgÛ���å�È«Ú,Ë#Î«êLÊ,Å!Æ5Ë�Þ�ÆgÎ¨Ê3Ë�Ê�àìÓ � í � Ù�å«Ê,Å«Ñ
Ê�Ê,Å!Æ^ÍÂÌ=Æ�Ò�Ñ&Ê,Í¨Ò
Πh

Ú3Ñ&Ê3ËµÚ(ñ«Æ~Ú
Ê,Å«ÆeËµÞ�ÆgÎ+Ê,Ë#Ê�à

(div(Πhv − v), q) = 0,
ã;ÍÂÒ®ÑÂÉ#É

v ∈ H(div), q ∈ Qh.
Ó�ù«í � Ù

� ÍÂÊ,Æ®Ê,Å«Ñ
ÊbÊ,Å«Æ®ÍÂÌ=Æ�Ò�Ñ&Ê3ÍÂÒ Πh
Ë�Úbé¦Æ�ÉµÉ%#�Þ�Æ�ñ«Î!ÆgÞLÍ¨Î

RT
1/2

h

ÑÂÚbéyÆgÉ#É�í(�¦àEÆ~ä¨È«Ë#Ü&Ñ
ÉµÆ�Î³Û_Æ�ÍÂã�Î!ÍÂÒ3ÇAÚ
é¦ÆTÅ³Ñ�ÜÂÆ

‖Πhv‖ ≤ c‖v‖,
ã;ÍÂÒ�ÑÂÉ#É

v ∈ RT
1/2

h ,
Ó�ù«í ù+Ù

éaÅ!ÆgÒ,ÆTÊ,Å«Æ5Û_ÍÂÎ³Ú�Ê�Ñ
Î+Ê
c
Ë�ÚaËµÎ«Þ�Æ�Ì=Æ�Î³Þ�Æ�Î+Ê�Í
ã

h
í

'õÆRÑ
É�Ú,Í5Î!Æ�Æ~Þ·Ê,Å!ÆTÌ!Ò3Í
ï�Æ~Û.Ê,ËµÍÂÎ
Rh

Þ!Æ_ñ«Î!Æ~ÞAÍÂÎfÆgÑÂÛ�ÅAÛ�Æ�ÉµÉ
E
å�Ñ¨Ú

Rh|E = PER̂EP
−1

E

å+ã;Í¨Ò
Ñ
ÉµÉ

v ∈ (H1)2
Ú(È³Û�ÅkÊ3Å«Ñ&Ê

R̂Ev̂ = Π̂v̂ +
div Π̂v̂

2Jc

[

(J2 − J1)x̂(x̂ − 1)
(J4 − J1)ŷ(ŷ − 1)

] Ó�ù«í ��Ù

éaÅ!ÆgÒ,Æ
Ji = J(x̂i)

å
i = 1, 2, 3, 4

Ë�ÚaÊ3Å!Æ &+ÑÂÛ�ÍÂß!Ë�Ñ
ÎQÆ�Ü&ÑÂÉ#È«Ñ
Ê,Æ~ÞOË#ÎOÊ3Å!Æ^Ò3Æ_ã;ÆgÒ,ÆgÎ«Û_Æ5Û�Æ�ÉµÉIÜÂÆgÒ(Ê3Æ_Ðoå
Ñ
Î³Þ

Jc = J(1/2, 1/2)
Ê,Å«Æ &+ÑÂÛ�ÍÂß!Ë�Ñ
ÎUÆ�Ü&Ñ
ÉµÈ«Ñ&Ê3ÆgÞUË#ÎUÊ,Å!ÆLÒ3Æ_ã;Æ�Ò3Æ�Î³Û_ÆLÛ_Æ�ÉµÉ´Û_ÆgÎ¨Ê3Æ�Ò~í � ÍÂÊ,Æ·Ê,Å«Ñ
Ê

Jc =
∑

Ji/4
í>'�Ë�Ê3ÅkÊ3Å!Ë�ÚaÎ!Í
Ê�Ñ&Ê3Ë#Í¨ÎkÆ~ä¨È³Ñ&Ê,ËµÍÂÎëÓ � í ú¨Ù¦Û�Ñ
ÎQß=ÆeéaÒ,Ë#Ê(Ê3Æ�Î

J = J1 + (J2 − J1)x̂ + (J4 − J1)ŷ.
Ó�ù!í�úÂÙ

2



� ÎQÆgÑÂÛ�ÅOÛ_ÆgÉ#É
E
å�ã;Ò,Í¨Ç Ò3Æ�É�Ñ&Ê3Ë#Í¨ÎðÓ � í � Ù±Ñ
Î«ÞõÓ�ù«í ú¨Ù

div(Rhv)J = div(R̂E v̂)

= div(Π̂v̂) +
div(Π̂v̂)

2Jc
((J2 − J1)(2x̂ − 1) + (J4 − J1)(2ŷ − 1))

=
div(Π̂v̂)

Jc
(J1 + (J2 − J1)x̂ + (J4 − J1)ŷ)

=
div(Π̂v̂)

Jc
J.

Ä±Å!Æ5Û�ÍÂÎ«Ú(Ê,Ò3È«Û.Ê3Ë#Í¨ÎfËµÎìÓ�ù!í �+ÙyÊ3Å!Æ�Ò3Æ_ã;Í¨Ò,ÆTÆ�Î³Ú(È!Ò3ÆgÚ
div Rhv = div(Π̂v̂)/Jc ∈ P0(E), ∀E ∈ Th

í
� ÍÂÊ,Æ·Ê,Å³Ñ&Ê Rhv 6∈ RT h

åIß!È�ÊeÊ,Å«ÆCÚ(Æ~Û_ÍÂÎ³ÞGÊ,Å«Æ�Ò3Ç Í
ãCÓ�ù«í ��Ù�Ü&ÑÂÎ!ËµÚ,ÅõÍÂÎðÊ,Å!ÆCÛ�Æ�ÉµÉ´ß³Í¨È!Î«Þ!ÑÂÒ,à¨å
Ú,È«Û�ÅfÊ3Å«Ñ&Ê�Ë#Êaã;ÍÂÉµÉµÍ&é�Ú¦ã;Ò,Í¨Ç Ó�ù«í � ÙªÊ3Å«Ñ&Ê®ÑÂÉµÚ,Í

(div(Rhv − v), q) = 0,
ã;ÍÂÒ�ÑÂÉ#É

v ∈ H(div), q ∈ Qh.
Ó�ù«í û+Ù

î�ã
Mh

Ë�Ú±Ê,Å«Æ
L2

#+Ì!Ò3Í
ï�Æ~Û.Ê3Ë#Í¨ÎkÍ¨Î¨Ê3Í
Qh
å³éyÆ^Î!Í&é Å³Ñ�ÜÂÆ

div Rh = Mh div
í±Ä±Å!Æ5Ì«Ò,ÍÂï�ÆgÛ.Ê3Ë#Í¨Î

Rh
ËµÚTÇLÍ
Ê3Ë#Ü&Ñ&Ê3ÆgÞÔã;Ò,Í¨Ç Ê,Å!Æ

ABF0

Æ�ÉµÆ�ÇLÆgÎ¨Ê�ÚáË#Î+Ê3Ò,Í�Þ�È«Û�ÆgÞUË#Îò÷�ÿ�ü�åIÑÂÎ«ÞUÑÂÉ#ÉµÍ&é�ÚRÈ«ÚRÊ,ÍQñ«Î«ÞðÑ
Û_Í¨Î�ÜÂÆ�Ò3êÂÆgÎ«Û_ÆRÆgÚ(Ê,ËµÇAÑ&Ê,ÆeÍÂãIÊ3Å!Æ5Þ�ËµÜÂÆ�Ò3êÂÆgÎ«Û_ÆTéaË#Ê,Å!Í¨È�Ê®ÑÂÚ3Ú(È«Ç·ËµÎ!ê

h2
Ý�È!Î!Ë#ã;ÍÂÒ3ÇöêÂÒ3ËµÞ«Ú�í

Ä±Å!ÆáÇLË�Ð�Æ~Þfñ³Î!Ë�Ê3ÆeÆ�ÉµÆ�ÇLÆ�Î+ÊaÇLÆ_Ê3Å!Í�ÞQÞ!Æ�Ò3Ë#Ü¨ÆgÞfã;Ò,Í¨Ç Ê,Å!ÆáÌ«ÑÂË#Ò
RT

1/2

h ×Qh
Ë�Ú±êÂËµÜÂÆ�Îkß�à��

×rË#Î³Þ
(uh, ph) ∈ RT

1/2

h × Qh ⊂ H(div) ×L2

Ú(È³Û�ÅkÊ3Å«Ñ&Ê

(K−1uh, v) − (ph, div v) = 0,

(div uh, q) = (g, q),

ã;Í¨Ò�Ñ
ÉµÉ
v ∈ RT

1/2

h ,
ã;Í¨Ò�Ñ
ÉµÉ

q ∈ Qh.

Ó�ù«í�ÿÂÙ

î0ÎOÍÂÒ�Þ�Æ�Ò±Ê3ÍLÍÂß�Ê�Ñ
ËµÎkÊ3Å!Æ5ÕGÖb×�ØZÇ·Æ�Ê,Å!Í�ÞGÑ¨ÚaÑEÇLË#Ð�ÆgÞQñ«Î!Ë#Ê,ÆeÆgÉ#ÆgÇLÆ�Î+Ê�ÇLÆ_Ê,Å«Í�ÞQé¦ÆeÎ!Æ�Æ~Þ
Ê,ÍLÒ3Æ�Ì!É�ÑÂÛ�ÆTÊ,Å!ÆáÊ3Æ�Ò3Ç

(K−1uh, v)E
ËµÎëÓ�ù!í�ÿ
Ùyß�àfÑLä+È«ÑÂÞ�Ò�Ñ&Ê3È!Ò3Æ®ã;Í¨Ò,ÇEÈ!ÉµÑ«í

�Iº ��º H ��� ! À�
!¿I½�
�¼~ÀI½��O?fÀ���� º ��Æ_Ê
K−1

h

Þ�Æ�Î«Í
Ê,Æ®Ê,Å!Æ
L2

Ý�Ì!Ò3Í
ï�Æ~Û.Ê3Ë#Í¨ÎAÍ
ãoÊ,Å«ÆRÛ_Í¨ÇLÌ³ÍÂÝ
Î!ÆgÎ¨Ê�Ú±Í
ã

K−1 Í¨Î¨Ê3Í P0(E)
ã;Í¨Ò±ÑÂÉ#É

E ∈ Th
í ý ËµÎ«Û_ÆTÊ,Å«Æ5Û_ÍÂÇLÌ=ÍÂÎ!ÆgÎ+Ê3Ú±Í
ã

K−1 ÑÂÒ,Æ C1
Ê,Å«Æ�Ò3Æ

Æ_Ð�Ë�Ú�Ê�ÚaÑLÛ_ÍÂÎ³Ú�Ê�Ñ
Î+Ê
c
ËµÎ«Þ�ÆgÌ³ÆgÎ«Þ�ÆgÎ¨Ê�ÍÂã

h
Ú,È«Û�ÅkÊ,Å«Ñ
Ê

|((K−1

h − K−1)u, v)| ≤ ch‖u‖‖v‖,
Ó�ù«í �+Ù

ã;ÍÂÒ
u, v ∈ (L2)

2
í±×«ÍÂÒ®ÑLê¨Æ�Î!ÆgÒ3ÑÂÉoã;È!Î«Û_Ê,ËµÍÂÎ

φ(x̂) ∈ L2

ÍÂÎÔÑLÈ!Î!Ë#ÊRÚ3ä+È«Ñ
Ò3Æ
Ê
å«éaË#Ê,ÅGÜ¨Æ�Ò,Ê,Ë�Û_Æ~Ú

x̂i � (0, 0)
å
(1, 0)

å
(1, 1)

Ñ
Î³Þ
(0, 1)

ã;Í¨Ò
i = 1, 2, 3, 4

å¨É#Æ�Ê¦ÑÂÌ!Ì!Ò3Í�Ð�ËµÇAÑ&Ê3Ë#Í¨ÎAÍ
ãoÊ,Å«Æ®ËµÎ¨Ê3Æ�ê¨Ò3ÑÂÉ«Í
ã
φ
ß�àAÊ3Å!ÆáÊ,Ò�Ñ
Ì=Æ�âgÍÂË�Þ!Ñ
ÉoÒ3È!ÉµÆáÇ·Æ~Ñ
ÎkÊ,Å«Ñ
Ê

∫

Ê

φ(x̂) dx̂ ≈ TÊ(φ) =
1

4

4
∑

i=1

φ(x̂i).

��Æ�Ê±Ê,Å!ÆeÚ,È!ß«Ú3Û_Ò3Ë#Ì�Ê
c
Þ�Æ�Î«Í
Ê,ÆáÆgÜ�ÑÂÉ#È³Ñ&Ê,ËµÍÂÎkË#ÎkÊ,Å«ÆTÒ3Æ_ã;ÆgÒ,ÆgÎ«Û_ÆáÛ_ÆgÉ#É�Û�Æ�Î+Ê,ÆgÒgå

x̂c
å!Ú,Í

Dc = D(x̂c)ã;ÍÂÒRÑ
ÉµÉIÛ_ÆgÉ#É�Ú�í � Í&éeå«Þ!Æ_ñ«Î!Æ^ÍÂÈ!Ò�Î�È!ÇLÆgÒ,Ë�Û�ÑÂÉ�ä¨È³ÑÂÞ�Ò�Ñ&Ê3È!Ò,ÆTã;Í¨Ò,ÇEÈ!ÉµÑ·Í¨ÎQÆ~ÑÂÛ�ÅGÛ_ÆgÉ#É E ∈ Th
Ú,È«Û�Å

Ê,Å³Ñ&Ê

aE(u, v) = TÊ(
1

J
DT

c K−1

h D û · v̂)
Ó�ù«í �+Ù

éaË#Ê,Å

ah(u, v) =
∑

Th

aE(u, v),
Ó�ù!íµø�#+Ù
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Ê1 Ê2

Ê3Ê4

e11 e21

e31e41

e12 e22

e32e42
FE

� � ����� ��
~x��
�������
	�	 ��
 ����� ����� ������� ����	�	 � ��� ��� ������� ��	 � ���
	�	���� ��� � eij  

ã;ÍÂÒEÌ!ËµÆgÛ_ÆgéaËµÚ,ÆkÚ,ÇLÍ�Í
Ê,ÅôÜÂÆgÛ_Ê,Í¨Òeñ«Æ�É�Þ!Ú
u
ÑÂÎ«Þ

v
í � Í
Ê3ÆCÊ,Å³Ñ&Ê^Ê3Å!Æfß«Ë#ÉµË#Î«ÆgÑ
ÒEã;ÍÂÒ3Ç ah

Ë�Ú^Î!Í¨Î
Ú,à+ÇLÇLÆ_Ê3Ò,Ë�ÛCÞ�È«ÆCÊ,ÍÔÊ,Å!Æfã�ÑÂÛ.Ê^Ê,Å«Ñ
ÊEÍÂÎ«ÆCÍ
ã±Ê,Å«Æ &+ÑÂÛ_Í¨ß!Ë�Ñ
ÎëÇAÑ&Ê,Ò3Ë�Û_ÆgÚ

D
Ñ
Ì!Ì=ÆgÑÂÒ,ËµÎ!êGËµÎþÓ�ù«í �+Ù

Ë�ÚRÆgÜ&Ñ
ÉµÈ«Ñ&Ê3ÆgÞUÑ
ÊRÊ3Å!Æ·Ò,Æ�ã;Æ�Ò3Æ�Î«Û�ÆEÛ_ÆgÉ#É´Û�Æ�Î+Ê,ÆgÒgå
x̂c
í5Ä±Å!Æ·Ç·ÍÂÊ,ËµÜ&Ñ&Ê,ËµÍÂÎUã;ÍÂÒTÊ,Å«ËµÚáÛ_Í¨Î«Ú(Ê,Ò3È«Û.Ê3Ë#Í¨ÎÔËµÚ

Ê,Å«ÆQÎ«Æ�ÆgÞôÊ,Íðã;È!É#ñ«ÉµÉaÊ,Å!ÆOÌ!Ò3ÍÂÌ=Æ�Ò,Ê,ËµÆgÚ·ê¨Ë#Ü¨Æ�ÎóËµÎ �IÆ�ÇLÇAÑëù!íµøfß=Æ�ÉµÍ&éeíòÄ±Å!Æ~Ú(ÆQÌ!Ò3ÍÂÌ=Æ�Ò,Ê,ËµÆgÚLÑ
Ò3Æ
Æ_Ð�Ì!Ò3ÆgÚ3Ú,ÆgÞAÞ�ËµÒ,Æ~Û.Ê3É#àLÍÂÎCÊ,Å!ÆRÌ!Å�à�Ú,Ë�Û�Ñ
É=Û_ÆgÉ#É

E
å�Ñ
Î«ÞAÊ,Å!ÆgÒ,Ægß+àLËµÎ!Å!ÆgÒ,Ë#ÊbÊ3Å!ÆRÎ«ÍÂÎfÚ,à�Ç·ÇLÆ�Ê,Ò3à^ã;Ò3ÍÂÇ

Ê,Å«ÆeÎ!ÍÂÎQÌ«Ñ
Ò�Ñ
ÉµÉµÆ�ÉoÆgÞ!êÂÆáÜÂÆ~Û.Ê,Í¨Ò3Ú¦ÍÂã
E
í

æRË#Ü�Ë�Þ�ÆbÆ~ÑÂÛ�Å^Û�Æ�ÉµÉÂËµÎ¨Ê3Í�ã;Í¨È!ÒrÚ,È!ß�Û_ÆgÉ#É�Ú
Ei
Û�Ò,Æ~Ñ&Ê,Æ~Þáß�àTÑ®É#ËµÎ!Æbß=Æ_Ê�é¦Æ�ÆgÎeÊ,Å«ÆbÆgÞ!êÂÆbÇLË�Þ�Ì=ÍÂËµÎ¨Ê�Ú�å

Û.ã±×rË#ê¨È!Ò,ÆLù!íµøÂíEÄ±Å!Æ·ÑÂÌ!Ì!Ò3Í�Ð�Ë#ÇAÑ&Ê3Ë#Í¨ÎÔÍ
ã
K̂

−1 Í¨ÎUÆgÑ¨Û�ÅðÚ,È!ß�Û_Æ�ÉµÉ
Êi

Û�ÑÂÎUÎ!Í&éYß³ÆAÞ�Æ~Ú,Û�Ò,Ëµß³Æ~Þ
ß�àAÊ,Å«ÆeÎ!ÍÂÎGÚ,à+ÇLÇLÆ_Ê3Ò,Ë�ÛTÇAÑ&Ê,Ò3Ë#Ð

ΛEi =
1

Ji
DT

c K−1

h Di,
Ó�ù!íµøÂø�Ù

éaË#Ê,Å
Ji = J(x̂i)

Ñ
Î³Þ
Di = D(x̂i)

í ��Æ�Ê
eij

Þ�ÆgÎ!Í
Ê3Æ·Ê,Å!ÆLÍÂÈ!Ê,Æ�ÒeÅ³Ñ
É#ãyÆgÞ!êÂÆ·Í
ã¦Ú,È!ß�Û_ÆgÉ#É
ÊiéaË#Ê,Å·Ê,Å!Æ

j
Ê,ÅLÈ!Î«Ë�Ê´ÜÂÆ~Û.Ê3ÍÂÒ´ÑÂÚ{ÑTÎ!ÍÂÒ3ÇAÑ
É�å
Û.ã�í´×rË#ê¨È!Ò3Æ¦ù«í#ø¨í � ÍÂÊ,Æ¦Ê,Å³Ñ&ÊªË#ã v̂ = (v̂1, v̂2) ∈ RT 1/2

Ê,Å«ÆeÆ_Ð!ÑÂÛ_Ê,Î!Æ~Ú,Ú¦Í
ãrÊ,Å«ÆáÊ,Ò�Ñ
Ì=Æ�â�Í¨ËµÞ«Ñ
É�Ò,È«É#Æáã;Í¨Ò�Ú,ÛgÑ
É�Ñ
Ò¦É#ËµÎ!ÆgÑÂÒ±ã;È!Î«Û_Ê,ËµÍÂÎ«ÚaËµÇLÌ!ÉµË#Æ~Ú±Ê,Å«Ñ
Ê

4
∑

i=1

v̂j |eij =

∫

Ê

v̂jdx̂, k = 1, 2,

ÍÂÒaéaË#Ê,Å
φ ∈ (P0(Ê))2

TÊ(φ · v̂) = (φ, v̂)Ê .
Ó�ù!íµø � Ù

ý ËµÎ«Û_Æ
Π̂v̂

ÍÂÎAÑ
ÎLÆ~Þ�êÂÆaË�Ú´Ê3Å!Æ®Ñ�ÜÂÆgÒ3ÑÂêÂÆ¦Í
ã=Ê,Å!Æ�Ê�éyÍ
v̂
Ü&Ñ
ÉµÈ!ÆgÚªÍÂÎLÆgÑ¨Û�Å·Å³Ñ
É#ã�Æ~Þ�êÂÆ¨åÂé¦Æ�Ñ
É�Ú(ÍáÅ«Ñ�Ü¨Æ

TÊ(φ · (v̂ − Π̂v̂)) = 0.
Ó�ù!íµøgù+Ù

��Æ�Ê
v̂j |eij = v̂ij = vij

å�Ê,Å«Æ�ÎQã;ÍÂÒ
v, u ∈ RT

1/2

h

Ó�ù«í �+Ù¦Ñ
Î«ÞëÓ�ù«í#ø #¨Ù¦Û�ÑÂÎkß=ÆeÒ3Æ�éaÒ3Ë�Ê,Ê,Æ�ÎOÑÂÚ

ah(u, v) =
1

4

4
∑

i=1

2
∑

j,k=1

κEi

jk uijvik
Ó�ù!íµø=��Ù

éaÅ!ÆgÒ,Æ
κEi

jk

Ñ
Ò3Æ^Û_Í¨ÇLÌ³Í¨Î!Æ�Î+Ê3Ú®Í
ã{Ê,Å«ÆEÎ!Í¨ÎÔÚ(à�ÇLÇLÆ_Ê3Ò,Ë�ÛeÇAÑ&Ê3Ò,Ë#Ð
ΛEi

åoÛ.ã�í^Ó�ù!íµøÂø~Ù_í®æRÈ!Æ5Ê3ÍCÊ,Å«Æ
ÉµË#Î!Æ~Ñ
Ò3Ë�Ê�àfÍ
ã

D
Û.ã�íRÓ � í ù¨Ù.å!éyÆeÑÂÉµÚ,ÍLÅ«Ñ�ÜÂÆRã;ÍÂÒ�ÑÂÉ#É

v = (v1(x̂), v2(ŷ)) ∈ RT h

∫

Ê

Dcv̂ dx̂ =

∫

Ê

ξ1(ŷ)v1(x̂) + ξ2(x̂)v2(ŷ)dx̂ =

∫

Ê

Dv̂ dx̂.
Ó�ù!íµø~ú¨Ù

Ä±Å!Æ^ã;ÍÂÉµÉ#Í&éaËµÎ!ê �IÆ�ÇLÇAÑCË�ÚRÑ �ÂÆgàQÒ3ÆgÚ,È!É#Ê®ã;Í¨Ò®Ê3Å!Æ^ß!ËµÉµË#Î!Æ~Ñ
ÒRã;ÍÂÒ3Ç
ah
íTî0Îô÷µø�ÿgü´Ñ
Î«ÑÂÉ#Í¨êÂÍ¨È«Ú

Ò3ÆgÚ,È!É�Ê�ÚaÑ
Ò3ÆeÚ�Ê�Ñ&Ê,Æ~ÞfÍ¨ÎfÊ3Å!ÆeÒ3Æ_ã;Æ�Ò3Æ�Î³Û_ÆeÚ(Ì³ÑÂÛ_Æ¨í
�������! #"%$'&�$�( 
 u ∈ (P0(E))2 )�* ��+-,=��.
����./*D�
��+�����0�+��1+'28	3+ �5476 Ó�ù!íµø=��Ù �7./*D� �82�+ �

aE(u, v − Πhv) = 0 
��A�9.�080 v ∈ RT
1/2

h ,
Ó�ù!íµøgû+Ù

:



.A	 �
aE(u, v) = (K−1

h u, v)E

����-./080 v ∈ RT h.

Ó�ù!íµø�ÿÂÙ
� � �5�$
 íRÄIÍCÌ«Ò,Í&Ü¨ÆCÓ�ù!íµøgû+Ù�å=Î!Í
Ê3Æ5Ê,Å³Ñ&Ê�ã;Í¨Ò u ∈ (P0(E))2

å
û = JD−1u ∈ RT (Ê)

å�Ñ
Î³Þ
ã;ÍÂÒ

v ∈ RT
1/2

h

Ë#Êaã;ÍÂÉµÉµÍ&é�Ú¦ã;Ò,Í¨Ç Ó�ù«í �+ÙyÑÂÎ«ÞëÓ�ù«í#ø~ù¨ÙbÊ,Å«Ñ
Ê

aE(u, v − Πhv) = TÊ(
1

J
DT

c K−1

h D JD−1u · (v̂ − Π̂v̂))

= TÊ(DT
c K−1

h u · (v̂ − Π̂v̂))

= 0,

Ú,Ë#Î«Û�Æ
DT

c K−1

h u ∈ (P0(Ê))2
í ý Ë#ÇLËµÉµÑÂÒ,ÉµàÂå�ã;Í¨Ò�Ñ
ÉµÉ

v ∈ RT
1/2

h

éyÆeÍ¨ß�Ê3ÑÂË#Îkã;Ò3ÍÂÇ Ó�ù!íµø � ÙbÊ3Å«Ñ&Ê

aE(u, v) = TÊ(DT
c K−1

h u · v̂)

= (DT
c K−1

h u, v̂)Ê .

×!È«Ò(Ê3Å!Æ�Ò~å!Ú(ËµÎ«Û�Æ
K−1

h u ∈ (P0(Ê))2
å!Ë#Êaã;ÍÂÉµÉ#Í&é�Ú¦ã;Ò3ÍÂÇ Ó�ù!íµø~ú¨ÙªÊ3Å«Ñ&Ê

(K−1

h u, Dcv̂)Ê = (K−1

h u, Dv̂)Ê

= (K−1

h u, v)E

ã;ÍÂÒ�ÑÂÉ#É
v ∈ RT h

íªÄ±Å!Ë�ÚaÚ(Å!Í&é�ÚyÊ3Å!ÆeÆ_Ð!ÑÂÛ_Ê,Î!Æ~Ú,Ú±ÍÂã�Æ~ä¨È³Ñ&Ê,ËµÍÂÎëÓ�ù«í#ø&ÿ
Ù_í
Ä±Å!ÆeÇLÆ_Ê3Å!Í�ÞQÍ
ã�Í¨È!ÒaËµÎ¨Ê3Æ�Ò3ÆgÚ(Êgå�Ë�Ú±Ê,Å«Æ5Ú(Í¨É#È�Ê3Ë#Í¨Î

(uh, ph) ∈ RT
1/2

h × Qh
Ú(È«Û�ÅkÊ,Å³Ñ&Ê

ah(uh, v) − (ph, div v) = 0,

(div uh, q) = (g, q),

ã;Í¨Ò�Ñ
ÉµÉ
v ∈ RT

1/2

h ,
ã;Í¨Ò�Ñ
ÉµÉ

q ∈ Qh.

Ó�ù!íµø��+Ù

Ä�ÍQÆgÎ«Ú,È!Ò,ÆLÈ!Î«Ëµä+È!ÆgÎ!ÆgÚ3ÚáÍ
ã¦Ê,Å!Ë�ÚeÚ,à�Ú(Ê,ÆgÇ é¦ÆLÒ,Æ~ä¨È«Ë#Ò3Æ^Ê3Å!ÆCÚ,à+ÇLÇLÆ_Ê3Ò,Ë�Û·Ì«Ñ
Ò,ÊeÍ
ã
ah

Ê,ÍGß=Æ
Û_Í�ÆgÒ3Û�Ë#Ü¨ÆÂí�Ä±Å«ËµÚrã;Í¨É#ÉµÍ&é�ÚrË�ã=Ê,Å!ÆaÚ,à�Ç·ÇLÆ�Ê,Ò3ËµÛ¦Ì«ÑÂÒ(Ê´Í
ã

Λ
å³Ó�ù!íµøÂø�Ù�åÂË�Ú{È!Î!Ë#ã;ÍÂÒ3ÇLÉ#à^Ì³Í+Ú(Ë#Ê,ËµÜÂÆ±Þ�Æ_ñ³Î!Ë�Ê3ÆÂå

Ú,Æ�ÆTÊ,Å!Æ5Þ!ËµÚ3Û_È«Ú3Ú,Ë#Í¨ÎkËµÎ ý ÆgÛ_Ê,ËµÍÂÎOù!í ùEß=Æ�ÉµÍ&éeí
Ä±Å!Æ·Æ ��ÆgÛ_ÊáÍÂãªÊ,Å«Æ·ß«Ò,Í��ÂÆ�Î ��Ñ�Ü�ËµÑÂÒ(Ê,Ý�Ä±Å!Í¨ÇAÑÂÚaÆgÉ#ÆgÇ·ÆgÎ+Ê3ÚáÑ
Î«ÞÔÊ,Å!ÆAä+È«Ñ¨Þ�Ò3Ñ
Ê,È!Ò3Æ5Ò3È!ÉµÆEË�ÚáÑ

ß!ÉµÍ�Û��ÔÞ�ËµÑÂêÂÍ¨Î«Ñ
ÉrÇAÑÂÚ3ÚRÇAÑ
Ê,Ò3Ë�ÐoíEÄ±Å«ÆEß!ÉµÍ�Û��UÚ(Ê,Ò3È«Û.Ê3È!Ò,ÆLÛ_Í¨Ò,Ò3ÆgÚ,Ì=ÍÂÎ«Þ!Ú�Ê,ÍGÞ�È«ÑÂÉªÛ_ÆgÉ#É�Ú�å�Û�ÍÂÎ«Ú,Ë�Ú�Ê,Ý
ËµÎ!êOÍ
ãaÚ(È!ß�Û_ÆgÉ#É�ÚáéaË#Ê,ÅìÑOÛ_ÍÂÇLÇLÍÂÎõÜÂÆgÒ(Ê3Æ_Ðoí·î0Î+Ü¨Æ�Ò,Ê,ËµÎ!êkÊ,Å!ÆAÉµÍ�Û�Ñ
É´ß«É#Í�Û���ÚTÆ�Î«ÑÂß!É#Æ~ÚáÈ«ÚTÊ,ÍOñ³Î«Þ
ÑìÞ�Ë�Ú,Û�Ò,Æ�Ê,ÆOÆ_Ð�Ì!ÉµË�Û_Ë#ÊAÏ«È�Ðôã;Í¨ÒCÆgÑ¨Û�ÅòÅ³Ñ
É#ãTÆ~Þ�êÂÆ¨åyéaÅ!Ë�Û�Å�Û�ÑÂÎ ß=ÆGÈ«Ú,ÆgÞ ËµÎþÑõÛ�ÍÂÎ+Ê,Ò3ÍÂÉaÜ¨ÍÂÉµÈ!ÇLÆ
ã;ÍÂÒ3Ç^È«ÉµÑ
Ê,ËµÍÂÎ�íTî0ÎÔÊ3Å!Æ·Ø®Ì!Ì=Æ�Î«Þ�Ë#ÐoåIÄ±Å!ÆgÍÂÒ3Æ�Ç Ø5í � å=Ê,Å«ÆEÆ�Ð�Ñ¨Û.ÊáÛ_ÍÂÒ3Ò3ÆgÚ,Ì³Í¨Î«Þ�Æ�Î³Û_Æ5ß=Æ_Ê�é¦Æ�ÆgÎÔÊ,Å«Æ
Æ_Ð�Ì!Ò3ÆgÚ3Ú,Ë#Í¨ÎôÓ�ù«í#ø5�¨Ù�å�ÑÂÎ«ÞGÊ3Å!Æ·Û�ÉµÑ¨Ú,Ú,Ë�Û�Ñ
É{ÕGÖb×�ØVÞ�ÆgÒ,ËµÜÂÆ~ÞGËµÎÔÊ,Å«Æ·Ì«Å+à�Ú,ËµÛgÑ
É{Ú(Ì³ÑÂÛ_Æ·ÑÂÚ®ã;ÍÂÈ!Î³ÞUËµÎ
ã;ÍÂÒaËµÎ«Ú(Ê3ÑÂÎ«Û_ÆL÷ � üIË�ÚaÚ(Å«Í&éaÎ�í

�Iº �Iº i 
!»r¿���Ã�»��þ¼ � � MG¾=» F�� � � �+¼�½�� ºeî0ÎìÍ¨Ò3Þ!Æ�ÒeÊ3ÍUÑ
Î«ÑÂÉ#à�âgÆLÊ,Å!ÆCÇLË#Ð�ÆgÞìÇLÆ_Ê3Å!Í�Þ
Ó�ù«í#ø5�¨ÙLé¦ÆUÑÂÉµÚ,ÍìÎ!Æ�Æ~ÞþÚ,ÍÂÇLÆÔÌ!Ò3ÍÂÌ=Æ�Ò,Ê,ËµÆgÚfÍ
ãáÊ,Å!Æðß!ËµÉ#ËµÎ!ÆgÑÂÒCã;Í¨Ò,Ç

ah
Þ�Æ�ñ«Î!Æ~Þ�ÍÂÎ Ê3Å!ÆðÚ,Ì«ÑÂÛ�Æ

RT
1/2

h

íC�aÆgÛgÑ
ÉµÉoÊ,Å«Æ^Þ�Æ_ñ³Î!Ë�Ê3Ë#Í¨ÎOÍ
ã{Ê,Å!Æ^ÇLÑ
Ê,Ò3Ë�Ð
Λ
ã;Ò3ÍÂÇ Ó�ù!íµøÂø�Ù�å«éaÅ!Ë�Û�ÅOËµÚRÛ_Í�Æ�!CÛ�Ë#ÆgÎ¨Ê�ÚaÍ
ã

ah
å

Û.ã�íAÓ�ù!íµø=�+Ù.íáÄ±Å«ÆEÇAÑ&Ê3Ò,Ë#Ð
Λ
Ë�ÚRß³Í¨È!Î«Þ�Æ~ÞÔÈ!Î!Ë#ã;ÍÂÒ3ÇLÉ#àGËµÎ

h
íeÄIÍkÆ�Î«Ú,È!Ò3ÆEÛ_Í�ÆgÒ3Û�Ë#Ü�Ë#Ê�àQÍÂã

ah
å�é¦Æ

ÑÂÚ3Ú,È!ÇLÆ
Λ + ΛT Ê3Ífß=Æ^È!Î!Ë#ã;ÍÂÒ3ÇLÉ#àOÌ=Í¨Ú,Ë�Ê3Ë#Ü¨Æ^Þ�Æ�ñ«Î!Ë#Ê,Æ·ÍÂÎ

Th
íRÄ±Å!Ò3ÍÂÈ«êÂÅ!Í¨È�ÊaÊ,Å!Æ·Ò3ÆgÚ(Ê®Í
ã´Ê3Å!ËµÚ

Ì«ÑÂÌ³ÆgÒaéyÆeÑÂÚ3Ú,È!ÇLÆ

det(Λ + ΛT ) ≥ γ0,
Ó�ù!íµø��+Ù

Ê,ÍLÅ!Í¨ÉµÞQÍ¨ÎQÑÂÉ#É�Ú,È!ß�Û_Æ�ÉµÉ�ÚaéaË�Ê3ÅGÑ·Û�ÍÂÎ«Ú(Ê3ÑÂÎ+Ê
γ0 > 0

ËµÎ«Þ�ÆgÌ³ÆgÎ«Þ�Æ�Î+Ê�ÍÂã
h
í

Ä±Å!Ë�ÚfÛ�ÍÂÎ«Þ�Ë#Ê,ËµÍÂÎ ÇLÆgÑ¨Ú(È«Ò,ÆQÊ,Å«ÆUÚ1�¨Æ�éaÎ!Æ~Ú,ÚLÍÂãáÊ,Å!ÆUÛ�Æ�ÉµÉ�éaËµêÂÅ+Ê,Æ~Þ ß+à
K
í ÄIÍóËµÉµÉ#È«Ú(Ê,Ò�Ñ&Ê3Æ

Ê,Å«ÆfÛ_Í¨Î«Þ�Ë#Ê,ËµÍÂÎ�åréyÆCÑ¨Ú,Ú,È!ÇLÆ
K

Ê,ÍGß=ÆAÊ3Å!ÆCË�Þ�Æ�Î+Ê,Ë#Ê�à
I
íQÄ±Å«Æ�ÎþÓ�ù«í#ø5�¨ÙáÞ�ÆgÇAÑ
Î«Þ!ÚeÊ,Å!ÆCËµÎ!Î!ÆgÒ(Ý

Ì!Ò3Í�Þ�È«Û.Ê5ÍÂãyÊ3Å!ÆAÉµÍÂêÂË�Û�ÑÂÉ#ÉµàGÅ!Í¨Ò,Ëµâ�Í¨Î¨Ê�Ñ
ÉªÑÂÎ«ÞUÜ¨Æ�Ò,Ê,Ë�Û�ÑÂÉ#ÉµàÔÆgÞ!êÂÆLÜÂÆ~Û.Ê,Í¨ÒáÊ,ÍÔÞ�Í¨ÇLË#Î«Ñ
Ê,Æ·Ê,Å«ÆfÛ_Ò3Í¨Ú3Ú
ËµÎ!Î!Æ�Ò,Ý�Ì!Ò,Í�Þ�È³Û.ÊaÍ
ã�Ê,Å!Æ~Ú(ÆeÜ¨ÆgÛ.Ê3ÍÂÒ�Ú�å�Û_ã�í�Ó � í �+Ù_åIÓ�ù«í#ø¨ø~ÙyÑ
Î«ÞO×rËµêÂÈ!Ò3Æeù!í � Ý.Ó

i)
å�Ú,È«Û�ÅfÊ3Å«Ñ&Ê

(ξ1,i · ξ1,c)(ξ2,i · ξ2,c) − ((ξ1,i · ξ2,c + ξ1,c · ξ2,i)/2)2 ≥ Jiγ0.
�



(i)

ξ
1,i

ξ
2,i

ξ
1,c

ξ
2,c

(ii)

��� � ��� � �Âx
(i) � ����� ���
	�	 ��� ��� ����� � ��� �7��� ��� � � � �  (ii) � � ��� � � � � ��� �3
 �����	��

�����
	�	���� ��� 	 � �������  

� ÍÂÊ,ÆTÊ,Å³Ñ&Ê±Ê,Å!Æáñ³Ò3Ú(Ê±Ê,Æ�Ò3ÇöÅ!ÆgÒ,ÆáÑ
Éµé±Ñ�à�Ú¦Ë�Ú±Ì³Í+Ú(Ë#Ê,ËµÜÂÆ¨å�Ú(ËµÎ«Û_ÆTÊ3Å!Æ5Ñ
Î!ê¨É#ÆTß=Æ_Ê�é¦Æ�Æ�ÎkÊ,Å«ÆeÍÂÌ!Ì=Í¨Ú,Ë�Ê3Æ
Ú,È!ß=Û�Æ�ÉµÉIÆ~Þ�êÂÆ~Ú�Ë�Ú�ß=ÍÂÈ!Î«Þ!ÆgÞOß�à

π/2
å!ã;Ò3ÍÂÇ Ê,Å«ÆEÚ,È!ß=Û�Æ�ÉµÉ�Û�ÍÂÎ«Ú(Ê,Ò3È«Û.Ê3Ë#Í¨ÎGÑ
Î«ÞOÒ3Æ�ê¨È!ÉµÑÂÒ,Ë#Ê�àfÍÂã

Th
í

Ä±Å!ÆCÛ�ÍÂÎ«Þ�Ë#Ê,ËµÍÂÎ�Ó�ù!íµø��¨ÙTéaËµÉµÉªã;ÍÂÒeÆ�Ð!Ñ
ÇLÌ!ÉµÆAÅ!ÍÂÉ�ÞëÍÂÎõÊ,Å«ÆLÊ,Ò�Ñ
Ì=Æ�â�Í¨ËµÞ«Ñ
É´ÍÂÒ^â�ËµêÂâgÑÂêOêÂÒ3ËµÞ!ÚáÍÂãT÷�ÿ~ü
éaË#Ê,Å

K = I
í��ªÜ¨Æ�ÎfÒ3ÍÂÈ«êÂÅ!ÆgÒbÛ_ÆgÉ#É�ÚbéaË#Ê,Å

x21 = (h, 0)
å
x41 = (0, h)

ÑÂÎ«Þ
x32 = (0, 3h)

å�Û.ã�í
×rË#ê¨È!Ò3Æ±ù«í � Ý�Ó

ii
Ù_å
Ú,Ñ
Ê,Ë�Ú�ñ³ÆgÚ±Ó�ù«í#ø5�¨Ù�å
Ë#ã

K = I
í � Í
Ê,Æ¦Ê3Å«Ñ&Ê{Ê,Å«ËµÚªÛ�ÍÂÎ«Þ!Ë�Ê3Ë#Í¨ÎEË�Ú{Ë#Î³Þ�Æ�Ì=Æ�Î«Þ!Æ�Î+ÊªÍ
ã h åÑ
Î³ÞOÅ!ÍÂÉ�Þ!ÚaÍ¨ÎGÒ,Í¨È!êÂÅOä+È«ÑÂÞ�Ò3ËµÉµÑ
Ê,Æ�Ò�Ñ
Éoê¨Ò,Ë�Þ!ÚaéaË#Ê,Å«ÍÂÈ�ÊRÑÂÎ�àkÑÂÚ,à�ÇLÌ�Ê,ÍÂÊ,Ë�ÛeÒ,Æ�ñ«Î!ÆgÇ·ÆgÎ+Ê®Û_ÍÂÎ³Þ�Ë�Ê3Ë#Í¨Î

ÍÂÎ
Th
í

� Ú,ËµÎ!êfÊ3Å!Æ·Ò,ÆgêÂÈ!É�Ñ
Ò3Ë�Ê�àQÍ
ãbÊ,Å!ÆLÇLÆgÚ,Å�å=Ê,Å!ÆAÑ¨Ú,Ú,È!ÇLÌ�Ê,ËµÍÂÎòÓ�ù!íµø��+Ù�å�Ñ
Î³ÞGÊ,Å«Æ·Æ~ä+È!Ë#Ü&ÑÂÉ#ÆgÎ«Û_ÆEÍ
ã
Î!Í¨Ò,ÇAÚEÍÂÎìÊ3Å!ÆkÒ3Æ_ã;ÆgÒ,ÆgÎ«Û_ÆfÆ�ÉµÆ�ÇLÆ�Î+Ê

Ê
Ë#Ê·Ë�ÚEÚ(Ê,Ò�Ñ
ËµêÂÅ+Ê,ã;ÍÂÒ3é¦ÑÂÒ3ÞðÊ,ÍõÚ(Å«Í&éVÊ,Å«Ñ
Ê

ah(v, v)1/2
ËµÚ

Ægä+È!ËµÜ&Ñ
ÉµÆ�Î+ÊªÊ3ÍeÊ,Å!Æ
L2

Î!ÍÂÒ3Ç Í¨Î
RT

1/2

h

å+Ë�í ÆÂírÊ,Å«Æ�Ò3ÆRÑ
Ò3Æ�Û_Í¨Î«Ú(Ê3Ñ
Î+Ê�Ú
α0, α1 > 0

åÂËµÎ«Þ�ÆgÌ³ÆgÎ«Þ�Æ�Î+Ê
Í
ã

h
å!Ú(È«Û�ÅkÊ,Å³Ñ&Ê

α0‖v‖
2 ≤ ah(v, v) ≤ α1‖v‖‖u‖.

Ó�ù!í � #¨Ù

Ä±Å!Æ5È«Ì!Ì³ÆgÒ®ß=ÍÂÈ!Î³ÞOÅ!ÍÂÉ�Þ!Ú�Ú,Ë#Î³Û_Æ
DcD

−1 ËµÚ®È!Î!Ë#ã;ÍÂÒ3Ç·ÉµàQß³Í¨È!Î«Þ�Æ~Þoí¦×«Ò,Í¨ÇöÊ3Å!Æ^ÉµÍ&éyÆgÒaß³Í¨È!Î«Þoå
Ê,Å«ÆeÈ!Î!Ë�ä¨È«Æ�Î!Æ~Ú,Ú±ÍÂãeÓ�ù!íµø��+ÙbÎ«Í&éþã;ÍÂÉµÉµÍ&é�Ú�í

��º JE¾=» � �+½ � ��»rÁ �G¾ �¦¼ ���QXY]eW d ºRî0ÎfÊ,Å!Ë�Ú¦ñ«Î«ÑÂÉoÚ(Æ~Û.Ê,ËµÍÂÎkÍ
ã�Ê3Å!ÆTÌ«Ñ
Ì=Æ�Ò±é¦ÆTÚ,Å!Í&é Ê,Å«Æ
Û_Í¨Î�ÜÂÆ�Ò3êÂÆgÎ«Û_ÆRÍ
ãrÊ,Å!Æ5ÕÔÖb×�Ø Ú(à�Ú(Ê,ÆgÇ Ó�ù«í#ø5�¨Ù�í

�������! �� $'&�$�� +�* v ∈ (H1)2 )��(�8* � div v ∈ H1 .A	 � p ∈ H1 ��� �
��* ��+�� 0�+7* Mh
4 +

* � + L2
����� ���7+��7*D� �A	 ��	�* � Qh

)�.�	 � Π0,h
* � + L2

����� ���7+���*D� �A	 �A	�* � (P0(E))2 
���� .�080 E ∈ Th
�

 � +=	 * � +=��+�� � .����A	 ��* .A	 * c )?� 	 � +!� +=	 �1+�	 * �1
 h ) ���"� � * � .�*

‖Mhp − p‖ ≤ ch‖p‖1,
Ó �³í#ø�Ù

‖Π0,hv − v‖ ≤ ch‖v‖1,
Ó �³í � Ù

‖Πhv − v‖ ≤ ch‖v‖1,
Ó �³í ù+Ù

‖ div(Rhv − v)‖ ≤ ch‖ div v‖1,
Ó �³í ��Ù

� � �5�$
 íòî0Î!Ægä+È«ÑÂÉ#Ë#Ê,ËµÆgÚQÓ �³í#ø�Ù^ÑÂÎ«Þ Ó �«í � Ù5ã;ÍÂÉµÉ#Í&é�ÚEß�àìÍÂÒ�Þ�ËµÎ«Ñ
Ò3àðËµÎ+Ê,ÆgÒ,Ì=ÍÂÉ�Ñ&Ê3Ë#Í¨ÎóÆgÚ(Ê,ËµÇAÑ&Ê,Æ~Ú�í
î0Î!Æ~ä¨È³Ñ
ÉµË�Ê�àOÓ �³í ù+Ù{Û�Ñ
ÎLß=Æaã;ÍÂÈ«Î«ÞLË#ÎO÷�ÿ~ü�í ý Ë#Î³Û_Æ

div Rhv = Mh div v
å¨Û_ã�í±Ó�ù!í û¨Ù_å³Ó �³í ��Ù�ã;ÍÂÉµÉ#Í&é�Ú

ã;Ò3ÍÂÇ Ó �«íµø~Ù.í
�������! #� $%$ $&� +7* u ∈ (H1)2 .A	 � v ∈ RT

1/2

h
�  � +=	 * ��+�� + � � .'���A	 � * .A	 * c )

� 	 �1+(��+=	 � +=	�* �$
 h ) ���"� � * � ./*

|ah(Πhu, (I − Πh)v)| ≤ ch‖u‖1‖(I − Πh)v‖.

� � �5�$
 íy×!Ò3ÍÂÇ �IÆ�ÇLÇAÑ·ù«í#ø¨å�éyÆáÅ«Ñ�Ü¨Æ

aE(Π0,hu, (v − Πhv)) = 0.
)



×!Ò3ÍÂÇ ��Æ�ÇLÇAÑ �«íµøÂå�Ó �«í � Ù¦Ñ
Î«ÞëÓ�ù!í � #¨Ùyé¦ÆáÍÂß�Ê�Ñ
ËµÎ

aE(Πhu, (I − Πh)v) = |aE((Πh − Π0,h)u, (I − Πh)v)|

≤ α1‖(Πh − Π0,h)u‖E‖(I − Πh)v‖E

≤ ch‖u‖1,E‖(I − Πh)v‖E .

ý È!ÇLÇLËµÎ!êAÍ&ÜÂÆgÒ
Th
å�Ê3Å!Æ5Þ�ÆgÚ,ËµÒ,Æ~ÞfÒ3ÆgÚ,È!É#Ê¦ã;Í¨É#ÉµÍ&é�Úgí

��Æ�Ê
a(u, v)

ß=Æ^Ê3Å!ÆAÛ_ÍÂÎ+Ê3Ë#Î�È!Í¨È«Ú®ß«Ë#ÉµË#Î«ÆgÑ
ÒRã;ÍÂÒ3Ç
(K−1u, v)

í^Ä±Å!Æ·Î!Æ_Ð�ÊeÒ,Æ~Ú(È«É�ÊáËµÚáÑkÛ_ÍÂÎ³Ú(Ë�Ú�Ý
Ê,ÆgÎ«Û_àkÒ,Æ~Ú(È«É�Ê±ã;ÍÂÒ±Ê3Å!Æeß!ËµÉ#ËµÎ!Æ~Ñ
Ò±ã;ÍÂÒ3Ç

ah
í

�������! � $ "%$ � +7* u ∈ (H1)2 .A	 � v ∈ RT h
�  � +=	 * � +=��+ � �9.����A	 ��*�.�	�* c )8� 	 �1+(��+=	 �

� +=	�* �$
 h ) ���"� � * ��./*

|ah(Πhu, v) − a(u, v)| ≤ ch‖u‖1‖v‖.

� � �5�$
 íy×!Ò3ÍÂÇ �IÆ�ÇLÇAÑÂÚaù!íµøeÑ
Î«Þ �«íµøÂå�Ê3Å!Æeß=ÍÂÈ!Î«Þ!ÆgÞ�Î!Æ~Ú,Ú±ÍÂã
a
Ñ
Î«ÞõÓ�ù«í �+Ùbé¦ÆeÞ�Æ�Ò3ËµÜÂÆ

|ah(Πhu, v)−a(u, v)|

= | ah((Πh − Π0,h)u, v) + ((K−1

h − K−1)Π0,hu, v) + a((Π0,h − I)u, v)|

≤ c (‖Πhu − u‖ + ‖Π0,hu − u‖ + h‖Π0,hu‖) ‖v‖

≤ ch‖u‖1‖v‖.

� +=� .A��� í ��ÆgÇ·ÇAÑ �³í � ÑÂÎ«Þ �³í ùGÑÂÒ,ÆfÚ(Ê3Ñ
Ê,Æ~ÞëË#ÎìÊ3Å!ÆCÌ!Å�à�Ú,ËµÛgÑ
ÉyÚ,Ì«Ñ¨Û_ÆÂíÔÄ�ÍUÑ¨Û�Å!Ë#ÆgÜÂÆLÊ3Å!ËµÚ
Ú(Ê3Ñ&Ê3Æ�ÇLÆ�Î+Ê�ÚaË#ÎQÊ3Å!Æ5Ì!Å�à�Ú(Ë�Û�ÑÂÉ�Ú(Ì³ÑÂÛ_Æeé¦ÆeÆgÚ3Ú,Æ�Î+Ê,Ë�Ñ
ÉµÉ#àfÈ«Ú(Æ~ÞkÊ,Å«Ñ
Ê�ÍÂÎ!ÆeÍÂã�Ê3Å!Æ�&+ÑÂÛ_Í¨ß!Ë�Ñ
ÎQÇLÑ
Ê,Ò3Ë�Ð
é±ÑÂÚ´ÆgÜ�ÑÂÉ#È³Ñ&Ê,Æ~Þ·Ë#ÎAÊ3Å!Æ®Û�Æ�ÉµÉ³Û_ÆgÎ+Ê,Æ�Ò~å¨Û_ã�íaÓ�ù!í �¨Ù{ÑÂÎ«Þ ��ÆgÇLÇLÑ^ù!íµøÂå
éaÅ!Ë�Û�ÅCÑ
ê+Ñ
ËµÎAÛ�Ñ
È³Ú(Æ~Þ^Ê3Å!Æ�Î!Í¨Î
Ú,à+ÇLÇLÆ_Ê3Ò,àfÍ
ãrÊ,Å!ÆeÇLÆ_Ê3Å!Í�Þoí

î�ÊáËµÚRéyÆgÉ#É>��Î!Í&éaÎOÊ3Å«Ñ&Ê~åoË#ÎõÑÂÞ!Þ�Ë#Ê,ËµÍÂÎÔÊ,ÍkÊ,Å!ÆEß³Í¨È!Î«Þ�Æ~Þ�Î!ÆgÚ3ÚTÍ
ã´Ê3Å!ÆEß«Ë#ÉµË#Î«ÆgÑ
ÒRã;ÍÂÒ3ÇAÚ�å=Ê�é¦Í
Û_Í¨Ò,Ò3ÆgÚ,Ì=ÍÂÎ«Þ�ËµÎ!ê��¦Ò3Æ�â�âgË�Û�ÍÂÎ«Þ�Ë#Ê,ËµÍÂÎ³Ú®Å«Ñ�Ü¨ÆeÊ,Íkß³Æ·Ú,Ñ
Ê,Ë�Ú�ñ³ÆgÞGËµÎÔÍÂÒ�Þ�ÆgÒ�Ê,ÍkÆ�Î«Ú,È!Ò3ÆEÚ(Ê3ÑÂß!Ë#ÉµË#Ê�àkÍÂãbÑ
ÇLË�Ð�Æ~ÞÔñ«Î«Ë�Ê3Æ·ÆgÉ#ÆgÇLÆ�Î+ÊeÇ·Æ�Ê,Å!Í�ÞðÍ
ãyÊ,Å!Æ·ã;ÍÂÒ3ÇhÓ�ù!íµø��¨Ù.åIÛ.ã�íQ÷#ø #�ü�í·×«ÍÂÒTÊ,Å!ÆAÛ�ÍÂÎ+Ê,ËµÎ�È!ÍÂÈ«ÚTÇLË#Ð�Æ~Þ
ã;ÍÂÒ3Ç^È«ÉµÑ
Ê,ËµÍÂÎkÓ�ù!íµø~ÙIÊ,Å«Æ¦Ì«Ò,Í¨Ì³ÆgÒ�ã;È«Î«Û.Ê3Ë#Í¨ÎLÚ,Ì«Ñ¨Û_Æyã;ÍÂÒrÊ,Å!Æ±ã;Í¨Ò,ÇEÈ!É�Ñ&Ê,ËµÍÂÎEËµÚ

H(div)×L2

í>��Æ�Î³Û_ÆÂå
ËµÎkÊ3Å!ÆeÌ!Ò3ÆgÚ,Æ�Î+Ê�Ú(Æ�Ê(Ê3Ë#Î!ê·Ê3Å!Æáñ«Ò�Ú�ÊB�¦Ò,Ægâ�âgË�Û_ÍÂÎ³Þ�Ë�Ê3Ë#Í¨ÎkÒ3Ægä+È!ËµÒ3ÆgÚ¦Ê,Å³Ñ&Ê

sup
v∈RT

1/2

h

(q, div v)

‖v‖div

≥ β1‖q‖
ã;Í¨Ò�Ñ
ÉµÉ

q ∈Qh,
Ó �³í ú¨Ù

éaÅ!ÆgÒ,Æ
β1 > 0

Ë�ÚAËµÎ«Þ�Æ�Ì=Æ�Î³Þ�Æ�Î+ÊkÍÂã
h
í ý Ë#Î«Û�Æ

RT
1/2

h ⊃ RT h
åaÑ
Î«ÞòÊ,Å«ÆUÛ_Í¨Ò,Ò3ÆgÚ,Ì³Í¨Î«Þ�ËµÎ!ê

Û_Í¨Î«Þ�Ë#Ê,ËµÍÂÎkËµÚ¦é¦Æ�ÉµÉ���Î!Í&éaÎfÊ,Í·Å!ÍÂÉ�ÞAã;Í¨Ò¦Ê,Å!ÆáÌ«ÑÂË#Ò
RT h ×Qh

å!Û.ã�ía÷µø�#�å�ø5��ü�å�é¦ÆáÛ_ÍÂÎ³Û_ÉµÈ«Þ�ÆRÊ,Å«Ñ
Ê
Ó �³í ú¨ÙyËµÚ±ã;È«É�ñ«ÉµÉµÆgÞoí

Ä±Å!Æ±Ú(Æ~Û_Í¨Î«Þ5Ú(Ê3Ñ
ß«Ë#ÉµË�Ê�à5Û�ÍÂÎ«Þ!Ë�Ê3Ë#Í¨Î^Ë�ÚIÒ3Æ�É�Ñ&Ê3ÆgÞeÊ3Í�Ê3Å!Æ±éyÆ~Ñ���É#àáÞ�ËµÜÂÆgÒ,ê¨Æ�Î«Û�Æªã;Ò3Æ�ÆbÜ¨ÆgÛ_Ê,ÍÂÒ�ñ«ÆgÉµÞ!Ú
ËµÎ

RT
1/2

h

í ��Æ_Ê
Zh

Þ�Æ�Î«Í
Ê,ÆTÊ3Å!Æ5Ú(Æ�Ê�Í
ãréyÆ~Ñ���É#àkÞ�Ë#Ü¨Æ�Ò3êÂÆgÎ«Û_ÆRã;Ò,ÆgÆáÜÂÆgÛ_Ê,Í¨Òyñ³Æ�É�Þ!Ú�å«Ë�í ÆÂí

Zh = {v ∈ RT
1/2

h : (div v, q) = 0, ∀q ∈ Qh}.

Ä±Å!Æ5Ú(Ê3ÑÂÎ«Þ!Ñ
Ò�ÞAã;Í¨Ò,ÇEÈ!É�Ñ&Ê,ËµÍÂÎQÍ
ã�Ê,Å!Æ5Ú,ÆgÛ�ÍÂÎ«ÞQÚ(Ê3Ñ
ß«Ë#ÉµË�Ê�àkÛ_ÍÂÎ³Þ�Ë�Ê3Ë#Í¨ÎGÚ�Ê�Ñ&Ê,Æ~Ú¦Ê,Å«Ñ
Ê

‖v‖div ≤ β2‖v‖
ã;ÍÂÒ�ÑÂÉ#É

v ∈ Zh,

éaÅ!ÆgÒ,Æ
β2

ËµÚ�Ë#Î«Þ!Æ�Ì=Æ�Î«Þ�ÆgÎ+Ê®Í
ã
h
í±Ä±Å!Ë�Ú�Û_Í¨Î«Þ�Ë#Ê,ËµÍÂÎGÞ�Í�ÆgÚ�Î!Í
Ê�Å!Í¨ÉµÞOËµÎQÊ,Å!Æ^Ì!Ò,Æ~Ú(ÆgÎ+Ê®Û�ÑÂÚ,ÆeÚ(ËµÎ«Û�Æ

Ê,Å«ÆRÆgÉ#ÆgÇ·ÆgÎ+Ê3ÚyÍ
ã
Zh

Ñ
Ò3Æ®Î«Í
Ê¦Þ!Ë#Ü¨Æ�Ò3êÂÆ�Î³Û_Æaã;Ò3Æ�Æ¨í>�®Í&éyÆgÜÂÆgÒgå¨Ë�ã
v ∈ Zh ∩RT h

Ê3Å!Æ�Î
div v = 0

í
.10



Ä±Å!Ë�Ú�Ë�Ú®Ú,Æ�ÆgÎQß�àOÑ·Ê,Ò�Ñ
Î«Ú(ã;ÍÂÒ3ÇAÑ&Ê3Ë#Í¨Îkß«Ñ¨Û��CÊ3ÍAÊ,Å!Æ^Ò,Æ�ã;Æ�Ò3Æ�Î«Û�Æ5Ú(Ì«Ñ¨Û_Æ¨í �®Æ�Î«Û�ÆÂå³ã;ÍÂÒ®ÑÂÎ+à
v ∈ Zhé¦Æ¦ÇEÈ«Ú(Ê{Å³Ñ�ÜÂÆyÊ,Å«Ñ
Ê

div Π̂v̂ = 0
ÑÂÎ«Þ5Ë#Ê´ã;ÍÂÉµÉ#Í&é�Ú�Ê3Å«Ñ&Ê

div REv = 0
í{Ä±Å!ÆgÒ,Æ�ã;ÍÂÒ3ÆÂå�Ê,Å«Æ¦é¦ÆgÑ��ÂÆgÒ

Û_Í¨Î«Þ�Ë#Ê,ËµÍÂÎ

‖v‖ + ‖ div Rhv‖ ≤ β2‖v‖
ã;ÍÂÒ�Ñ
ÉµÉ

v ∈ Zh,

Å!Í¨ÉµÞ!Ú±éaË#Ê,ÅÔÛ�ÍÂÎ«Ú(Ê3ÑÂÎ+Ê
β2 = 1

íªÄ±Å!Ë�Ú�Ú(ÉµËµêÂÅ+ÊaÉµÑ¨Û��CÍ
ã´Ú�Ê�Ñ
ß!ËµÉµË�Ê�àAã;Í¨Ò±Ê,Å!Æ^Ç·Ë#Ð�ÆgÞQÇLÆ_Ê3Å!Í�ÞõÓ�ù!íµø��+Ù
éaËµÉ#É´Å«Ñ�Ü¨ÆEÛ�ÍÂÎ«Ú,Ægä+È!ÆgÎ«Û_Æ~Ú�ã;Í¨ÒRÊ3Å!ÆLÆ�Ò3Ò,Í¨Ò®Æ~Ú�Ê3Ë#ÇAÑ&Ê3ÆgÚTé¦ÆLÚ,Å«ÑÂÉ#É{ÍÂß!Ê3Ñ
ËµÎ�í5î0Î³Ú�Ê3ÆgÑÂÞUÍ
ãbÆ~Ú�Ê3Ë#ÇAÑ
Ê,ÆgÚ
ËµÎkÊ3Å!ÆeÎ!Í¨Ò,ÇöÍÂã

H(div) ×L2

éyÆeéaËµÉµÉoË#Î«Ú(Ê,Æ~ÑÂÞQÍÂß!Ê3Ñ
ËµÎQÆgÚ(Ê,ËµÇLÑ
Ê,Æ~Ú±Ë#ÎGÑ·éyÆ~Ñ��¨Æ�Ò±Î!ÍÂÒ3ÇOí
��Æ�Ê

(u, p) ∈ H(div) × L2

ß=ÆkÊ,Å!ÆOÚ(Í¨É#È!Ê,ËµÍÂÎóÍÂã�Ê,Å!ÆOÛ_Í¨Î+Ê,ËµÎ+È«ÍÂÈ«ÚEÌ!Ò3ÍÂß!ÉµÆ�Ç Ó�ù«í#ø�Ù5ÑÂÎ«Þ
(uh, ph) ∈ RT

1/2

h ×Qh
Ê3Å!ÆaÛ_ÍÂÒ3Ò3ÆgÚ,Ì³Í¨Î«Þ�ËµÎ!ê®Ú,ÍÂÉµÈ�Ê,ËµÍÂÎEÍ
ãaÓ�ù!íµø��+Ù�í 'ðÆaÑÂÚ3Ú,È!ÇLÆbÊ3Å«Ñ&Ê

u
å
div u

å
Ñ
Î³Þ

p
ÑÂÒ,ÆbÑÂÉ#É

H1
ã;È!Î«Û.Ê3Ë#Í¨Î«Úgí � Í
Ê,ÆbÊ,Å«Ñ
Ê�Ë#Ê�ã;Í¨É#ÉµÍ&é�Úoã;Ò3ÍÂÇ Ó�ù!í � Ù�Ê3Å«Ñ&Ê

Πh(u−uh) ∈ Zh∩RT hÑ
Î³ÞUÊ3Å!Æ�Ò3Æ_ã;Í¨Ò,Æ
div Πh(u − uh) = 0

ÑÂÎ«ÞëÑ
É�Ú(Í
div Rh(u − uh) = 0

í 'õÆfÛ�ÑÂÎõÊ,Å!ÆgÒ,Æ�ã;ÍÂÒ3Æ
Û_Í¨Î«Û_ÉµÈ«Þ�ÆTã;Ò3ÍÂÇ Ó �«í �+Ù_å�Ê,Å«Ñ
Ê

‖ div(u − Rhuh)‖ = ‖ div(u − Rhu)‖ ≤ ch‖ div u‖1.
Ó �³í û+Ù

Ä±Å!Æ
L2

Î!ÍÂÒ3ÇöÍ
ã
u − uh

Ë�Ú±ÆgÚ(Ê,ËµÇLÑ
Ê,Æ~ÞkÎ«Æ_Ð�Êgí
�������! � $ � $� � +=��+ � �9. ���A	 � * .A	 * c )?� 	 � +!� +=	 �1+�	 *C�1
 h ) ���"� � * � .�*

‖u − uh‖ ≤ ch‖u‖1.

� � �5�$
 íyæ®È!ÆáÊ3ÍLÊ,Å!ÆeËµÎ+Ê,ÆgÒ,Ì=ÍÂÉ�Ñ&Ê3Ë#Í¨ÎfÒ3ÆgÚ,È!É�Ê5Ó �«í ù¨Ù¦Ë#Ê�ËµÚ±ÆgÎ!ÍÂÈ!ê¨ÅfÊ3ÍAÚ(Å!Í&é Ê,Å«Ñ
Ê

‖Πhu − uh‖ ≤ ch‖u‖1.
Ó �³í�ÿÂÙ

×!È«Ò(Ê3Å!Æ�Ò3ÇLÍÂÒ3ÆÂå�ß�àõÓ�ù!í � #¨ÙyË#Ê�ËµÚaÚ,È
!CÛ_ËµÆ�Î+ÊaÊ3Í·Æ~Ú�Ê3Ë#ÇAÑ
Ê,Æ
ah(Πhu − uh, Πhu − uh)1/2

í
î0ÎCÍ¨Ò3Þ�ÆgÒªÊ3ÍEÞ�Í^Ê,Å!Ë�Ú¦éyÆTÚ�Ê�Ñ
Ò,Êbß�à·Í¨ß«Ú,Æ�Ò3Ü+ËµÎ!êeÊ3Å«Ñ&Ê±Ú(ËµÎ«Û�Æ

Πh(u−uh)
ËµÚ¦Þ�ËµÜÂÆgÒ,ê¨Æ�Î«Û�Æ±ã;Ò,ÆgÆ

Ë#Êaã;ÍÂÉµÉ#Í&é�Ú¦ã;Ò3ÍÂÇ Ê3Å!Æ5Þ�Æ�ñ«Î!Ë#Ê,ËµÍÂÎOÍ
ã
uh

Ñ
Î³ÞõÓ�ù!í � ÙbÊ,Å³Ñ&Ê

ah(uh, Πhu − uh) = (ph, div(Πhu − uh)) = (ph, div Πh(u − uh)) = 0.

��ÆgÎ«Û_Æ¨å

ah(Πhu − uh, Πhu − uh) = ah(Πhu, Πhu − uh)

= ah(Πhu, Πh(u − uh)) − ah(Πhu, (I − Πh)uh).

ý ËµÎ«Û_Æ

a(u, Πh(u − uh)) = (p, div(Πh(u − uh))) = 0,

é¦ÆTÍ¨ß�Ê3ÑÂË#Î«ÆgÞfÊ,Å!ÆeË�Þ�Æ�Î+Ê3Ë�Ê�à

ah(Πhu−uh, Πhu−uh) = [ah(Πhu, Πh(u−uh))−a(u, Πh(u−uh))]−ah(Πhu, (I−Πh)uh).

×!Ò3ÍÂÇöÊ,Å!ÆeÆ~Ú�Ê3Ë#ÇAÑ&Ê3ÆgÚ±ÍÂã�Ê3Å!Æ ��ÆgÇ·ÇAÑ¨ÚC�«í � ÑÂÎ«Þ �«í ùEé¦ÆeÞ�Æ�Ò3ËµÜÂÆ

ah(Πhu − uh, Πhu − uh) ≤ ch‖u‖1(‖Πh(u − uh)‖ + ‖(I − Πh)uh‖)

≤ ch‖u‖1‖Πhu − uh‖,

éaÅ!ÆgÒ,ÆTÊ,Å«Æáñ«Î«Ñ
ÉoËµÎ!Æ~ä¨È³Ñ
ÉµË�Ê�àAã;Í¨É#ÉµÍ&é�Ú¦ã;Ò3ÍÂÇ Ó�ù!í ù¨Ù.í?�¦àõÓ�ù!í � #+ÙbÊ,Å!Ë�ÚaËµÇ·Ì«É#ËµÆgÚ5Ó �«í�ÿ
Ù�í
.�.
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��� � ���	� 
~x�� � ��� � 	 � � � � � ������� � ��	 � � ��� � ��	 � ��� ��� � � �8��� � � � � � � ��� ����� � ����� � ����� h2 � � ��� � � � � � � ��������� � �  � � ��� � � � � ��� ��� � � ��� ��� � � ����� � � � ��� ��� � ��� � � � � � � ��� � ��	 � ��� ��� � � �8���  

×!Í¨Ò¦Ê,Å!ÆTñ«Î«ÑÂÉoÆgÚ(Ê,ËµÇAÑ&Ê,ÆáÍ¨Î
‖p− ph‖

Ë#ÊaËµÚgå�ß�àðÓ �³í#ø�Ù�å�Æ�Î«ÍÂÈ!ê¨ÅfÊ3ÍEß=ÍÂÈ!Î³Þ
‖Mhp− ph‖

í{Ä±Å«Æ
ËµÎ�ã #�Ú,È!ÌGÛ_Í¨Î«Þ�Ë#Ê,ËµÍÂÎQÍÂÎ

RT h × Qh
ê¨Ë#Ü¨ÆgÚ

‖Mhp − ph‖ ≤c sup
v∈RT h

(Mhp − ph, div v)

‖v‖div

≤c

{

‖Mhp − p‖+ sup
v∈RT h

(p − ph, div v)

‖v‖div

}

≤c

{

‖Mhp − p‖+ sup
v∈RT h

|a(u, v) − ah(Πhu, v)| + ah(Πhu − uh, v)

‖v‖div

}

≤ch (‖p‖1 + ‖u‖1)

éaÅ!ÆgÒ,Æáé¦ÆTÅ³Ñ�ÜÂÆáÈ«Ú,ÆgÞõÓ �«íµø~Ù_å�Ó �³í�ÿÂÙ±Ñ
Î«Þ���ÆgÇ·ÇAÑ �«í ù!í
Ä�ÍÂêÂÆ�Ê,Å!ÆgÒ�éaË#Ê,ÅfÓ �«í û¨Ù�ÑÂÎ«Þ ��ÆgÇLÇLÑB�«í �aÊ,Å!Ë�Ú�Ë#ÇLÌ!ÉµË#Æ~ÚoÊ3Å!Æªã;Í¨É#ÉµÍ&éaË#Î«ê®Ú(Æ�ÊIÍ
ã!ÆgÒ,Ò3ÍÂÒoÆ~Ú�Ê3Ë#ÇAÑ
Ê,ÆgÚ

ã;ÍÂÒ±Ê3Å!Æ5ÕGÖb×�Ø ÇLÆ�Ê,Å!Í�Þoí
	�
 �
���%� � � $��%$ � +7* (u, p) 4 +�* � + +�� . �7* �=�/0 ��*D� �A	 �$
���� ����� .A	 � (uh, ph) ⊂ RT

1/2

h ×Qh* � + �=��0 ��* � ��	 �$
���� ������� � ( 
 Ó�ù!íµø��+Ù � ��0 � ��	�� ���
	 � 	�������� ) * � +=��+B� �!. � ��	 ��* .A	�* c ) � 	 �1+(��+�	 � +=	�*
�$
 h ) 4=��* �1+(��+�	 �A� 	 	 ��	 ‖u‖1

) ‖ div u‖1
.�	 � ‖p‖1

) ���"� � * ��./*

‖uh − u‖ + ‖ div(Rhuh − u)‖ + ‖ph − p‖ ≤ ch.

� +=� .A��� í��aÆ~Û�ÑÂÉ#É�Ê,Å«Ñ
Ê div ◦Rh
ÇAÑÂÌ«Ú

(H1)2
ËµÎ+Ê,ÍfÊ,Å!Æ·Ì!ËµÆgÛ_ÆgéaËµÚ,Æ^Û�ÍÂÎ«Ú(Ê3ÑÂÎ¨ÊáÚ(Ì³ÑÂÛ_Æ

Qh
å

Ñ
Î³ÞðÚ3Ñ&Ê3ËµÚ(ñ«ÆgÚTÊ3Å!ÆCÛ_Í¨ÇLÇ^È�Ê3Ë#Î!êGÞ�Ë�Ñ
ê¨Ò3ÑÂÇKÌ!Ò,Í¨Ì³ÆgÒ(Ê�à Ó�ù«í û+Ù®Ë�í ÆÂí
div ◦Rh = Mh ◦ div

íLÄ±Å«ËµÚ
Æ�Î³Ú(È!Ò3ÆgÚyÊ3Å!ÆeÛ_ÍÂÎ�Ü¨Æ�Ò3êÂÆ�Î³Û_Æ�ÍÂã�Ê,Å!ÆeÞ�Ë�Ú3Û_Ò3Æ_Ê,ÆáÞ�ËµÜÂÆgÒ,ê¨Æ�Î«Û�ÆÂå�Û.ã�í�Ó �«í �+Ù�íªÄ±Å!ÆeÛ�ÍÂÎ�ÜÂÆgÒ,ê¨Æ�Î«Û�Æ�Ò,Æ~Ú(È«É�Ê�Ú
ã;Ò3ÍÂÇ Ä±Å!Æ�Í¨Ò,ÆgÇ �³í ú!å+ÑÂÉµÚ,Í^ÑÂÌ!Ì!ÉµàEÊ3Í5Ê3Å!ÆTÛ�ÉµÑ¨Ú,Ú,Ë�Û�Ñ
É���Ñ�Ü�ËµÑÂÒ(Ê,Ý�Ä±Å«ÍÂÇAÑÂÚ´Ú,ÍÂÉµÈ�Ê,ËµÍÂÎIå+Û_ã�í�Ó�ù!í�ÿ
ÙªéaË�Ê3Å
(uh, ph)

ÑÂÎ«Þ
(v, q) ∈ RT h × Qh

íóÄ±Å«Æ�Ò3Æ_ã;ÍÂÒ3ÆAÊ3Å!ËµÚ·ê¨Ë#Ü¨ÆgÚ·Û_ÍÂÎ�Ü¨Æ�Ò3êÂÆ�Î³Û_ÆAÍ
ãaÊ3Å!ÆGÛ_É�ÑÂÚ3Ú(Ë�Û�ÑÂÉ
��Ñ�Ü�Ë�Ñ
Ò,Ê(Ý0Ä±Å!ÍÂÇAÑÂÚCÇ·Æ�Ê,Å!Í�Þ éaË�Ê3Å!ÍÂÈ!ÊQÌ=Æ�Ò,ã;ÍÂÒ3ÇLË#Î!êôÊ,Å!Æ

ABF0

#+ÇLÍ�Þ�Ë#ñ³Û�Ñ
Ê,ËµÍÂÎþÍÂã5Ê,Å!Æõñ«Î«Ë�Ê3Æ
Æ�ÉµÆ�ÇLÆgÎ¨Ê®Ú,Ì«Ñ¨Û_ÆÂí

��º MGÀ�� �+½&Ã�Á 
 �bP �! �+½&Ã�� ��»�¼ 
 º �´Ð�Ê3Æ�Î«Ú,Ë#Ü¨ÆáÎ+È«Ç·ÆgÒ,Ë�Û�ÑÂÉ�Ê,Æ~Ú�Ê3Ë#Î!êAÅ³ÑÂÚ±ß=Æ�Æ�ÎOÌ=Æ�Ò,ã;ÍÂÒ3ÇLÆgÞ
ÍÂÎOÊ3Å!ÆEÛ�ÍÂÎ�ÜÂÆgÒ,ê¨Æ�Î«Û�ÆáÍ
ã{Ê,Å!ÆEÌ!Å�à�Ú(Ë�Û�ÑÂÉIÚ(Ì³ÑÂÛ_ÆEÞ�Æ�Ò3Ë#Ü¨ÆgÞOÕGÖb×�Ø Þ�Ë�Ú,Û�Ò,Æ�Ê,ËµâgÑ&Ê3Ë#Í¨Î�å³Û_ã�í5÷ ù�å-�«å�ø��&ü�í
Ä±Å!ÆLã;Í¨É#ÉµÍ&éaË#Î«êkÆ�Ð�ÑÂÇLÌ!É#ÆAËµÉµÉ#È«Ú(Ê,Ò�Ñ&Ê3ÆgÚTÊ3Å!ÆAêÂÍ�Í�ÞðÛ�ÍÂÎ�ÜÂÆgÒ,ê¨Æ�Î«Û�ÆEä+È«ÑÂÉ#Ë#Ê,ËµÆgÚáÍ¨ÎðÒ3ÍÂÈ!ê¨Åðê¨Ò,Ë�Þ!ÚTã;Í¨Ò
Ê,Å«ÆeÌ!Å�à�Ú,Ë�Û�Ñ
É�Ú,Ì«Ñ¨Û_ÆTß«ÑÂÚ,ÆgÞQÕGÖb×�ØZÛ�ÍÂÇLÌ«ÑÂÒ,Æ~ÞAÊ,ÍLÊ3Å!ÆeÒ3Æ_ã;Æ�Ò3Æ�Î³Û_ÆáÚ(Ì«Ñ¨Û_Æáß«Ñ¨Ú(Æ~ÞfÜ¨Æ�Ò�Ú(ËµÍÂÎ�í

��Æ�ÊªÊ,Å«Æ®Æ�ËµêÂÆgÎ�Ü�ÑÂÉ#È«ÆgÚrã;ÍÂÒ
K
ß=Æ5ø�#eÑÂÎ«ÞOøÂå�Ú(È³Û�ÅEÊ3Å«Ñ&ÊyÊ,Å!Æ�ñ«Ò3Ú(ÊbÆgË#ê¨Æ�Î�ÜÂÆ~Û.Ê,Í¨Ò´ËµÚªÊ,ËµÉ�Ê3ÆgÞ

π/6

K =

[

7.7500 3.8971
3.8971 3.2500

]

.

. �



1/h ‖ph − p(xc)‖
��Ñ
Ê,Æ

‖u− Πhuh‖h
��Ñ
Ê,Æ

‖u− uh‖h
��Ñ
Ê,Æ

� øÂí #+ÿÂú¨ÿ&Æ_Ý�#!ø Ý ø¨í �����³ø�Æ�� #	# Ý ø¨í#ø5���¨ú
Æ�� #«ø Ý
ø~û � í ù����ÂûÂÆ_Ý�# � � íµø�ÿ�ø¨ø ú�í û!ø�ú��
Æ�Ý�#«ø ø¨í�ÿÂú
ù�� ú!í�ÿ � øgùÂÆ�� #	# ø¨í #+ú
û #
ù � ú�í û��«øÂøgÆ_Ý�#Âù � í #+ÿ�ø5� øÂí�ú�ø&ÿ&ù
Æ�Ý�#«ø ø¨í ����� # � í �	#Âù #ÂÆ�� #	# ø¨í # � ���
û�� øÂí ù����¨ú
Æ_Ý�#Âù � í #Âù!ø~û ù!í �Âû�� #
Æ�Ý�# � ø¨í �¨ù��¨û ø¨í ù��Âû��¨Æ�� #	# ø¨í #«ø~ú¨ÿ
ø � � ù!í �¨ù�ÿ4�¨Æ_Ý�#�� � í #!ø~ú!ø øÂí # � � ÿ�Æ�Ý�# � ø¨í �+ú
ûÂù û!í ���Âù	#
Æ�Ý�#«ø ø¨í #	#��!ø
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1/h ‖ph − p(xc)‖
��Ñ
Ê,Æ
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Ê,Æ
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Ê,Æ

� øÂí�ú�ø5� � Æ_Ý�#!ø Ý ú!í�ÿ��+ÿA�ÂÆ�� #	# Ý ø¨í � �+ÿ � Æ�� #«ø Ý
ø~û �«í � û	# � Æ_Ý�# � øÂí �ÂùÂù�� ø¨í �	#�� � Æ�� #	# ø¨í û	#Âù � û«í#ø5� � �¨Æ�� #	# ø¨í #¨û�� �
ù � øÂí #����¨ûÂÆ_Ý�# � øÂí �Âû #+ú ú�í ����� � Æ�Ý�#«ø ø¨í û��Âû # ù«í #¨û����ÂÆ�� #	# ø¨í #«ø � ù
û�� � í�ÿ4�����¨Æ_Ý�#Âù øÂí ���¨ú�� øÂí û����	#
Æ�Ý�#«ø ø¨í�ÿ��+ÿ&û ø¨í ú � ���ÂÆ�� #	# ø¨í #	#Âù��
ø � � û!í �Âù¨ù��¨Æ_Ý�#�� � í # #¨ú�� �«í�ÿ � øÂø�Æ�Ý�# � ø¨í ���¨ùÂù ÿ�í ûÂùÂû��
Æ�Ý�#«ø ø¨í #	#!øgù
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h2 � � ��� ��� � � � � ��� � � � � � � � � ����� � ������� ��� � �
� ���
����� �  

Ä±Å!Æeß=ÍÂÈ!Î³Þ!Ñ
Ò3àCÛ_Í¨Î«Þ�Ë#Ê,ËµÍÂÎOËµÚ¦Ê3Å!Æ�ÎGÛ�Å!Í+Ú(ÆgÎfÊ3ÍAÛ_ÍÂÒ3Ò3ÆgÚ,Ì³Í¨Î«Þ!ÚyÊ,Í

p(x, y) = cos(2πx) cos(2πy),

éaÅ!ËµÉ#Æ

u = −K grad p.

Ä±Å!ÆeÜ¨Æ�ÉµÍ�Û�Ë�Ê�àAË�ÚaÇLÆgÑ¨Ú(È«Ò,Æ~ÞCËµÎOÑLÞ�Ë�Ú3Û_Ò3Æ_Ê,ÆáÎ!Í¨Ò,Ç

‖u − uh‖
2
h =

∑

j∈E
1/2

h

(u(xj) · nj − uj)
2wj ,

éaÅ!ÆgÒ,Æ
wj = (|Ej+|

⋂

|Ej−|)/8
Ë�ÚáÊ,Å«ÆfÑ
Ò3ÆgÑOÑÂÚ3Ú,Í�Û�ËµÑ
Ê,Æ~ÞUéaË#Ê,ÅìÅ«ÑÂÉ�ãaÆ~Þ�êÂÆ

j
ã;Ò,Í¨Ç Ê3Å!ÆAÊ�é¦Í

ÑÂÞ&ï(ÑÂÛ_ÆgÎ+Ê^Û_Æ�ÉµÉ�Ú
Ej+

Ñ
Î«Þ
Ej−

å{Ñ
Î«Þ
xj

ËµÚáÊ3Å!ÆCÇLË�Þ�Ì³Í¨Ë#Î+Ê^ÍÂã¦Æ~Þ�êÂÆ
j
íQÄ±Å!ÆCÛ_Í¨Î+Ü¨Æ�Ò3êÂÆgÎ«Û_Æ·ËµÚ

Û�Å!Æ~Û��ÂÆgÞAã;ÍÂÒ¦ß³ÍÂÊ,ÅkÊ,Å!ÆáÌ!Å�à�Ú(Ë�Û�ÑÂÉ=ÑÂÎ«ÞCÒ3Æ_ã;ÆgÒ,ÆgÎ«Û_ÆTÚ(Ì³ÑÂÛ_ÆTÞ�Æ�Ò3ËµÜÂÆgÞCÇ·Æ�Ê,Å!Í�Þ!Úgíª×!Í¨Ò¦Ê,Å!ÆTÒ,Æ�ã;Æ�Ò3Æ�Î«Û�Æ
Ú,Ì«ÑÂÛ�Æeß«ÑÂÚ,ÆgÞOÇLÆ_Ê3Å!Í�ÞOéyÆ^Æ�Ü&Ñ
ÉµÈ«Ñ&Ê3Æ

K̂
ËµÎOÊ,Å!ÆEÛ_Æ�ÉµÉ�Û�Æ�Î+Ê,ÆgÒ3Úgí � Ê,Å!ÆgÒ®ÆgÜ�ÑÂÉ#È³Ñ&Ê,ËµÍÂÎOÌ=ÍÂËµÎ+Ê3Úgå«ÉµË"�¨Æ

Ê,Å«ÆkÛ_ÆgÉ#ÉyÜÂÆgÒ(Ê3ËµÛ�ÆgÚgårÑÂÒ,ÆCÑÂÉµÚ,ÍOÊ,Æ~Ú�Ê3ÆgÞìéaË#Ê,ÅóÚ,Ë#ÇLËµÉµÑÂÒ^Ò3ÆgÚ,È!É#Ê3Úgí 'õÆkÛ�ÍÂÎ«Ú,Ë�Þ�Æ�ÒeÊ�é¦ÍÔê¨Ò,Ë�Þ!Ú5Ú,Å!Í&éaÎ
ËµÎ ×rËµêÂÈ!Ò3ÆGú�íµøÂí�ÄIÍõÊ3Å!ÆGÉ#Æ�ã�ÊfÑ
Î Ë#Î«Ë�Ê3ËµÑÂÉ�Ò3ÑÂÎ«Þ�Í¨Ç·ÉµàìêÂÆgÎ!Æ�Ò�Ñ&Ê3ÆgÞôêÂÒ3ËµÞòËµÚLÒ3Æ_ñ³Î!ÆgÞòÈ!Î«Þ�ÆgÒAÊ,Å«Æ
h2
Ý�È!Î!Ë#ã;ÍÂÒ3Ç`Û�ÍÂÎ«Þ�Ë#Ê,ËµÍÂÎIå³éaÅ!ËµÉµÆ5Ê,ÍCÊ,Å!ÆEÒ,ËµêÂÅ+Ê�é¦Æ^Å«Ñ�Ü¨Æ5ÑAÒ,Í¨È!êÂÅOê¨Ò,Ë�Þoå=éaÅ!Æ�Ò3ÆáÊ,Å!ÆEÒ,Æ�ñ«Î!ÆgÇ·ÆgÎ+Ê

Ë�ÚªÛ_Í¨Î¨Ê3Ë#Î�È!Æ~ÞEÊ,Í5ß=Æ�Ò�Ñ
Î«Þ�Í¨ÇLÉ#à5ê¨Æ�Î!ÆgÒ3Ñ
Ê,Æ~Þoí �¦Í
Ê3ÅLÊ,Å!Æ®Ì!Å�à�Ú,Ë�Û�Ñ
É!ÑÂÎ«ÞLÒ3Æ_ã;Æ�Ò3Æ�Î³Û_ÆaÚ(Ì³ÑÂÛ_Æ�Þ!Æ�Ò3Ë#Ü¨ÆgÞ
ÇLÆ_Ê3Å!Í�Þ!Ú5Û_Í¨Î�ÜÂÆ�Ò3êÂÆEÍÂÎðÊ,Å!Æ

h2
Ý�È!Î!Ë#ã;ÍÂÒ3Ç ê¨Ò,Ë�Þ!Úgå�Û.ã�íCÄrÑ
ß!ÉµÆCú�íµø·ÑÂÎ«Þìú�í � íLÄ±Å!ÆCÛ_Í¨Î+Ü¨Æ�Ò3êÂÆgÎ«Û_Æ

Ò�Ñ&Ê,Ækã;ÍÂÒ·Ê3Å!ÆOÌ!Ò,Æ~Ú,Ú,È!Ò3ÆfË�Ú·ã;ÍÂÒLß=Í
Ê,Å Û�Ñ¨Ú(Æ~Ú
O(h2)

åbéaÅ«Ë#ÉµÆQã;ÍÂÒ·Ê,Å!ÆGÞ�Ë�Ú3Û_Ò3Æ_Ê,ÆQÜÂÆgÉ#Í�Û�Ë�Ê3Ë#Æ~ÚEË#ÊAËµÚ
O(h)

í�×!Í¨ÒaÊ,Å!Æ·Ñ�ÜÂÆgÒ3ÑÂêÂÆTÍ
ã{Ê,Å!Æ^Å«Ñ
É#ã´ÆgÞ�ê¨ÆeÏ«È�ÐOÍÂÎGÆ~ÑÂÛ�ÅOÆgÞ�ê¨ÆÂå
Πhuh

å³ÑCÚ,È!Ì=Æ�Ò�Û_Í¨Î+Ü¨Æ�Ò3êÂÆgÎ«Û_Æ
Æ ��ÆgÛ_ÊRÍ�Û�Û�È!Ò�Ú®Ñ
Î³ÞGéyÆ^êÂÆ_Ê

O(h2)
Û�ÍÂÎ�ÜÂÆgÒ,ê¨Æ�Î«Û�ÆÂí � ÎGÊ3Å!Æ^Ò3ÍÂÈ!ê¨ÅGêÂÒ3ËµÞ«ÚaÊ,Å«Æ^Ò3Æ_ã;Æ�Ò3Æ�Î³Û_Æ^Ú,Ì«ÑÂÛ�Æ

ß«Ñ¨Ú(Æ~ÞGÇLÆ_Ê,Å«Í�ÞðÞ�ËµÜÂÆ�Ò3êÂÆ¨å=Û_ã�íeÄ�ÑÂß!É#ÆLú�í ù!íáÄ±Å!Ë�ÚRË�ÚRË#ÎõÑ
êÂÒ3Æ�ÆgÇLÆ�Î+Ê®éaË#Ê,ÅÔÊ3Å!ÆLÑ
Î«ÑÂÉ#à�Ú,ËµÚ®Ë#Îò÷#ø&ÿgü�å
éaÅ!ÆgÒ,ÆáÊ3Å!Æ

h2
Ý�È!Î!Ë#ã;ÍÂÒ3Ç êÂÒ3Ë�ÞQÛ�ÍÂÎ«Þ!Ë�Ê3Ë#Í¨ÎOÚ,Å!Í&é�ÚaÈ«Ì�í¦Ä±Å«ÆeÒ,Í¨ß!È«Ú(Ê,Î!Æ~Ú,ÚaÍÂã�Ê3Å!Æ5Ì!Å�à�Ú,ËµÛgÑ
ÉIÚ,Ì«ÑÂÛ�Æ

Þ�ÆgÒ,ËµÜÂÆ~ÞÔÇLÆ_Ê3Å!Í�ÞUÍ¨ÎÔÊ,Å«ÆgÚ,Æ·ê¨Ò,Ë�Þ!ÚTË�ÚTÚ,Å!Í&éaÎ�å�Û_ã�í·ÄrÑ
ß«É#ÆAú�í �«í^Ä±Å«Æ·ê¨Ò,Ë�ÞUÛ�ÍÂÎ«Þ!Ë�Ê3Ë#Í¨ÎòÓ�ù«í#ø5�¨Ù®ËµÚ
Ü�Ë#Í¨ÉµÑ
Ê,Æ~Þ^ã;Í¨ÒyÑÂÒ,Í¨È!Î«Þ #!í ��� Í
ã�Ê,Å«ÆRÛ_ÆgÉ#É�ÚgírÄ±Å!Æ®Î+È«Ç·ÆgÒ,Ë�Û�ÑÂÉ!Æ_Ð�Ì=Æ�Ò3Ë#ÇLÆgÎ¨Ê�ÚbÚ,Å!Í&é�Û_ÉµÍ¨Ú,Æ±Ê,Í

O(h2)Û_Í¨Î�ÜÂÆ�Ò3êÂÆgÎ«Û_Æ�ã;ÍÂÒ¦Ê,Å!ÆTÌ!Ò3ÆgÚ3Ú(È«Ò,Æ¨å+éaÅ«Ë#ÉµÆRé¦ÆáÞ�ÍEÎ«Í
ÊaêÂÆ�Ê±ÑÂÎ+àAÚ,È!Ì=Æ�Ò�Û_ÍÂÎ�Ü¨Æ�Ò3êÂÆ�Î³Û_Æ�Æ �=Æ~Û.Ê±ã;ÍÂÒ¦Ê,Å«Æ
ÜÂÆgÉ#Í�Û�Ë�Ê�à¨í>�¦ÍÂÊ,Å

uh
ÑÂÎ«Þ

Πuh
ÑÂÒ,ÆáÍ
ã

O(h)
í
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1/h ‖ph − p(xc)‖
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‖u− Πhuh‖h
��Ñ&Ê3Æ

‖u− uh‖h
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ûÂù û!í ù¨ú+ÿÂÿ&Æ�� # # øÂí # � ���
ù � ø¨í û � ���ÂÆ_Ý�# � øÂí�ú
ù � � øÂí û � û«ø�Æ � # # #!í�úÂú+ÿÂÿ ù!í �¨û��¨ú
Æ�� # # #!í �+ÿ
ù��
û�� �«í ú � �ÂûÂÆ_Ý�#Âù #!í �Âù¨ù�� øÂí�ú � ù � Æ � # # #!í #������ � í � û��+ÿ&Æ�� # # #!í û!ø � �
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1/h ‖ph − p(xc)‖
��Ñ
Ê,Æ

‖u− Πhuh‖h
��Ñ
Ê,Æ

‖u− uh‖h
��Ñ
Ê,Æ

� øÂí #+ÿÂú¨ÿ&Æ_Ý�#!ø Ý ø¨í �����³ø�Æ�� #	# Ý ø¨í#ø5���¨ú
Æ�� #«ø Ý
ø~û � í �+ú #��¨Æ_Ý�# � � íµøgù�� � ú�í ���¨ù #
Æ�Ý�#«ø ø¨í û������ ú!í û¨û����¨Æ�� #	# ø¨í #¨û��!ø
ù � ú�í �+ÿA�¨ùÂÆ_Ý�#Âù � í #ÂùÂû � øÂí � # � #
Æ�Ý�#«ø ø¨í�ÿ�#���� � í�ÿ¨ÿÂÿ&ûÂÆ�� #	# ø¨í # � ���
û�� øÂí �������ÂÆ_Ý�#Âù øÂí ����� # û!í � ��� #
Æ�Ý�# � ø¨í ú!øgûÂû ø¨í ù�ÿ&ùÂûÂÆ�� #	# ø¨í #«ø~ú��
ø � � ù!í � � ø�#ÂÆ_Ý�#�� øÂí �+ÿ � � � í�ÿ�#	#��
Æ�Ý�# � ø¨í � � ø~ú û!í � � �+ú&Æ�Ý�#«ø ø¨í #	#��Âù
� ú
û øÂí #�� � #ÂÆ_Ý�#�� øÂí � � #¨ù øÂí � �¨ùÂù
Æ�Ý�# � ø¨í #¨û � ù ù!í �	#Âû � Æ�Ý�#«ø ø¨í #	#Âù��
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�Iº JE¾=»�Á ��À�
gÃ�¾³»�
 º5Ä±Å!ËµÚ5Ì«Ñ
Ì=Æ�Ò5Ì«Ò,Æ~Ú(ÆgÎ¨Ê^ÑOÇLË#Ð�ÆgÞðñ«Î!Ë#Ê,ÆCÆgÉ#ÆgÇLÆ�Î+Ê5ÇLÆ_Ê,Å«Í�ÞëéaË#Ê,Åìß«Ò,ÍÂÝ
�ÂÆgÎ ��Ñ�Ü�ËµÑÂÒ(Ê,Ý�Ä±Å!Í¨ÇAÑÂÚTÆ�ÉµÆ�ÇLÆ�Î+Ê�Ú^Ñ
Î³ÞõÑGÚ,Ì=ÆgÛ_Ë#ñ³ÛCä+È«Ñ¨Þ�Ò�Ñ&Ê,È«Ò,ÆLÒ3È!É#Æ¨íQÄ±Å«ÆCÆ ��ÆgÛ_Ê^ËµÚ^ÑGß!ÉµÍ�Û��
Þ�Ë�Ñ
ê¨ÍÂÎ«ÑÂÉªÇAÑÂÚ3ÚeÇAÑ&Ê,Ò3Ë#Ð�å{éaÅ!Ë�Û�ÅóÛ�ÑÂÎìß³ÆkË#Î�Ü¨Æ�Ò,Ê,ÆgÞõÉµÍ�Û�Ñ
ÉµÉµàUÊ3ÍGñ«Î«ÞóÑUÞ�ËµÚ3Û_Ò3Æ_Ê3ÆAÆ_Ð�Ì!ÉµËµÛ�Ë�ÊEÏ«È�Ð
ã;ÍÂÒTÆgÑ¨Û�ÅGÅ«Ñ
É#ãªÆgÞ!êÂÆÂí � Ì�Ê,ËµÇAÑ
É�ñ«Ò�Ú�ÊTÍÂÒ�Þ�Æ�ÒTÛ_ÍÂÎ�Ü¨Æ�Ò3êÂÆ�Î³Û_ÆeÍÂÎUÒ,Í¨È!êÂÅGê¨Ò,Ë�Þ!Ú�Ë�ÚRÆgÚ(Ê3Ñ
ß«É#Ë�Ú(Å«ÆgÞOã;Í¨Ò
Ê,Å«ÆCæRÑÂÒ3Û�àÔÜÂÆgÉ#Í�Û_Ë#Ê�àGËµÎëÑOÒ3ÆgÞ!È«Û_Æ~Þ

H(div)
Î«ÍÂÒ3Ç Ñ
Î«ÞUã;ÍÂÒáÊ3Å!ÆAÌ!Ò3ÆgÚ3Ú(È«Ò,ÆLËµÎUÊ3Å!Æ

L2

Î!ÍÂÒ3ÇOí
� ÍÂÇLÌ«ÑÂÒ,Æ~ÞáÊ,ÍRÊ,Å«ÆyÒ3Æ_ã;ÆgÒ,ÆgÎ«Û_Æ¦Ú(Ì«Ñ¨Û_Æ¦ß«ÑÂÚ,ÆgÞ^ÕGÖb×�Ø ÇLÆ_Ê,Å«Í�Þ·Ñ
Î³Ñ
Éµà+âgÆgÞeËµÎf÷µø�ÿ~ü�å
é¦Æbê+Ñ
ËµÎ^ß=Æ_Ê,Ê,Æ�Ò
Ñ
Ì«Ì!Ò,Í�Ð�ËµÇAÑ&Ê,ËµÍÂÎðÍÂÎëÒ3ÍÂÈ!ê¨Åõê¨Ò,Ë�Þ!ÚgåIß!È!Ê^É#Í�Í+Ú(ÆAÚ,à+ÇLÇLÆ_Ê3Ò,à¨ífî0ÎõÊ,Å«ÆfØ�Ì!Ì=Æ�Î³Þ�Ë�ÐõÊ,Å«ÆCÌ!Ò3ÍÂÌ=Í¨Ú,ÆgÞ
ÇLË�Ð�Æ~ÞQñ«Î!Ë#Ê,Æ5ÆgÉ#ÆgÇ·ÆgÎ+Ê®ÇLÆ_Ê,Å«Í�ÞOË�Ú®Ú,Å!Í&éaÎQÊ,Ífß³Æ5Æ~ä+È!Ë#Ü&ÑÂÉ#ÆgÎ¨ÊaÊ3ÍAÊ,Å«Æ5Ì!Å�à�Ú(Ë�Û�ÑÂÉIÚ(Ì³ÑÂÛ_Æ5Þ!Æ�Ò3Ë#Ü¨ÆgÞ
ÕGÖb×�Ø ÇLÆ�Ê,Å!Í�ÞQÌ!Ò3ÍÂÌ=Í¨Ú,ÆgÞkË#Îë÷ � ü�í

mI}	�«}=mI}=p ) }=|
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ue|Ej = −Kh gradp|Ej · ne.
Ó�Ø^í#ø�Ù

Ä±Å!Æ5ÕGÖy×�Ø Ì!Ò,Æ~Ú,Ú,È!Ò3ÆTÚ,Ì«Ñ¨Û_ÆÂå
P ������� (I)

å«ËµÚ±Î!Í&é ã;È!Ò,Ê,Å!ÆgÒ�Ò,Æ~Ú�Ê3Ò,Ë�Û.Ê3ÆgÞfÊ,Í

P �����	� (I) = {p ∈ P (I) : [ue]e = 0, ∀e ∈ E1/2(I)},

éaÅ!ÆgÒ,Æ
E1/2(I)

Ò3Æ�Ì!Ò3ÆgÚ,Æ�Î+Ê3Ú�Ê,Å!ÆEã;ÍÂÈ«ÒRËµÎ!Î!ÆgÒRÆ~Þ�êÂÆ~Ú®ÍÂã
I
å
[ · ]e

ËµÚRÊ3Å!Æ�ï�È!ÇLÌëÑÂÛ�Ò,Í+Ú,ÚaÅ³Ñ
É#ãbÆgÞ�ê¨Æ
e
å!Ñ
Î«Þ

ue
Ë�ÚaÞ�Æ�ñ«Î!ÆgÞQß�àðÓ�Ø5íµø~Ù�í

�������! �
 $'& $& ��+ � ��+ � ���
��+ p ∈ P ������� (I) � � �
	��',=��+�0 6 �1+�* +=��� � 	�+ � 4�6 * � +�� +�080
��� + � ���
��+ � {pk}k=1,...,4

)?�
	 �1+�� * � + � ��	 ���8* � ��	 Ó�ù!íµø��+Ù �
Ä±Å!ÆeÌ!Ò3Í�Í
ã{Û�Ñ
ÎQß=Æáã;ÍÂÈ!Î«ÞQËµÎfÊ3Å!ÆeÆ�Î³ÞkÍÂã�Ê3Å!Ë�Ú�Ú(Æ~Û.Ê3Ë#Í¨Î�í

î0ÎìÑGÛ_Í¨Î¨Ê3Ò,Í¨É´ÜÂÍ¨É#È!ÇLÆ·ã;ÍÂÒ3Ç^È«ÉµÑ
Ê,ËµÍÂÎ�åoÊ3Å!ÆfÞ�Ë�Ú3Û_Ò3Æ_Ê,ËµâgÑ
Ê,ËµÍÂÎõËµÚ^Þ�Í&éaÎUÊ3ÍÔÑ
Ì!Ì«Ò,Í�Ð�ËµÇLÑ
Ê,Æ·Ê,Å«Æ
Ï«È�Ðoí®Ä±Å«ËµÚRÛ�Ñ
ÎGÎ«Í&éwß=ÆEÛ�Å³Ñ
Ò�ÑÂÛ.Ê3Æ�Ò3Ë#âgÆgÞkÉ#Í�ÛgÑ
ÉµÉ#àQÍÂÎGÆ~ÑÂÛ�ÅOË#Î+Ê3Æ�Ò�ÑÂÛ.Ê3Ë#Í¨ÎGÒ,ÆgêÂËµÍÂÎ�íaÄ±Å!Æ^Î!ÍÂÒ3ÇAÑ
É#Ý
Û_Í¨ÇLÌ³Í¨Î!Æ�Î+Ê^ÑÂÚ3Ú,Í�Û�ËµÑ
Ê,Æ~ÞõÑGÛ�Æ�ÉµÉ

E
Û�ÑÂÎëß³ÆfÞ!Æ_ñ«Î!Æ~Þõã;Ò,Í¨Ç Ê3Å!ÆCÇAÑ
Ì«Ì!Ë#Î«ê

F
íOÛ.ã�íëÓ � í#ø�ÙáÚ(È³Û�Å

Ê,Å³Ñ&Ê

[n1(x̂), n2(ŷ)] =

[

yŷ −yx̂

−xŷ xx̂

]

= JD−T .

Ä±Å!Æ®Ú,È!ß�Û_ÆgÉ#É³Î!ÍÂÒ3ÇAÑ
É�Ú´éaÅ!Ë�Û�ÅCÑ
Ò3ÆaÎ!Í
ÊyÛ�Æ�ÉµÉ«Î!Í¨Ò,ÇAÑÂÉµÚ´Ë�Ú´ã;Í¨È!Î«Þ·ã;Í¨Ò
ŷ = 1/2

Ñ
Î³Þ
x̂ = 1/2

åÂÑÂÎ«Þ
Ê,Å«Æ5Û_Æ�ÉµÉ�Î!Í¨Ò,ÇAÑÂÉµÚ¦Ë�Ú¦ã;ÍÂÈ!Î«Þkã;Í¨Ò

ŷ = 0, 1
Ñ
Î«Þ

x̂ = 0, 1
í

� ÍÂÎ³Ú(Ë�Þ�Æ�Ò^Ê,Å!ÆkÊ�é¦ÍðÚ,È!ß=Û�Æ�ÉµÉµÚ
E1

Ñ
Î³Þ
E2

éaË�Ê3ÅôÎ!Í�Þ�ÆQÌ!Ò3ÆgÚ3Ú(È!Ò3Æ
p1

ÑÂÎ«Þ
p2

åbÑ
Î³ÞëÊ,Å!ÆgË#Ò
Û_Í¨ÇLÇ·Í¨ÎfÅ«ÑÂÉ�ãrÆgÞ�ê¨Æ

e1

å!Ú(ÆgÆT×rËµêÂÈ!Ò3ÆTØ^í � í � Ñ
É�Û_È!É�Ñ&Ê3Ë#Î!êEÊ,Å«ÆRÏ³È�ÐAã;ÍÂÒ±Å«ÑÂÉ�ãrÆgÞ�ê¨Æ
e1

ÍÂÎQÚ(È!ß�Û_ÆgÉ#É
E1

ê¨Ë#Ü¨ÆgÚ

u1 = −K1 grad(p)|E1
· n1(1)/2,

Ñ
Î³ÞkÚ,Ë#ÇLËµÉµÑÂÒ,Éµà

u4 = −K1 grad(p)|E1
· n2(1)/2.

Ä±Å!Æ5ÉµËµÎ!ÆgÑÂÒ�Ü&Ñ
Ò3ËµÑ
Ê,ËµÍÂÎOË#ÎGÆ~ÑÂÛ�ÅGÚ,È!ß=Û�Æ�ÉµÉIË�Ú®Ú,Ì«Ñ
Î«Î!ÆgÞQÍÂÈ!Ê®ß�à
{n1(1/2), n2(1/2)}

å«Ú,È«Û�ÅOÊ3Å«Ñ&Ê
Ê,Å«Æ5Û_ÍÂÎ³Ú�Ê�Ñ
Î+Ê

grad(p)|E1
=

1

|n1(1/2) × n2(1/2)|/2
[n1(1/2), n2(1/2)]

(

p1 − λ1

p1 − λ4

)

.

� Í&é |n1(1/2)× n2(1/2)| = J(1/2, 1/2)
í ý È!ÇLÇLË#Î!êAÈ«ÌQé¦ÆáÅ«Ñ�ÜÂÆ

(

u1

u4

)

= −
1

J(1/2, 1/2)
[n1(1), n2(1)]T K[n1(1/2), n2(1/2)]

(

λ1 − p1

λ4 − p1

)

= Λ−1

E1

(

p1 − λ1

p1 − λ4

)

.16



��Æ�ÊªÊ,Å«Æ®Ú(È«ß«Ú,Û�Ò,ËµÌ�Ê
c
Þ�ÆgÎ!Í
Ê3ÆaÊ,Å!Æ®Ò,Æ�ã;Æ�Ò3Æ�Î«Û�Æ±Û�Æ�ÉµÉ³Û�Æ�Î+Ê,ÆgÒ��

x̂c = (1/2, 1/2)
å
ÑÂÎ«Þ·Ê,Å!Æ�Ú,È!ß«Ú3Û_Ò3ËµÌ�Ê

i
Þ�ÆgÎ!Í
Ê3ÆEÆgÜ�ÑÂÉ#È³Ñ&Ê,ËµÍÂÎðË#ÎëÛ_ÆgÉ#É{Ü¨Æ�Ò,Ê,Ë�Û_ÆgÚ

x̂i = (1, 1), (0, 1), (1, 1)
Í¨Ò

(0, 1)
å�ã;ÍÂÒ

i = 1, . . . , 4
í

Ä±Å!ÆgÎQÍ¨ÎQÚ,È!ß�Û_ÆgÉ#É
Ei

Λ−1

Ei
=

1

J(x̂c)
(JD−T )T (x̂i)K(JD−T )(x̂c)

éaÅ!Ë�Û�ÅkË�ÚaËµÎ�ÜÂÆ�Ò,Ê,Ëµß!ÉµÆÂå!ÑÂÎ«Þ

ΛEi =
1

J(x̂i)
DT (x̂c)K

−1D(x̂i).
Ó�Ø^í � Ù

� ÍÂÊ,Æ·Ê,Å³Ñ&ÊCÓ�Ø^í � Ù®Ë�ÚTÆgä+È!ËµÜ&Ñ
ÉµÆ�Î+ÊRÊ3ÍQÊ,Å!ÆAÞ�Æ�ñ«Î!Ë#Ê,ËµÍÂÎõË#Î Ó�ù«í#ø¨ø~Ù�í·×!ÍÂÒeÚ,È!ß�Û_Æ�ÉµÉ E1

Ñ
Î³Þ
E2

åIÛ.ã�í
×rË#ê¨È!Ò3ÆáØ^í � å�éyÆeÎ«Í&é Å«Ñ�Ü¨Æ

ΛE1

(

u1

u4

)

=

(

p1 − λ1

p1 − λ4

) Ñ
Î«Þ
ΛE2

(

u1

u2

)

=

(

λ1 − p2

p2 − λ2

)

.
Ó�Ø^í ù+Ù

�ªÉµË#ÇLËµÎ«Ñ&Ê3Ë#Î«ê
λ1

å�Ñ
Î«ÞOÉµÆ_ÊRÊ,Å!Æ·Û_Í¨Ç·Ì=ÍÂÎ«Æ�Î+Ê3ÚaÍÂã
ΛEj

ß=ÆEÞ�ÆgÎ!Í
Ê3ÆgÞ
κj

kl

å³ã;ÍÂÒ
k, l = 1, 2

å³Ò,Æ~Ú(È«É�Ê
ËµÎkÊ3Å!ÆeÆgä+È«Ñ
Ê,ËµÍÂÎ

(κ1
11 + κ2

11)u1 + κ1
12u4 + κ2

12u2 = −(p2 − p1)
Ó�Ø^í ��Ù

ÑÂÚ3Ú,Í�Û�ËµÑ
Ê,Æ~ÞAÊ,Å«ÆeÆgÞ�ê¨Æ
ej
í?�¦àkÞ!Æ�Ò3Ë#Ü�ËµÎ!ê·Ê,Å!Æ5Ú,Ë#ÇLËµÉµÑÂÒ±Ægä+È«Ñ&Ê3Ë#Í¨Î«Ú¦ã;ÍÂÒ±Ê3Å!ÆeÍ
Ê3Å!Æ�ÒaËµÎ+Ê,ÆgÒ,ËµÍÂÒaÆ~Þ�êÂÆ~Ú

Í
ã
I
é¦ÆTÍ¨ß�Ê3ÑÂË#ÎGÑ

4 × 4
Ú,à�Ú(Ê,ÆgÇöÍ
ãrÊ,Å«Æáã;ÍÂÒ3Ç

Au = b,
Ó�Ø5í�úÂÙ

éaÅ!ÆgÒ,ÆTÊ,Å«Æ5Û_ÍÂÇLÌ=ÍÂÎ!ÆgÎ+Ê3Ú±Í
ã
b
Ñ
Ò3ÆáÌ!Ò3ÆgÚ3Ú(È!Ò3ÆáÞ�Ë���Æ�Ò3Æ�Î³Û_ÆÂå

u = (u1, . . . , u4)
T å!ÑÂÎ«Þ

A =









(κ1
11 + κ2

11) κ2
12 0 κ1

12

κ2
21 (κ2

22 + κ3
22) κ3

21 0
0 κ3

12 (κ3
11 + κ4

11) κ4
12

κ1
21 0 κ4

21 (κ4
22 + κ1

22)









.
Ó�Ø^í û+Ù

� ÍÂÊ,Æ®Ê,Å«Ñ
Ê A
ËµÚyÎ!ÍÂÊ±Ú,à�Ç·ÇLÆ�Ê,Ò3ËµÛÂå¨È!Î«É#Æ~Ú,ÚbÊ,Å!ÆTËµÎ+Ü¨ÍÂÉµÜÂÆ~ÞAÛ_Æ�ÉµÉ�ÚyÑÂÒ,ÆRÌ«Ñ
Ò�Ñ
ÉµÉ#ÆgÉ#Í¨êÂÒ�Ñ
ÇAÚgíIÄIÍEÆ�Î«Ú,È!Ò3Æ

Ú(Ê3Ñ
ß«Ë#ÉµË�Ê�àìé¦ÆOéaË#ÉµÉaÅ«Ñ�Ü¨ÆCÊ,ÍëËµÇLÌ³Í+Ú(ÆkÊ,Å!ÆGÚ(Ê3ÑÂß!Ë#ÉµË#Ê�àôÛ_Ò3Ë�Ê3Æ�Ò3ËµÑòÓ�ù«í#ø5�¨Ù^ÍÂÎ ÆgÑÂÛ�Å Ú(È«ß=Û�Æ�ÉµÉ�í Ä±Å!ËµÚ
Æ�Î³Ú(È!Ò3ÆgÚ¦Ê3Å!Æ5Ú,à+ÇLÇLÆ_Ê3Ò,Ë�ÛTÌ«Ñ
Ò,ÊaÍ
ã

Λ = (Λ + ΛT )/2 + (Λ − ΛT )/2
Ê,ÍAß=ÆeÌ³Í+Ú(Ë#Ê,ËµÜÂÆeÞ�Æ�ñ«Î!Ë#Ê,ÆÂí

�aÆ~Û�Ñ
ÉµÉªÊ3Å«Ñ&ÊEÊ,Å!ÆkÚ(Ì«Ñ¨Û_Æ
RT

1/2

h

Å³ÑÂÚ^ÑUÛ�Ñ
Î«ÍÂÎ!Ë�Û�ÑÂÉªß«ÑÂÚ,Ë�Ú^Þ�ÆgÒ,ËµÜÂÆ~ÞUã;Ò3ÍÂÇ Ê,Å«ÆkÞ�ÆgêÂÒ3Æ�ÆgÚ5Í
ã
ã;Ò3Æ�ÆgÞ!ÍÂÇ ÍÂÎðÆgÑ¨Û�ÅÔÅ«Ñ
É#ãbÆ~Þ�êÂÆ·Ë#Î

E
1/2

h

í@'�Ë#Ê,ÅðÊ,Å!ÆLß«Ñ¨Ú(Ë�Ú®ã;È!Î«Û.Ê3Ë#Í¨ÎõÑ¨Ú,Ú,Í�Û_Ë�Ñ&Ê3ÆgÞGÅ«ÑÂÉ�ãyÆgÞ�ê¨Æ
e1

å
v|ek

= 1
ã;ÍÂÒ

k = 1
ÑÂÎ«Þ

0
ã;ÍÂÒ

k 6= 1
å!Ê3Å!Æ5ÉµÆ_ã�ÊTÌ«Ñ
Ò,Ê�Í
ã´Ægä+È«Ñ
Ê,ËµÍÂÎóÓ�Ø5í �+ÙaÑÂÉµÚ,ÍCÑ
Ì!Ì=ÆgÑÂÒ3Ú¦ã;Ò3ÍÂÇ

Ó�ù«í#ø��+Ù�íQî�Ê^Ë�Ú5Æ~ÑÂÚ,àGÊ,ÍUÚ,Æ�ÆLÊ3Å«Ñ&Ê^Ê,Å!ÆCÇAÑ¨Ú,ÚeÇAÑ
Ê,Ò3Ë�ÐëÛ_ÍÂÒ3Ò3ÆgÚ,Ì³Í¨Î«Þ�ËµÎ!êfÊ3ÍGÊ,Å«ÆfÛ�ÑÂÎ!ÍÂÎ!Ë�Û�ÑÂÉ´ß«ÑÂÚ,Ë�Ú
Ñ
Î³Þ^Ê3Å!Æ�ß!ËµÉµË#Î!Æ~Ñ
Ò{ã;Í¨Ò,Ç

ah
ËµÚªß!É#Í�Û��·Þ�ËµÑÂêÂÍ¨Î«Ñ
É�å&éaÅ!Æ�Ò3Æ±Ê,Å«Æ

4×4
Þ�Ë�Ñ
êÂÍ¨Î«Ñ
É�ß!ÉµÍ�Û���ÚªÛ_Í¨Ò,Ò3ÆgÚ,Ì³Í¨Î«Þ

Ê,ÍCÊ,Å!Æ
4
Å«Ñ
É#ã´ÆgÞ�ê¨ÆgÚ�ÇLÆgÆ_Ê,ËµÎ!êCÜ¨Æ�Ò,Ê,Ë�Û_Æ~ÚaÍ
ã

Th
å³Í¨Ò�Ægä+È!ËµÜ&Ñ
ÉµÆ�Î+Ê,ÉµàÂå«Ê,ÍCÆ~ÑÂÛ�ÅOË#Î+Ê3Æ�Ò�ÑÂÛ.Ê3Ë#Í¨ÎOÒ,ÆgêÂËµÍÂÎ

Í
ã
Ih
í ��Æ�Î³Û_ÆÂå´ß«É#Í�Û���Ú5Ò3ÆgÚ,Æ�ÇEß!É#ÆCÊ,Å!ÆOÚ�Ê3Ò,È³Û.Ê,È«Ò,ÆCÍÂã�Ê,Å«ÆfÇAÑ&Ê3Ò,Ë#Ð

A
êÂËµÜÂÆgÎìß�àþÓ�Ø5í û¨Ù�íðÄ±Å«Æ

Ú,ÆgÛ_Í¨Î«ÞQÊ,ÆgÒ,Ç`Í
ã{Ê3Å!Æeñ«Ò�Ú�ÊRÆgä+È«Ñ&Ê3Ë#Í¨ÎGË#ÎòÓ�ù!íµø��+Ù¦êÂËµÜÂÆ~Ú�ÑAÌ!Ò3ÆgÚ3Ú(È«Ò,Æ5Þ�Ë ��Æ�Ò3Æ�Î«Û�ÆÂíaÄ±Å!Æ�Ò3Æ_ã;Í¨Ò,Æ¨å!ã;Í¨Ò
ÆgÑ¨Û�ÅfËµÎ+Ê,Æ�Ò�ÑÂÛ_Ê,ËµÍÂÎkÒ,ÆgêÂËµÍÂÎCÊ3Å!ÆTñ«Ò�Ú�ÊaÆgä+È«Ñ
Ê,ËµÍÂÎQÍ
ãeÓ�ù«í#ø5�¨ÙyÛ_ÍÂÒ3Ò3ÆgÚ,Ì³Í¨Î«Þ!Ú¦Æ_Ð!ÑÂÛ_Ê,ÉµàLÊ,Í·Ê,Å«ÆáÚ,à�Ú�Ê3Æ�Ç
Ó�Ø^í ú¨Ù.í ý È«Ç·ÇLËµÎ!êAÈ!Ì�å«éyÆáÅ«Ñ�Ü¨ÆRã;Í¨É#ÉµÍ&éaËµÎ!êEÒ3ÆgÚ,È!É#Êgí
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×rË#Î«Æ�ÉµàÂå!é¦ÆeÚ(Å!Í&é Ê,Å!ÆeÌ«Ò,Í�Í
ãrÍ
ã ��Æ�ÇLÇAÑLØ5íµøÂí
� � �5�$
 í � +�� � .�� ��� íbî�Ê®Ë�ÚaÆgÎ!ÍÂÈ!ê¨ÅQÊ,ÍCÚ,Å!Í&é Ê3Å«Ñ&Ê�Ë#ã p̂ ∈ P 	�

��� (I)

å«éaË#Ê,Å
{pk}k=1,2,3,4Ñ
ÉµÉ´Ægä+È«ÑÂÉ´â�ÆgÒ,Í³å�Ê,Å!ÆgÎ

{λk}k=1,2,3,4
åIÇ^È³Ú�Ê5Ñ
É�Ú,Íkß=ÆAâ�ÆgÒ,Í³í � Î«Þ�Æ�Ò5Ê,Å!ÆAÑÂÚ3Ú,È!ÇLÌ�Ê,ËµÍÂÎ

pk = 0
.�:



Ë#ÊEã;Í¨É#ÉµÍ&é�Ú5ã;Ò3ÍÂÇ Ó�Ø5íµø~ÙEÑ
Î«ÞþÓ�Ø5í ù¨Ù5Ê,Å«Ñ
ÊEÊ3Å!ÆOÛ_ÍÂÎ³Ú�Ê3Ò3ÑÂË#Î+ÊEÍÂã®Û_Í¨Î¨Ê3Ë#Î�È!Í¨È«Ú^Ï«È�ÐìÉ#Æ~ÑÂÞ!Ú^Ê,ÍðÊ,Å«Æ
Ú,à�Ú(Ê,ÆgÇ

A′λ = 0
Ó�Ø5í�ÿ
Ù

éaË#Ê,Å
λ = (λ1, λ2, λ3, λ4)

T Ñ
Î«Þ

A =









(κ1
11 + κ2

11) −κ2
12 0 κ1

12

−κ2
21 (κ2

22 + κ3
22) κ3

21 0
0 κ3

12 (κ3
11 + κ4

11) −κ4
12

κ1
21 0 −κ4

21 (κ4
22 + κ1

22)









.

Ä±Å!ÆTÚ(à�ÇLÇLÆ_Ê,Ò3Ë�Û�Ì«ÑÂÒ(ÊbÍÂãoÊ,Å!Ë�ÚyÇLÑ
Ê,Ò3Ë�ÐCÛ�ÍÂÎ«Ú,ËµÚ(Ê3ÚbÍ
ãoÊ3Å!ÆRÚ,È!ÇVÍ
ãoÊ3Å!ÆTÚ,à�ÇLÇ·Æ�Ê,Ò3ËµÛ�Ì«Ñ
Ò,Ê3ÚbÍ
ã
ΛEj

å
j = 1, . . . , 4

åÂÑÂÎ«ÞEËµÚ{Ê3Å!Æ�Ò3Æ_ã;Í¨Ò,Æ±Ì=Í¨Ú,Ë�Ê3Ë#Ü¨ÆaÞ�Æ_ñ«Î«Ë�Ê3ÆaÈ!Î«Þ�ÆgÒbÛ_Í¨Î«Þ�Ë#Ê,ËµÍÂÎOÓ�ù!íµø��+Ù�í{Ä±Å!ÆaÇLË#Î�È«ÚªÚ,ËµêÂÎ«Ú
Þ�ÍLÎ!ÍÂÊ®Ñ
É#Ê,Æ�Ò±Ê3Å!Ë�Ú�íªÕGÈ«É�Ê3Ë#Ì!Éµà�Ë#Î«êAÆgä+È«Ñ&Ê3Ë#Í¨ÎõÓ�Ø5í�ÿ
Ù¦ß�à

λ
å!ÑÂÎ«ÞQË�Êaã;Í¨É#ÉµÍ&é�ÚyÊ,Å«Ñ
Ê

λ = 0
í

. �


