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Sammendrag

Denne oppgaven kombinerer to ulike felt fra matematikken: fraktaler og Brown-
ske bevegelser. Malet er a konstruere Brownske bevegelser pa fraktaler, men for
det vil vi introdusere de to temaene hver for seg. Forst vil fraktaler introduseres.
Der presenteres bade hvordan man angir en dimensjon til fraktaler, og hvordan
fraktaler kan konstrueres. Deretter tar vi for oss Brownske bevegelser i bade én
og to dimensjoner. Til slutt kombinerer vi forstaelsen fra begge temaene til a
konstruere Brownske bevegelser pa fraktaler, der vi mgter to hovedutfordringer.

Den ene utfordringen er & bestemme det vi kaller overgangssannsynlighetene.
Disse ma bestemmes slik at alle vandringene vi konstruerer treffer de samme
punktene med like stor sannsynlighet. Den andre utfordringen er a bestem-
me tidsskaleringsfaktoren. Denne benyttes pa de ulike vandringene, slik at alle
bruker like lang tid. Oppgavens hoveddel bestar i a beregne overgangssannsyn-
lighetene og tidsskaleringsfaktoren pa diverse fraktaler.






Forord

Fgrst vil jeg takke min veileder Tom Lindstrgm. Du har gitt meg en spennen-
de oppgave som har introdusert meg for to temaer av matematikken jeg har
veert lite borti tidligere. Arbeidet med oppgaven har veert utfordrende, men det
har ogsa veert sveert givende a anvende mine kunnskaper og ferdigheter pa nye
omrader. Takk ogsa for god og trygg veiledning gjennom hele varen. Jeg vil
ogsa rette en takk til venner, familie og medstudenter for stgtte gjennom dette
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1 Fraktaler

1.1 Introduksjon

Fraktaler er geometriske objekter som kjennetegnes ved deres store kompleksi-
tet og hoye detaljniva. I motsetning til andre geometriske figurer har fraktaler
et detaljniva pa flere skalaer. Om du zoomer inn pa hjgrnet av en firkant sa
finner du ikke noe mer, det er kun det samme hjgrnet. Men nar vi zoomer inn
pa fraktaler dukker det opp nye strukturer og detaljer, og de fortsetter & dukke
opp samme hvor langt inn vi matte zoome. I matematikken kan vi lage slike fi-
gurer ved & gjenta en prosess om og om igjen i det uendelige. Men fraktaler har
ogsa sin plass i naturen. Systemer av blodarer og nervebaner ser ut til a gjenta
seg pa flere skalaer. Strukturen til et tre gjentar seg fra stammen til grenene, og
fra grenene til de mindre grenene som sitter festet pa dem. Kystlinjer har ogsa
en slags fraktal struktur; om vi ser pa Norges kyst fra universet ser den glatt
ut. Zoomer vi litt inn ser vi at det er mange fjorder som stikker inn i landet.
Zoomer vi inn pa en enkelt fjord har den ulike fjordarmer som sprer seg igjen.
Sa pa samme mate som matematiske fraktaler finnes det objekter i naturen som
viser et detaljniva pa flere skalaer; nar vi zoomer inn oppdager vi nye detaljer.

Men i matematikken krever vi at slike detaljer skal fortsette & dukke opp i det
uendelige, samme hvor langt inn vi zoomer. Grunnet de fysiske lovene forstar
vi at dette ikke kan gjelde fraktalene i naturen. Fgr eller siden kommer vi ned
pa molekylaert niva og har vanskelig for a si at det dukker opp nye detaljer. I
siste instans er vi i hvert fall begrenset av Planck-lengden. Av den grunn kan
vi si at dette ikke finnes fraktaler i naturen, hvert fall ikke <perfekte frakta-
ler>. Noen vil derfor si at a studere matematiske fraktaler og deres egenskaper
ikke har noen nytteverdi utenfor matematikken. Det er en pastand som lett kan
motbevises anekdotisk ved & se pa andre matematiske konstruksjoner vi ikke
finner i naturen. I naturen finnes det ingen perfekte sirkler, ei heller perfekte
rette linjer. Likevel er det, forhapentligvis, ingen i denne verden som vil hevde
at sirkler og rette linjer er konsepter som ikke har noen anvendelse og praktisk
betydning utenfor matematikken. Pa samme mate kan en forstaelse av de ma-
tematiske fraktalene ha stor betydning for en rekke fenomener og strukturer i
naturen, selv om det ikke finnes <perfekte fraktalers i verden vi lever i.

Vi skal i denne oppgaven fokusere pa det som kalles selvsimilaere fraktaler. Det
er objekter der det samme mgnsteret reproduserer seg pa nytt og pa nytt i mind-
re og mindre skala. Vi skal etter hvert i dette kapittelet se pa kan hvordan vi
kan angi en dimensjon til slike strukturer og deretter se hvordan de konstrueres.
Men for det trenger vi en bedre intuisjon og forstaelse av hva disse objektene er.
Den beste maten & opparbeide en slik forstaelse pa er gjennom noen eksempler.



1.2 Eksempler
1.2.1 Sierpinski-trekanten

Et sveert godt kjent eksempel pa en fraktal er Sierpiriski-trekanten (ogsa kalt
Sierpinski Gasket), navngitt etter den polske matematikeren Wactaw Sierpiriski
(1882-1969) som fgrst konstruerte den. For & konstruere denne fraktalen starter
man med en likesidet trekant slik som den helt til venstre i Figur 1.2.1. Deretter
fjerner man den gra trekanten i midten slik vi ser i bilde to fra venstre. Man har
da fatt tre nye likesidede trekanter, men som er mindre enn den originale. For
hver av disse tre trekantene gjor vi den samme prosessen pa nytt som gir oss ni
likesidede trekanter og deretter de 27 likesidede trekantene vi kan se til hgyre i
Figur 1.2.1. Denne prosessen gjentas sa pa nytt og pa nytt for hver trekant som
oppstar. Det er grensen av denne prosessen nar vi fortsetter den i det uendelige
som vi kaller for Sierpinski-trekanten. Det betyr at vi ikke kan illustrere selve
fraktalen (i hvert fall ikke i et stasjoneert format slik som PDF'), men kun noen
av stegene pa veien.

AV, V.V

Figur 1.2.1: Konstruksjon av Sierpinski-trekanten

1.2.2 Koch-kurven

Koch-kurven, oppkalt etter den svenske matematikeren Helge von Koch (1870-
1924), er en annen velkjent fraktal. Den tar utgangspunkt i noe enda enklere enn
Sierpinski-trekanten, nemlig en rett linje av lengde [, som gverst i Figur 1.2.2.
Denne linjen erstattes sa av fire rette linjer, hver av lengde %l, som plasseres
slik som vist i den midtre figuren i Figur 1.2.2. Denne prosessen gjentas sa pa
hver av disse fire linjene, slik at vi far 16 linjer av lengde %l plassert som vist i
den nederste figuren. Dette gjentas sa pa nytt og pa nytt for hver linje, og det
er grensen av denne prosessen vi kaller Koch-kurven.



Figur 1.2.2: Konstruksjon av Koch-kurven

1.2.3 Pentagon

For vi gar videre tar vi ett eksempel til pa en velkjent fraktal, der vi ogsa
introduserer litt relevant navnsetting som blir viktig senere. Femkantfraktalen,
ogsa kjent som Sierpiniski Pentagon, konstrueres pa en ganske lik mate som
Sierpiniski-trekanten. Her starter vi med en femkant, som sa erstattes av fem
mindre femkanter, slik som vist i figur 1.2.3. Den midtre gra femkanten er altsa
ikke med. Prosessen gjentas sa pa nytt pa hver av de fem mindre femkantene,
som gir oss de 25 sma femkantene til hgyre i figur 1.2.3.

F 0 F 1 F 2
Figur 1.2.3: Konstruksjon av femkantfraktalen

Den opprinnelige femkanten kaller vi for F°. Fgrste iterasjon, dvs de fem smé
femkantene, kaller vi for F''. Andre iterasjon, altsa de 25 smé femkantene, kaller
vi F2. Siden selve fraktalen er den figuren vi far nar denne prosessen gjentas i
det uendelige, kan vi definere fraktalen F' som

F = lim F"
n—oo
Det samme vil gjelde for de andre fraktalene vi arbeider med. Vi vil senere kom-
me tilbake til hva dette grensebegrepet egentlig betyr, og hvordan det pavirker



bevegelsene vi skal konstruere. Men for na ngyer vi oss med tanken pa en fraktal
som figuren som oppstar nar vi fortsetter a gjenta en gitt prosess i det uendelige.



1.3 Dimensjonen til fraktaler

De fleste kjenner til ordet dimensjon fra dagligtalen, og har en klar forstaelse
av forskjellen pa noe 2-dimensjonalt og 3-dimensjonalt. For a eksemplifisere de
ulike dimensjonene bruker vi gjerne enkle geometriske figurer. En linje brer seg
bare utover i én retning, den har bare lengde, og er derfor 1-dimensjonal. Et
kvadrat har bade lengde og bredde. Det brer seg altsa utover i to retninger og er
2-dimensjonalt. En kube har bade lengde, bredde og hgyde. Den brer seg i tre
retninger og er derfor 3-dimensjonal. Litt mindre kjent for Ola Nordmann, men
velkjent for enhver matematiker, er at et punkt har dimensjon 0. Dette forstas
intuitivt ved at et punkt ikke har noen utstrekning. Misforstaelsene oppstar
siden enhver representasjon av et punkt som en prikk pa et ark eller en skjerm
faktisk har et areal. Dette er tilsvarende hvordan enhver billedliggjgring av en
linje har en liten tykkelse og dermed ogsa et areal. Selv om linjen i seg selv ikke
har noen tykkelse og heller ikke noe areal. Sett vekk fra dette har de fleste en
klar forstaelse av hva slags dimensjon andre geometriske figurer har. Sirkler og
trekanter tegner vi i planet og de er derfor 2-dimensjonale, mens en kule eller et
prisme bor i rommet og er derfor 3-dimensjonale. Generelt har altsa polygoner
dimensjon 2, mens polyedre har dimensjon 3.

Figur 1.3.1
(c) Kube

(b) Kvadrat

(a) Linje

Pa samme mate som en sirkel bor eller tegnes i planet s& gjelder det forsavidt
ogsa vare eksempler pa fraktaler; bade Koch-kurven, Sierpinski-trekanten og
femkantfraktalen tegnes i planet. Men de skiller seg likevel fra de enkle geomet-
riske figurene vi kjenner til. Hvis vi ser pa Koch-kurven sa starter den med et
linjestykke av lengde I. Dette deles sa i deler av lengde é slik at den totale
lengden etter én iterasjon er 4 - é = %l. Prosessen gjentas sa igjen for hvert
linjestykke pa nytt og pa nytt slik at vi etter n iterasjoner har 4™ linjestykker,
hver av lengde (%)" Dette gir da en total lengde pa (%)n l. Selve Koch-kurven
er den figuren vi far nar vi lar antall iterasjoner ga mot uendelig. Dermed ser vi

at Koch-kurven har uendelig lengde siden

im (2) =
Jm (5) ==



Lengde er derfor ikke noe godt mal & bruke pa denne figuren, og det blir una-
turlig & omtale den som 1-dimensjonal. Samtidig bestar Koch-kurven kun av
linjer, og har dermed ikke noe areal. Den er derfor heller ikke 2-dimensjonal.
Koch-kurven har altsa uendelig lengde, men null areal. Om vi skulle angitt en
dimensjon til Koch-kurven burde den sann sett vaere et sted mellom 1 og 2. Vi
skal i denne seksjonen se hvordan vi kan fa en forstaelse av at figurer kan ha
dimensjoner annet enn de vante heltallene 0,1, 2,3, ... og viser blant annet at
Koch-kurven er omtrent 1.262 dimensjonal.

1.3.1 Selv-simileer dimensjon

For a fa en forstaelse av hvordan noe kan ha dimensjon annet enn heltallene
skal vi forst ta for oss de kjente tilfellene der dimensjonen nettopp er et heltall.
Hva vil det i det hele tatt si at noe er 2- eller 3-dimensjonalt? Alle figurene vi
har sett pa sa langt har en form for selvsimilaritet. En linje kan deles opp i to
linjer som er identiske til den originale linjen, bare mindre. Et kvadrat kan deles
opp 1 fire mindre kopier av seg selv, og en kube kan deles opp i atte sma kopier.
For en linje bruker vi lengde som mal, for kvadratet benytter vi areal, mens for
kuben benytter vi volum. Men nar vi skal generalisere er det en fordel a ha ett
begrep som gjelder for alle, og for dette vil jeg bruke masse. For a fa en intuitiv
forstaelse kan man tenke pa linjen som en tynn metalltrad, kvadratet som en
tynn metallplate og kuben som en solid metallboks.

Det er apenbart at massen til hvert objekt vil varierer avhengig av lengden
l. Jo lengre traden er desto mer masse har den. Jo lengre sidene i metallplaten
er jo stgrre er platen og den har dermed mer masse. Tilsvarende for sidene i
kuben. Men hvor mye massen endrer seg nar vi justerer lengden er ulikt, og det
er dette som vil bestemme hvilken dimensjon objektet har.

Linjen kan vi dele opp i 2 kopier av seg selv, begge med halvparten av den
opprinnelige lengden. Og siden de to kopiene til sammen utgjeér den originale
linjen vil hver av de ha halvparten av massen.

Figur 1.3.2: En linje kan deles i to mindre kopier av seg selv

(a) Linje av lengde {

L

(b) To linjer av lengde 5

Et kvadrat kan vi dele i 4 mindre kopier med sidelengder é Men massen til

disse vil da bli kun i av massen til det store kvadratet siden de 4 kopiene til

sammen utgjer det originale kvadratet.



Figur 1.3.3: Kvadratet kan deles i 4 mindre kopier

For kuben kan vi lage 8 mindre kopier med sidelengder % Hver av disse vil

kun ha % av massen til den store kuben siden de 8 mindre kopier til sammen

utgjor den store kuben.

Figur 1.3.4: Kuben kan deles i 8 mindre kopier

La oss si at M (l) uttrykker hvor stor massen er avhengig av lengden [. Om
vi setter den opprinnelige massen lik 1 i hvert tilfelle sa ser vi at M (%) blir ulik
avhengig av hvilken figur vi jobber med:

e For linjen far vi to kopier s M (L) = 1.

e For kvadratet far vi fire mindre kopier og dermed er M (%) =1= (%)2

e For kuben ser vi at de atte mindre kopiene utgjgr den opprinnelige kuben

og dermed er M (%) =1 = (%)3
Denne forskjellen i hvordan massen skaleres for ulike figurer er kjernen i hvordan
vi definerer dimensjonen til et objekt. Nar lengden skaleres med % sa skaleres

massen til objektet med (%)D, der D er dimensjonen til objektet. Det er slik en

kube er tredimensjonal: nar vi halverer lengden far vi kun % = (%)3 av massen.

10



Dette gjelder tilsvarende for andre tredimensjonale objekter vi kjenner til, f. eks
en kule. Massen til en kule er gitt ved volumet multiplisert med massetettheten.
Om vi setter massetettheten lik 1 far vi at M(I) = %77 <13 der [ er radiusen til

kulen. Om vi halverer radiusen(lengden) ser vi at vi far kun & av massen:

Generelt kan vi si at om vi skalerer lengden av et D-dimensjonalt objekt med
en faktor s sa vil massen skaleres med s”.

Vi er na klare til & angi en dimensjon til Sierpiniski-trekanten. Fra Figur 1.3.5
ser vi at om vi halverer lengden [ far vi tre mindre kopier av den opprinnelige
figuren. Sagt pa en annen mate sa bestar Sierpinski-trekanten av tre kopier av
seg selv, hver med lengde % av den opprinnelige.

Figur 1.3.5: Sierpinski-trekanten bestar av tre kopier av seg selv

Hver av de tre kopiene har da % av massen til den opprinnelige, siden de
tre kopiene til sammen utgjgr den opprinnelige figuren. Sagt pa en annen mate:
om vi halverer lengden far vi kun en tredjedel av massen. Altsa er M (%) =
£ M(1). Siden vi leter etter dimensjonen til Sierpiniski-trekanten kan vi si at nar
vi skalerer trekanten med s = £ sa skal massen skaleres med s” = ( Bl)D , der D

er dimensjonen. Men siden massen skaleres med £ betyr det at (1) = 1, som

11



er en likning vi kan lgse for D:

LA
5 =

D
In <1) =In

2

D-In (1> =1In
2

D-(In1-1In2)=(Inl1—-1n3)

1
3
1
3
1
3

D-In2=1In3

In3
D=—~1.

In2 585

Sierpinski-trekanten er altsa et 1.585 dimensjonalt objekt.

La oss na ta for oss Koch-kurven. Fra konstruksjonen av Koch-kurven i figur
1.2.2 ser vi at den endelige Koch-kurven vil besta av 4 kopier av seg selv. Hver
kopi er nedskalert med % Det betyr altsa at om vi skalerer Koch-kurven med %
sa skal massen skaleres med (%)D , der D er dimensjonen. Men ettersom vi vet
at massen til hver kopi er i far vi, pa samme mate som for Sierpinski-trekanten,

en ligning vi kan lgse for & finne dimensjonen:

D-ln(é) =In

D-(In1-1In3)=(In1—1n4)

D -In3=1In4
In4

D=—~1.262
In3

Og pa denne maten kommer vi altsa frem til at Koch-kurven et 1.262 dimen-
sjonalt objekt.

Dette er en mate & definere dimensjonen til et objekt pa som benytter seg
av objektenes selvsimilaritet. Vi ser at de enkle geometriske figurene vare har
en heltallig dimensjon, mens fraktalene typisk ikke har det. Generelt kan vi na
definere dimensjonen for rent selv-similsere objekter.

12



Definisjon 1.3.1 (Selv-simileer dimensjon). Gitt en mengde A som kan deles

inn i k deler, hvor hver av dem er en kopi av hele mengden skalert med en faktor

% sa er den selvsimiler dimensjonen til A gitt ved:

Vi kan na bruke denne definisjonen til & angi dimensjonen til femkantfrakta-
len. Av figur 1.2.3 ser vi tydelig at femkanten erstattes av fem mindre kopier av
seg selv, dermed er k = 5. Det vanskelige i denne sammenhengen er a se hvilken
faktor % disse femkantene er skalert ned med. For a beregne % ma vi benytte
litt trigonometri. La den opprinnelige femkanten ha sidekanter av lengde 1. De
mindre femkantene vil dermed ha sidelengder % Vinkelsummen i en femkant er
540°, og i en regulaer femkant er dermed hver vinkel 108°. Vi kan studere de to
nederste femkantene i F! for & finne s.

Y . Ys

Figur 1.3.6: De to nederste femkantene i F'!

Av figur 1.3.6 ser vi at 2% +2x = 1. Videre ser vi at x tilhgrer en rettvinklet
trekant, dermed er

cos (72°) =

@ = 8

=z = cos (72°)1
Vi setter dette utrykket for = inn i den fgrste likningen og lgser for s:
2L 42z =1
21 +2cos(72°) =1
1(1+cos(72°)) =1
=5 =2(1+cos(72°))

13



Videre er cos (72°) = 1(v/5 — 1) slik at:

s=2(1+1(v5-1))
s=(2+5(V5-1))
8:3+\/5

2

Vi har na bade verdien for antall kopier k og skaleringen s og kan dermed
beregne dimensjonen til femkantfraktalen:

In (5

)
Dzi\/g)

(
In (3£
D~ 1.672

Femkantfraktalen er dermed et 1.672 dimensjonalt objekt.
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1.4 Generere fraktaler
1.4.1 1IFS

En mate a fremstille fraktaler pa er ved hjelp av sakalte itererte funksjonssyste-
mer (Iterated Function Systems), IFS. Mange fraktaler bestar som vi har sett
av mindre kopier av seg selv, og IFS utnytter denne egenskapen til & definere
fraktalene gjennom en iterativ prosedyre. For a konstruere IFS trenger vi forst
a definere et par ting, der det forste vi trenger er en metrikk.

Definisjon 1.4.1 (Metrikk). Gitt en mengde M er en metrikk d en funksjon
som tar inn to elementer fra mengden og gir tilbake et ikke-negativt tall,

d: M x M —R"

og som oppfyller folgende krav Vx,y € M:
o [kke-negativ: d(x,y) >0
o Symmetri: d(z,y) = d(y, x)
o Trekantulikheten: d(z,y) < d(x, z) + d(z,y)
e x=y<dz,y =0

En metrikk er et mal pa avstanden mellom to elementer i en mengde. For
punkter i planet bruker vi ofte den Euklidske metrikken. Den er definert slik:
for a,b € R? hvor a = (w1,91) og b = (72,92) er avstanden d mellom punktene
gitt ved d = /(w2 — 21)2 + (y2 — y1)? . Dette det vi i dagligtalen bare kaller for
avstanden mellom punktene, illustrert i figur 1.4.1.

b s (xt- Ys)
(Ya‘ Y-)

a:(x"y') ....... (x:_x‘)

Figur 1.4.1: Den Euklidske avstanden mellom punktene a og b i planet

Metrikk er altsa et generelt begrep, og den Euklidske avstanden mellom
punkter er bare ett eksempel pa en metrikk. Vi skal i denne seksjonen etter hvert
komme frem til en ganske avansert metrikk, kalt Hausdorff-metrikken. Av den

15



grunn tar vi for oss et annet eksempel pa en metrikk fgrst for a gke forstaelsen
av som ligger i begrepet metrikk. Denne metrikken kalles Manhattan-metrikken.
Manhattan, kanskje verdens mest kjente bydel, har et sveert karakteristisk byde-
sign. Omtrent alle gatene ligger 90° pa hverandre (utenom Broadway). Om du
skal fra et sted i bydelen til et annet er det derfor ikke luftlinjen mellom stedene
som er interessant, men antall kvartaler du ma ga i hver retning. Eksempelvis 5
kvartaler nordover og 3 kvartaler gstover, totalt 8 kvartaler. Dette er bakgrun-
nen for hvordan Manhattan-metrikken defineres. Gitt to punkter a,b € R?, hvor
a = (z1,y1) og b = (x2,y2) definerer vi Manhattan-metrikken mellom punktene
som d = |z — x2| + |y1 — Y2/, slik som illustrert i figur 1.4.2

|%- %l b

XX || d=IX-X|+1%-%]

o
a

Figur 1.4.2: Avstanden mellom a og b med Manhattan-metrikken

Dette betyr at om vi vil se pa alle punktene i en viss avstand fra der vi star
far vi et veldig annet bilde enn med det vanlige Euklidske avstandsmalet. I figur
1.4.3 er alle de rgde punktene en avstand d = 3 unna punktet a.

16



Figur 1.4.3: Avstanden mellom a og alle de rgd punktene er lik 3 med
Manhattan-metrikken

Siden Manhattan-metrikken ikke krever at vi beveger oss kun et heltallig
antall steg i hver retning far vi dermed et helt kvadrat rundt punktet a, der
alle punktene i kvadratet har lik avstand til a. Derimot vet vi at med Euklidsk
avstandsmal er mengden av alle punkter i en gitt avstand fra et punkt maten
vi definerer en sirkel. I figur 1.4.4 ser vi mengden av alle punkter med samme
avstand til punktet a. Det rade kvadratet er med bruk av Manhattan-metrikken
og den grgnne sirkelen er avstanden malt med Euklidsk metrikk.
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Figur 1.4.4: Punkter med lik avstand til @ med Manhattan-metrikken og Euk-
lidsk metrikk

Med en god forstaelse av begrepet metrikk kan vi na bevege oss videre. Det
neste vi vil definere er en kontraksjon.

Definisjon 1.4.2 (Kontraksjon). En avbildning m : M — M kalles en kon-
traksjon dersom det finnes et tall s € [0,1) slik at

d(m(z), m(y)) <s-d(z,y)

for alle x,y € M. Det minste tallet s som oppfyller ulikheten kalles kontrak-
sjonsfaktoren for m.

En kontraksjon er altsa en avbildning som minsker avstanden mellom punk-
ter. Det neste vi trenger er et komplett metrisk rom. Dette ma vi bygge opp
stegvis, der vi fgrst trenger et metrisk rom.

Definisjon 1.4.3 (Metrisk rom). Et metrisk rom (M,d) er en mengde M og
en metrikk d.

Definisjon 1.4.4 (Cauchy fplge). La (M, d) vere et metrisk rom. En folge {x,}
av elementer i M er en Cauchy-folge dersom det for alle € > 0 finnes et positivt
heltall N slik at Vn,m > N er d(x,,zm) < €

Definisjon 1.4.5 (Komplett metrisk rom). FEt metrisk rom (M,d) er komplett
dersom enhver Cauchy-folge {x,} i M har en grense x € M.

Eksempelvis er R et komplett metrisk rom, mens Q ikke er det. Vi kan enkelt
se hvorfor Q ikke er komplett. Fglgen a,, = (1 + £)" er en fglge av rasjonale tall,

n
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men den konvergerer mot det irrasjonale tallet e. Altsa har vi en folge {a,} € Q
som har en grense som ikke er i Q, og Q er derfor ikke komplett. N& som vi har
definert hva en kontraksjon og et komplett metrisk rom er har vi det vi trenger
for a definere et iterert funksjonssystem.

Definisjon 1.4.6 (IFS). FEt iterert funksjonssystem er et komplett metrisk rom
(M,d) og et endelig sett av kontraksjoner w, : M — M med tilhgrende kontrak-
sjonsfaktor s, for n = 1,2,....N. Et slikt system omtales da som W = {w, :
n = 1,2,..., N}. Kontraksjonsfaktoren for hele systemet er gitt ved den storste
kontraksjonsfaktoren til sammentrekningene, s = maz{s, :n=1,2,..,N}

Til ethvert iterert funksjonssystem har vi ogsa det vi kaller for en attraktor.
En attraktor kan defineres pa flere mater, den fgrste tar kun utgangspunkt i
definisjoner vi allerede har.

Definisjon 1.4.7 (Attraktor). La M vere en lukket delmengde av R™ og W =
{wp :n=1,2,..., N} vere et iterert funksjonssystem bestaende av kontraksjoner
wp : M — M. Det finnes da en unik mengde A C M slik at

n=1

Vi kaller denne mengden A for attraktoren til systemet.

At hvert iterert funksjonssystem bestaende av kontraksjoner har en unik
attraktor er bevist blant annet av Hutchinson [HUT81]. Det er slike attraktorer
som er det vi kaller for fraktaler i denne sammenhengen. Denne definisjonen
utnytter selvsimilaeriteten til fraktalene og viser at de vil sendes pa seg selv av
et iterert funksjonssystem.

1.4.2 Sierpinski-trekanten som attraktor

Vi kan vise at Sierpinski-trekanten er attraktoren for et spesifikt iterert funk-
sjonssystem. La den opprinnelige rettvinklede trekanten ha sidelengder | = 1,
og plasser den med det ene hjgrnet i origo. Da blir, ved Pytagoras, hgyden av

trekanten gitt ved:
1\ 2 3
h = <12 - <) )
2

h =

SES

19



Figur 1.4.5: Likesidet trekant med sidelengde 1, plassert med nedre venstre
hjgrne i origo.

I konstruksjonen av Sierpinski trekanten starter vi med en likesidet trekant.
Sa lager vi tre kopier med halvparten av lengden av den originale, som vi plas-
serer som i Figur 1.4.6. Dersom vi lar T veere den opprinnelige trekanten vil
kontraksjonen wy(z,y) = 3(x,y) sende T til trekanten nede i venstre hjgrne i
Figur 1.4.6. For a avbilde T til de to andre kopiene gjgr vi fgrst det samme,
skalerer ned med %, men sa ma vi forskyve (translere) trekantene for & plassere
de rett sted. Fra figuren ser vi at vi kan sette wa(z,y) = 3(z,y) + (3,0) og

wy(z,y) = (z,y) + (3, %)

w.(T') w,(T)

LY

M R 1T X

Figur 1.4.6: Tre kopier av den opprinnelige likesidede trekanten, med sidelengder
1

2
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Om vi isteden starter med hele Sierpinski-trekanten ser vi at om vi sender
den gjennom systemet W = {wy, ws, w3} sa sendes fraktalen pa seg selv. Dermed
er Sierpinski-trekanten attraktorer til systemet W. Dette stemmer overens med
hvordan vi i forrige seksjon sa at Sierpinski-trekanten bestar av tre mindre kopier
av seg selv.

1.4.3 Hausdorff-metrikken

Det finnes ogsa en annen mate & definere en attraktor pa, som i stgrre grad
tydeliggjor hvorfor vi kaller det en attraktor (tiltrekker). For a formulere den-
ne definisjonen trenger vi et annet avstandsmal. Til na har vi definert hva en
metrikk er, og sett pa noen spesifikke metrikker som maler avstanden mellom
punkter. Men nar vi skal arbeide med fraktaler gnsker vi et mal pa avstanden
mellom ulike mengder og det er der Hausdorff-metrikken kommer inn.

Definisjon 1.4.8 (Hausdorff-metrikken). La (M,d) vere et komplett metrisk
rom. Vi definerer H(M) til a vere rommet bestaende av alle ikke-tomme kom-
pakte delmengder av M. Dersom A C M lar vi As vere §-forstorrelsen av denne
mengden gitt ved:

As={xeM|Jac A d(z,a) <}

For to mengder A, B C M lar vi Hausdorff-metrikken h vere den minste § slik
at As O B og A C Bs. Det vil si:

h(A,B) = inf{3 | AC Bs og B C Ay}

Siden vi her definerer en metrikk er det verdt a gjore gvelsen med & vise at
Hausdorff-metrikken faktisk er en metrikk.

Bevis. Vi ma dermed vise at h oppfyller kravene om ikke-negativitet, symmetri,
trekantulikheten og at avstanden fra en mengde til seg selv er null.

e Tkke-negativ:
For alle settene vi arbeider med sa utvider vi de hele tiden til stgrre meng-
der As og Bjs der 6 > 0. Og dermed blir h(A, B) aldri negativ siden den
er definert til & veere lik den minste 0 som oppfyller kravene. Dermed er
h(A,B) >0

e Symmetri:
Kravet om symmetri far vi rett ut av definisjonen av h:

h(A,B) = inf{0| AC Bs og BC As} =inf{6 | B C As og A C Bs} = h(B, A)

e Avstanden fra en mengde til seg selv er null:
For a vise ekvivalensen ma vi vise at implikasjonen gar begge veier.
Forst la A = B. Da far vi at h(A, B) = h(A,A) =inf{d| AC As og A C
As}. Men siden A C Ag far vi at 6 = 0 og altsa er h(A, B) = 0 dersom
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A=B.

Motsatt vei antar vi at h(A, B) = 0. Siden A og B er kompakte betyr det
at § = 0 og dermed ma A C By og B C Agp. Men siden Ay = {x € M |
Ja € A,d(0,a) <0} = Aog Byg =B far viat A C B og B C A, som betyr
at A = B. Dermed har vi vist ekvivalensen begge veier og far at

A=B& h(A,B)=0

Trekantulikheten:

La A,B,C C H(M). Vi gnsker a vise at h(A,C) < h(A,B) + h(B,C).
La h(A,B) = ¢, h(B,C) = a og h(A,C) = b. Det vi da ma vise er at
b < a+c. Dersom a = o eller ¢ = oo er beviset ferdig, sa vi antar at a og
c er endelig. Det betyr at ¢ < r og a < s for noen tall r, s € RT. Dette gir
oss at A C B, og B C Cs. Dette kan vi kombinere til & si at

A C(Cy)r CCrys

Og siden C' C Bs; C A,y far vi at b < r 4+ s. Siden vi kan presse r og s sa
naerme c og a vi vil far vi oppfylt at b < a + ¢ som altsa betyr at

h(A, B) < h(A, B) + h(B, C)
0

Hausdorff-metrikken er altsa en metrikk, og den gir oss et mal pa avstanden

mellom to mengder. Den forteller hvor mye vi ma forstgrre en mengde for at den
skal dekke den andre mengden, og tilsvarende motsatt. Den minste forstgrrelsen
av begge mengdene slik at de hver inneholder den andre opprinnelige mengden er
det vi kaller Hausdorff-metrikken. I figur 1.4.7 ser vi et eksempel pa en mengde
A i planet R? og en tilhgrende J-forstgrrelse av mengden gitt ved As. Og i figur
1.4.8 ser vi et eksempel pa Hausdorff-metrikken mellom to mengder A og B.

Ag

Figur 1.4.7: En mengde A og en tilhgrende §-forstgrrelse av mengden
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Figur 1.4.8: Hausdorff metrikken gir avstanden mellom mengdene A og B. Det er
den minste § > 0 slik at d-forstgrrelsen As av A inneholder B, og d-forstgrrelsen
Bs av B inneholder A

Nar vi har et komplett metrisk rom (M, d) viser det seg at ogsa rommet
(H(M),h) er et komplett metrisk rom. Bevis for dette finnes blant annet i
Michal F. Barnsleys bok Fractals Fverywhere[BAR14]

Teorem 1.4.9. Dersom (M,d) er et komplett metrisk rom sa er (H(M),h) et
komplett metrisk rom.

Gitt Hausdorff metrikken kan vi na formulere en annen definisjon for en
attraktor.

Definisjon 1.4.10 (Attraktor). La M wvere en lukket delmengde av R™ og
(M,d) et komplett metrisk rom. La W = {w,, : n = 1,2,..., N} vere et iterert
funksjonssystem bestaende av kontraksjoner w, : M — M. Definer funksjonen
F:H(M)— H(M) ved:

N
F(B) = | J wa(B), VB eH(M)

hvor wy,(B) = {wy(x) : © € B} er en kontraksjon pa (H(M),h). Det unike
fikspunktet for W er da gitt ved

A= lim F*(B), VBeH(M)

n—oQ

Vi kaller mengden A for attraktoren til systemet.

Her ser vi bakgrunnen for navnet attraktor mye tydeligere. Av denne defi-
nisjonen ser vi at vi kan starte med en hvilken som helst mengde B € H(M).
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Nar vi sa gjentar prosessen med a kjgre B gjennom det itererte funksjonssyste-
met W sa kommer vi naermere og nermere A, der vi maler avstanden mellom
F™(B) og A ved hjelp av Hausdorff metrikken. Bevis for at denne attraktoren
er unik finnes blant annet i boken til Falconer[FALO4] og vil ikke presenteres
her. Det er ogsa verdt a merke seg at disse to definisjonene av attraktor ikke er
helt like. Siden det finnes ikke-tiltrekkende fikspunkt er den siste definisjonen
sterkere, men for itererte funksjonssystem sa sammenfaller disse to definisjonene.

Siden de to definisjonene sammenfaller nar vi arbeider med IFS betyr det at
om vi benytter samme system som i foregaende seksjon, som hadde Sierpinski-
trekanten som attraktor, skal vi kunne starte med en hvilken som helst kompakt
mengde og ende opp med Sierpinski-trekanten om vi kjgrer gjennom systemet
uendelig antall ganger. Dette er perfekt demonstrert av Michael Frame, fra Yale
University, og hans animasjon av hvordan bildet av en katt blir mer og mer
likt Sierpinski-trekanten etter gjentatte iterasjoner[FRA19]. Han bruker en an-
nen versjon av trekanten som er rettvinklet og ikke likesidet, men poenget er
fortsatt akkurat det samme. Dette er illustrert i figur 1.4.9

ke
=,

Figur 1.4.9: Et bilde av en katt sendes gjennom et IFS gjentatte ganger og gar
mot Sierpinski-trekanten
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2 Brownske bevegelser

Brownske bevegelser er navngitt etter den skotske botanikeren Robert Brown
(1773-1858). Han studerte hvordan pollenkorn i vann tilsynelatende beveget
seg helt tilfeldig, hoppende frem og tilbake. Det er denne type bevegelse som
har blitt kjent som Brownske bevegelser. Forklaringen pa dette fenomenet ble
formalisert matematisk fgrst 80 ar senere av Albert Einstein. Han viste hvor-
dan pollenkornets bevegelser skyldes mange kollisjoner med de mye mindre og
”usynlige” vannmolekylene, og klarte & modellere lignende bevegelser [EIN05].
Ettersom det er sveert mange vannmolekyler i vannglasset, og de beveger seg i
alle retninger, gir det en uforutsighar og hoppende bevegelse for pollenkornet.

2.1 Brownske bevegelser i én dimensjon

For & kunne konstruere Brownske bevegelser pa fraktaler ma vi forst fa en god
intuisjon pa hva Brownske bevegelser er. Vi vil derfor forst studere Brownske
bevegelser i én dimensjon, deretter i to dimensjoner, fgr vi gar over til Brownske
bevegelser pa fraktaler. Med kun én dimensjon a jobbe med vil dette bli som
a se for seg en partikkel som hopper frem og tilbake pa den reelle tallinjen R.
Anta at ved sma tidsintervall 7 vil partikkelen hoppe et lite stykke § enten opp
eller ned pa tallinjen.

Deler av den fglgende konstruksjonen av Brownske bevegelser er hentet fra Ken-
neth Falconers bok Fractal Geometry[FALO4]. La X, (t) veere posisjonen til par-
tikkelen etter tiden ¢. Vi lar partikkelen starte i origo slik at X, (0) = 0. Etter et
tidsintervall 7 vil partikkelen hoppe enten opp eller nede, slik at X, (7) = § eller
X, (1) = —4. Begge med sannsynlighet % Tilsvarende om vi kjenner posisjonen
til partikkelen X (k7) ved tiden k7, for k € Z, vil posisjonen X, ((k + 1)7) ved
tiden (k+1)7 enten veere X, (k7)+0 eller X, (k7)— . Begge med sannsynlighet
%. Om vi lar ij vaere det stgrste heltallet som er mindre eller lik % kan vi
uttrykke partikkelens posisjon ved tiden ¢ som

X, () =01 +Ys + ... +YL£J)
hvor hver Y; er en uavhengig tilfeldig variable som har sannsynlighet % for &
veere lik 1 og % for a vaere lik -1. Altsa steg opp eller ned pa tallinjen. Partikkelens
posisjon ved en gitt tid er dermed summen av antall steg opp og ned frem
til dette tidspunktet. Her fglger et kort Python program som simulerer slike
bevegelser:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import random as random

#Tid
dt =0.01 #Tidssteg
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Ao B
|

for

plt.
plt.
plt.
.show ()

plt

1000 #Antall steg
dt*n #Total tid

= 0.001 #Lengde paa steg

= np.zeros (n+1)  #Tomme lister for posisjon og tid

np.zeros (n+1)

i in range(n):
y = random.random ()

if y<=1/2:
X[i+1] = X[i] +d  #Steg opp
T[i+1] = T[i] + dt

else:
X[i+1] = X[i] —d  #Steg ned
T[i+1] = T[i] + dt

plot (T, X)

xlabel (7 Tid”)
ylabel (”? Verdi”)

Ved kjogring av koden kan vi se et par realiseringer av denne bevegelsen:

1.0

-0.5

-1.0

Figur 2.1.1: Realiseringer av 1-dimensjonal bevegelse

Verdi
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I eksemplene gar grafen som forventet helt tilfeldig, noe som ogséa betyr at
den i enkelte tilfeller kan ga mye opp eller mye ned. Men i gjennomsnitt har den
ingen tendens til & ga den ene eller andre veien. Mange vil kanskje se likheter
med grafene og prisutviklingen til et aksjemarked. Dette er ikke tilfeldig. Mange
finansielle markeder kan nemlig modelleres ved hjelp av Brownske bevegelser.
I vart enkle eksempel kan vi fa bevegelsene til & minne mer om aksjemarkedet
ved a gi det en liten skjevhet i sannsynligheten mot a ga opp fremfor ned ved
hvert tidsintervall, slik som aksjemarkedet historisk sett gar oppover.

Figur 2.1.2: Brownsk bevegelse vs Oslo Bgrs

0 2 4 6 8 10
Tid

(a) Realisering med 55% sannsynlighet for & ga opp ved hvert tidssteg

(b) Hovedindeksen pa Oslo Bgrs siste 10 ar,
(https://e24.no/bors/instrument / OSEBX.OSE)

I Figur 2.1.2 a) ser vi en realisering av den Brownske Bevegelsen med 55%
sannsynlighet for & ga opp og 45% for a ga ned ved hvert steg, mens i b) ser vi
den faktiske prisutviklingen til hovedindeksen pa Oslo Bgrs de siste 10 arene.

Vi har na konstruert en stokastisk prosess kjent som en virrevandring. Men
for at denne prosessen skal kunne kalles en Brownsk bevegelse ma vi gjgre noen
justeringer. For at en kontinuerlig stokastisk prosess X; skal kunne kalles en
Brownsk bevegelse méa den tilfredsstille fglgende betingelser:
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1. X;(0)=0

2. X (t) er kontinuering mtp. tidsinkrementene

3. X (t) har uavhengige inkrement og X.(t) — X, (s) er normalfordelt med for-
ventningsverdi 0 og varians t — s

Var prosess starter i 0 sa den forste betingelsen er oppfylt. Prosessen er ogsa
kontinuerlig med tanke pa tidsinkrementene vare nar vi lar 7 — 0. Sa de to forste
betingelsene er oppfylt. I den tredje betingelsen krever vi at forventningsverdi-
ene til hvert steg er 0, dette kan vi oppna ved a ga tilbake til den opprinnelige
prosessen der vi har like stor sannsynlighet for a ga opp og ned ved hvert tids-
steg. Det som sa gjenstar, er a justere stegene i denne vandringen slik at vi far
rett varians. Vi kan legge merke til at om vi minker lengden pa hvert tidssteg
7 sa vil vi i lgpet av den samme tiden ¢ ga flere steg. Om disse stegene fortsatt
har samme lengde vil vandringen fa en stgrre variasjon. For a fikse dette ma vi
normalisere steglengden.

Hver Y; har variasjon lik 1
VarlY;] =1 Vi

Og siden alle Y;-ene er uavhengig har de kovarians lik null
CoulY;,Y;] =0 Vi, j

Dermed er Varly; +Y;] = VarlY;] + Var[Y;] + Cov[Y;,Y;] = VarlY;] + Var[Y;]
og videre er altsa:

VarlY1 +Ys + ... + YLLJ] =VarY1]+ Var[Ys] + ... + V‘”[YLLJ]

=14+14+..4+1

= [£]
Siden Var[aX] = a?Var[X] for en konstant a og stokastisk variabel X far vi
dermed at variansen til X, er gitt ved:

Varl X (t)] =Var[d(Y1 + Y2 + ... + YLLJ)]

=6Var[(Y1 + Yo + ... + Vi)l

= 0% 2]

Vi gnsker at variansen til X (¢) skal veere lik ¢. For a fa til det ma vi normalisere
steglengden, dette gjor vi ved a sette steglengden til /7. Da far vi at variansen
til X, (¢) er :
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Var[X,(t)] = Var[yT(Y1 + Y2 + ... + YLLJ)}

=(Wr)Var[Vi+Ya+ .. +Y ¢ )
]

:7'|_

3

~t

Vi har na en stokastisk prosess med en normalisert steglengde, som gjor at
variansen for en gitt tid ¢ blir den samme uansett hva vi setter 7 til & veere.

X, () =vVT(V1+ Yo+ ... + YLLJ)

Vi kan skrive et kort Python program som plotter realiseringer av denne sto-
kastiske prosessen for ulike verdier for 7, men samme totaltid ¢ = 1.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import random as random

for j in range(10):

t =1 #Total tid

dt =1/(j*10 +1) #Tidssteg

n = np.int(t/dt) #Antall steg

d = np.sqrt(dt) #Lengde p  steg

X = np.zeros (n+1) #Tomme lister for posisjon og tid
T = np.zeros (n+1)

for i in range(n):

y = random .random ()

if y<=1/2:
X[i4+1] = X[i] + d
T[i+1] = T[i] + dt

else:
X[i+1] = X[i] —d  #Steg til wvenstre
T[i+1] = T[i] + dt

#Steg til h yre

plt.plot (T, X)

plt.xlabel (”?Tid”)

plt.ylabel (” Verdi”)
plt .show ()
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Figur 2.1.3: Realisering av den virrevandringer for ulike verdier av 7

Av figur 2.1.3 ser vi at alle vandringene holder seg innenfor samme omrade
selv om vi endrer tidsintervallet 7. Dette skyldes at vi har normalisert stegleng-
den og far lik varians uansett hva 7 er. Den Brownske bevegelsen i én dimensjon
definerer vi na som grensen av virrevandringen X, nar 7 — 0

B = lim X, (t) = lim v7(Y; +Y2+"'+YL$J)

2.2 Brownske bevegelser i to dimensjoner

Det neste naturlige steget er a se pa Brownske bevegelser i to dimensjoner. 1
denne seksjonen forsgker vi forst a konstruere en bevegelse som minner mest mu-
lig om de uforutsigbare bevegelsene til en partikkel som Brown selv observerte.
Dette er for a fa en god forstaelse av hvordan Brownske bevegelser fungerer og
hvordan man kan konstruere dem. Deretter vil vi formalisere dette og se hvordan
man generelt kan konstruere Brownske bevegelser i n dimensjoner. I to dimen-
sjoner er situasjonen i utgangspunktet ganske lik som for den 1-dimensjonale
bevegelsen. Vi ser for oss en partikkel som ved hvert tidsintervall hopper tilfel-
dig i en retning. Men na har ikke partikkelen kun to valg, men flere. Hvor mange
flere avhenger av hva slags modell vi lager. Den enkleste videreutviklingen er
a la partikkelen hoppe opp og ned, samt til hgyre og venstre. Men det er ogsa
mulig a gi partikkelen f.eks kun tre valg: opp, skratt ned til hgyre og skratt ned
til venstre. Eller vi kan lage uendelig mange muligheter der partikkelen velger
et tall mellom 0 og 27 og sa gar et stykke i den retningen vinkelen tilsvarer.

Vi starter med den enkleste. Partikkelen kan hoppe i fire retninger og alle har
lik sannsynlighet, i. I Figur 2.2.1 ser vi en partikkel som befinner seg i det bla
punktet. Den har da like stor sannsynlighet, i, til & bevege seg til hvert av de
grgnne punktene.
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Figur 2.2.1: Partikkelen kan bevege seg til alle de grgnne punktene

Om vi setter steglengden lik 1 vil partikkelen da bevege seg langs linjene i
koordinatsystemet og kan lande pa alle punkter (a,b) der a,b € Z. Vi lager et
enkelt Python-program som kan simulere denne bevegelsen.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import random as random
n=1000
d=1 #Lengde paa steg
X = np.zeros(n+1)
Y = np.zeros(n+1)
#Fire mulgiheter
for i in range(n):
z = random .random ()
if z<=1/4:
X[i+1] = X[i] +d  #Steg til hoyre
Y[i+1] = Y[i]
elif z<=1/2:

X[i+1] = X[i] —d  #Steg til venstre
Y[i+1] = Y[i]
elif z<=3/4:
X[i+1] = X[i]
Y[i+1] = Y[i] +d  #Steg opp
else:
X[i+1] = X[1i]
Y[i+1] =Y[i] —d #Steg ned
plt.plot (X, Y)
plt.plot (0,0, "X”) #Markerer origo
plt.axis (”equal”)
plt .show ()
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Figur 2.2.2: Realisering av 2-dimensjonal bevegelse

I figur 2.2.6 ser vi en realisering av denne todimensjonale bevegelsen. Start-
punktet er markert med et oransje kryss. Vi ser at bevegelsen kun beveger seg
mellom punkter med heltallskoordinater og kan dermed ikke treffe alle punkter
i planet.

Om vi derimot gnsker at bevegelsen skal kunne treffe et hvilket som helst punkt
i R? har vi et par muligheter. Vi kan gjgre steglengden om til en tilfeldig varia-
bel. Alternativt kan vi la steglengden sta fast og la partikkelen bevege seg i en
hvilken som helst retning. For det forste tilfellet kan vi bare flytte steglengden
d inn i for-lpkka i programmet og sette den til d = random.random() slik at
den blir et tilfeldig tall mellom 0 og 1 ved hvert steg. En realisering av denne
bevegelsen kan se slik ut:
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Figur 2.2.3: Realisering av 2-dimensjonal bevegelse med tilfeldig steglengde

Som vi ser er bevegelsen ganske lik som fgr, men steglengden varierer slik at
vi ikke bare treffer punkter med heltallskoordinater.

Den andre modellen tar utgangspunkt i at vi kan bevege oss i en hvilken som
helst retning 6 € [0, 27). Med en fast steglengde d vil vi, gitt vinkelen, bevege oss
d - cos(f) i x-retning og d - sin(f) i y-retning. En realisering av en slik bevegelse
er illustrert i figur 2.2.4
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Figur 2.2.4: Realisering av 2-dimensjonal Brownsk bevegelse med tilfeldig beve-
gelsesretning

I denne realiseringen ser vi at partikkelen beveger seg i tilfeldig retning, men
med en fast steglengde.

Til slutt kan vi kombinere disse to modellene for & fa noe som enda bedre
simulerer en partikkels bevegelse. Vi benytter oss av bade tilfeldig steglengde
og tilfeldig vinkel ved hvert tidsintervall. Dermed far vi en partikkel som kan
né alle punktene i planet R? og som hopper i tilfeldig retning og med tilfeldig
lengde (mellom 0 og 1) ved hvert tidssteg.

Ocloan)
déto)

Figur 2.2.5: Partikkelen kan bevege fra det bla punktet til hvor som helst in-
nenfor den grgnne sirkelen med radius 1
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For & simulere en slik bevegelse trenger vi bare & juster litt pa variablene i
for-lgkken:

for i in range(n):
d = random .random () #Tilfeldig lengde paa steg
z = 2xnp. pixrandom.random () #Vinkel , tall fra 0 til 2pi
X[i4+1] = X[i] + d#np.cos(z)
Y[i+1] = Y[i] + d*np.sin(z)

Kjgring av koden gir oss en realisering av denne bevegelsen.

5.0 A1

2.5 A

0.0 A

_2.5 -

_50 4

_75 -

—10.0

—12.5 A

-10 -5 0 5 10

Figur 2.2.6: Realisering av 2-dimensjonal Brownsk bevegelse med tilfeldig beve-
gelsesretning og tilfeldig steglengde

Vi har na konstruert en bevegelse som beveger seg fritt rundt og kan treffe
alle punkter (z,y) € R2. Ved hvert tidssteg hopper partikkelen i en tilfeldig ret-
ning med en tilfeldig lengde mellom 0 og 1 og pa den maten har vi en bevegelse
som godt repliserer bevegelsen til et pollenkorn i vann.

For & formalisere og generalisere Brownske bevegelser i to dimensjoner tenker vi
forst tilbake pa bevegelsen vi konstruerte for én dimensjon. Der konstruerte vi en
Brownsk bevegelse som vi na for enkelthets skyll vil navngi som X (¢). Denne tar
inn verdier ¢ € [0, 00) og gir oss tilbake ett reelt tall. Altsa X7(¢) : [0,00) — R.
Gitt en annen uavhengig endimensjonal Brownsk bevegelse X5(¢) : [0,00) — R
kan vi konstruere en todimensjonal Brownsk bevegelse X (t) : [0,00) — R? ved

X(t) = (Xa(1), Xa(1))

Generelt kan vi formalisere dette for n dimensjoner. Gitt n uavhengige 1-dimensjonale
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Brownske bevegelser X;(t) : [0,00) — R for i = 1,2,...n er X(¢) : [0,00) — R
gitt ved
X(t) = (X1(t), X2(t), ... Xn (1))

en n-dimensjonal Brownsk bevegelse.
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3 Brownske bevegelser pa fraktaler

3.1 Konstruksjon av Brownske bevegelser

Nar vi skal forsgke & konstruere Brownske bevegelser pa fraktaler er situasjonen
ganske annerledes enn det vi til na har sett pa. Som vi vet fra for, har fraktaler
typisk ikke en heltallig dimensjon. Det er derfor ikke tilstrekkelig & konstruere en
n-dimensjonal Brownsk bevegelse for n € N. Sierpinski-trekanten har eksempel-
vis dimensjon d ~ 1.585 og vi kan derfor hverken bruke en endimensjonal eller
todimensjonal bevegelse direkte. Konseptene og forstaelsen fra de foregaende
avsnittene er likevel nyttige for konstruksjonene vi skal lage her.

For en gitt fraktal lar vi F™ veere den n-te iterasjonen. For Sierpinski-trekanten
er eksempelvis F© den opprinnelige trekanten, mens F'' er de tre mindre tre-
kantene med sidelengde % av den opprinnelige og F2 er de 9 mindre trekantene
med sidelengder % av den opprinnelige trekanten. Selve fraktalen er da gitt som
grensen

F= lim F"

n—roo

For Sierpinski-trekanten bestar F™ av 3™ trekanter med sidelengde 37" av den
opprinnelige trekanten.

AV

Figur 3.1.1: De fgrste iterasjonene av Sierpinksi-trekanten

L

Figur 3.1.2: De fgrste iterasjonene av femkantfraktalen
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F 0 F 1
Figur 3.1.3: De forste iterasjonene av sekskantfraktalen

Maten vi skal konstruere bevegelsene fglger i stor grad oppsettet til Tom
Lindstrgm i Brownian Motion on Nested fractals [LIN90]. I utgangspunktet
konstruerer vi en virrevandring X™ som beveger seg pa F'™. Denne vandringen
beveger seg da mellom de ulike knutepunktetene i figuren, men vandringen kan
ikke hoppe helt vilt rundt. Nar den star i ett punkt, kan den kun hoppe til
det vi kaller et nabopunkt. For Sierpinski-trekanten er to punkter nabopunkter
dersom de hgrer til samme trekant med sidelengde 37™. For de andre fraktalene
er tilsvarende to punkter nabopunkter om de hgrer til samme minimale polygon
i F™. En virrevandring X™ pa F" er dermed gitt som en folge vy, vs, ...., v av
punkter der v; og v;41 alltid er to nabopunkter, og v; # v;41.

En virrevandring X! pa F! av femkantfraktalen kan for eksempel se ut som
i figur 3.1.4. Der gar vandringen fra v; og ender opp i vs. Merk at noen punkter
pa figuren tilhgrer to minimale femkanter. Disse punktene vil dermed ha fle-
re nabopunkter enn de som kun tilhgrer én femkant. Merk ogsa at vandringen
starter og slutter i to av hjgrnene i den opprinnelige femkanten FY. Dette vil
gjelde alle vandringene vare. En vandring pa F"™ starter altsa i et av punktene
pa FO og gar helt til den treffer et av de andre punktene pa F°.
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Figur 3.1.4: Realisering av en virrevandring X' pa F! av femkantfraktalen

Det vi vil kalle for en Brownsk bevegelse, B, definerer vi som grensen av

disse vandringene nar n blir stor.
B = lim X"
n—oo

der vandringen beveger seg pa F™. Det er apenbart man kan konstruere mange
ulike slike virrevandringer. For & formalisere dette og a kunne skille ulike kon-
struksjoner fra hverandre trenger vi a spesifisere ytterligere. Vi vil videre se pa
sekskantfraktalen siden den far frem mange av de kravene vi vil stille til vand-
ringene vi skal konstruere. Kravene vi stiller her vil ogsa gjelde for de andre,
mindre kompliserte, fraktalene.

Tenk deg at vi star i punkt 0 i figur 3.1.5 Vi ser at punkt 0 hgrer til to mi-

nimale sekskanter. Derfor kaster vi fgrst en rettferdig mynt som bestemmer
hvilken sekskant vi skal bevege oss pa, S eller Ss.
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S, Sa

Figur 3.1.5: Om vi star i punkt 0 kaster vi mynt for a bestemme om vi skal
bevege oss pa S; eller Sy

Tenk deg na at vi har kastet mynt og bestemt oss for at vandringen skal ga pa
S1. Fra punkt 0 kan vi da bevege oss til de fem andre hjgrnene i sekskanten. Vi
gnsker a tilordne en sannsynlighet for a bevege seg til hvert av disse punktene.
Vi beveger oss derfor til punkt ¢ med sannsynlighet p; for ¢ € {1,2,3,4,5} som
illustrert i figur 3.1.6.

2 1
Py pl
Py
3¢ ¢ 0
/
y S 5

Figur 3.1.6: Sannsynligheter for a ga til hvert punkt pa S;

Disse sannsynlighetene vil vi at skal veere like ut ifra symmetriene, altsa er
p1 = p5 0g P2 = p4. Videre er sannsynlighetene p; lik for alle de minimale seks-
kantene, altsa at p; er a ga langs en sidekant, po er a ga skratt over og ps svarer
til & ga rett over sekskanten. Vi krever ogsa at disse sannsynlighetene minker
med avstanden til punktet vi star i, dvs p3 < po < py. Til slutt krever vi natur-
ligvis ogsa at de summerer til 1. Dermed blir det & spesifisere en virrevandring
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pa F™ det samme som & velge oss et sett med sannsynligheter (p1,p2,ps3) fra
mengden

P ={(p1,p2,p3) | p1 > p2 > p3 og 2p1+2ps+p3=1}

Vi kan na egentlig bare velge oss et element fra P og sa har vi tilhgrende
virrevandringer X™ pa F™. Problemet er at om vi forsgker & regne pa sann-
synlighetene for ulike realiseringer av slike vandringer oppstar det sveert store
kombinatoriske utfordringer. Et annet problem er at vandringene kan bli sveert
ulike avhengig av hva slags niva n vi velger a jobbe pa. Istedenfor a velge ut et
tilfeldig element fra P skal vi velge ut et helt spesielt element som fikser disse
problemene.

At prosessene er ulike for ulike valg av n hgres i fgrste omgang banalt ut, og
det kan virke som prosessene vil veere ulike uansett hva slags element fra P vi
matte velge. Men vi gnsker her & konstruere en bevegelse som skal veere grensen
av disse vandringene nar n — co. Det betyr at forskjellen pa disse vandringene
skal ga mot null nar n blir stor. Men hva mener vi i det hele tatt med forskjellen
mellom disse vandringene, og hvordan kan vi fa de til a bli like? Om vi lar m < n
for to heltall sa har vi to ulike vandringer X™ og X™ som beveger seg pa hen-
holdsvis F™ og F'™. Disse vandringene beveger seg altsa pa to ulike iterasjoner.
For enkelthets skyld kan vi se for oss vandringene X° pa F° og X! pa F!, slik
som i figur 3.1.7

Figur 3.1.7: Realisering av virrevandringer pa F° og F'!

Disse realiseringene av vandringer er apenbart ulike da de beveger seg pa to
ulike iterasjoner. Men merk at vi har navngitt ytterpunktene i F' pa samme
mate som punktene i F°. Dette er noe av kjernene i hvordan vi skal konstruere
disse vandringene. Nar vi igjen ser pa figur 3.1.7 ser vi at det ogsa er noe felles
ved dem, begge starter i 0 og ender opp i 2. Dette er hva vi mener med at to
vandringer er like. Vi ser pa hvordan X! treffer punkter pa FO, og vil at X!
skal treffe punktene pé samme méate som X°. Generelt ser vi altsa pa hvordan
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X" treffer punkter pa F™ nar m < n. Utfordringen blir da hvordan vi skal fa
X™ til & treffe punkter pa F" pa samme mate som X .

XY beveger seg fra 0 til 2 med sannsynligheten p,, men hvor stor sannsyn-
ligheten er for at X! ender sin vandring i 2 er ikke like apnebart. Ved hvert
knutepunkt har vandringen mange mulige valg der vi bruker myntkast og de
tilhgrende sannsynlighetene pq, p2, p3 for & bestemme hvor vandringen gar vide-
re. Enn sa lenge kaster vi alt dette kombinatoriske arbeidet under teppet, og sier
at X! ender sin vandring i punkt 2 med sannsynligheten p». Tilsvarende ender
X! vandringen i de andre ytterpunktene med sannsynligheten p;. Av symme-
trien ser vi at p; = ps 0og pa = Py siden p; = ps og pa = pyg. For et gitt valg av
sannsynligheter (p1,p2,p3) € P far vi altsa sannsynligheten for at en vandring
X™ ender sin vandring i punkt ¢ gitt ved (p1, pa2, p3) € P. Vi har med andre ord
en funksjon m : P — P der m(p1,p2,p3) = (P1, P2, D3)-

Malet vart var som sagt at X' skal ende sin vandring i punkt 4 med samme
sannsynlighet som X°. Det vi gnsker oss blir dermed p; = p;. Om vi far til
det for i = 1,2,3 vil vandringen X! treffe punkter i F° ps samme méate som
XY, Med tanke pa funksjonen var tilsvarer dette at vi ma ha et fikspunkt,
m(p1,p2,p3) = (p1,p2,p3). Tom Lindstrgm viste at en slik funksjon er konti-
nuerlig og sender P til P, og at et slikt fikspunkt dermed ma eksistere[LLIN90].
At et fikspunkt for slike funksjoner er unikt og entydig ble senere bevist pa-
rallelt og uavhengig av Christophe Sabbot [SAB97], Volker Metz [MET96] og
Roberto Peirone [PEI00]. Dette motiverer vart arbeid med & lete etter fikspunkt
ettersom vi vet at de finnes. Entydigheten gjer ogsa at vi kan ha et mal om a
konstruere den ene naturlige Brownske bevegelsen som oppfyller kravene vare
pa ulike fraktaler, og at det ikke finnes flere.

Hovedoppgaven i konstruksjonen av Brownske bevegelser pa fraktaler ser der-
med ut til & veere a bestemme det vi kan kalle overgangssannsynlighetene p1, pa, ...
Hvor mange p;-er vi har avhenger av hva slags fraktal vi arbeider med. Tenk
deg at vi na har funnet disse slik at vi har et fikspunkt og p; = p; for alle 7.
Vandringene X" og X" vil da treffe punkter i ™™ pa samme mate. Men det
er fortsatt en justering til vi ma gjgre. Tilbake til figur 3.1.7 ender begge vand-
ringene opp i punkt 2, men de er fortsatt ulike. Den ene bruker nemlig mange
flere steg pa a na malet. Om hvert steg tar like lang tid vil den ene vandringen
bruke mye lenger tid pa a na ytterpunktene. Nar vi lar n — oo vil tiden ¢ vi ma
vente fgr vandringen X™ nar malet ogsa ga mot uendelig. Vi ma derfor finne
ut hvor mange steg X' i snitt bruker pa & na et av ytterpunktene i F°. Sagt
pa en mate kan vi si at X" bruker en tid t,, pa & bevege seg over en av de
minimale sekskantene i F og X™ bruker en tid ¢, pa a bevege seg over en av
de minimale sekskantene i F™. Om vi kan finne forholdet mellom ¢,, og t, kan
vi reskalere tiden slik at prosessene tar like lang tid.

Fordelen er at vi bare trenger a justere dette for den fgrst iterasjonen og sa
kan vi bruke dette videre ned pa de andre iterasjonene. Om X' i snitt bruker
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) antall steg og ett steg tar tiden 1 vil vandringen X' i snitt bruke A ganger
sé lang tid som X°. Vi kan derfor skalere tiden hvert steg i X' tar med A~'.
Videre kan vi da skalere hvor lang tid et steg i prosessen X™ bruker med A™".
Nar vi gjor dette, vil alle prosessene X" i snitt bruke like lang tid fra 0 til et av
de andre punktene pa F°. Uansett hva n er.

For & konstruere Brownske bevegelser pa fraktaler er det altsa hovedsakelig
to ting vi ma bestemme, overgangssannsynlighetene og tidsskaleringsfaktoren
A. Vi vil i resten av denne oppgaven forsgke & beregne disse for noen konkrete
fraktaler.
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3.2 Sierpinski-trekanten

Overgangssannsynlighetene:

Det forste vi gnsker a bestemme er overgangssannsynlighetene, her p; og ps.
Malet er a finne et fikspunkt (p1,p2) = (p1,p2). Dvs at sannsynligheten for at
virrevandringen stopper i henholdsvis punkt 1 og punkt 2 er den samme enten
vi beveger oss pa trekanten i figur 3.2.1 eller 3.2.2. I den forste er dette veldig
tydelig. Vi starter i 0 og beveger oss til punkt 1 med sannsynlighet p; og til
punkt 2 med sannsynlighet po, slik figur 3.2.1 illustrerer.

1 2

Figur 3.2.1: Sannsynlighetene for a ga til punkt 1 og 2

Figur 3.2.2

For vandringen i figur 3.2.2 starter vi ogsa i 0, men sa blir det litt mer kom-
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plisert. Fra 0 kan vi bevege oss til punkt a med sannsynlighet p; eller punkt b
med sannsynlighet po. Nar vi star i punkt a er situasjonen enda mer komplisert,
siden dette punktet er et hjgrne i to forskjellige trekanter. Vi ma derfor forst
kaste mynt for hvilken trekant vi skal bevege oss pa og sa benytte sannsynlig-
hetene p; og po for om vi skal ga til hgyre eller venstre. De fire mulighetene,
og tilhgrende sannsynligheter for hver mulighet, fra punkt a er illustrert i figur
3.2.2. Slik fortsetter vandringen til den treffer enten punkt 1 eller 2. Vandringen
starter altsa i punkt 0 og gar rundt til den treffer {1, 2}.

La p; veere sannsynligheten for at denne vandringen stopper i punkt 1 og ps
sannsynligheten for at den stopper i punkt 2. For at vi skal ha et fikspunkt méa
p1 = p1 og Po = po. Dette vil veere en stor utfordring for de neste fraktalene
vi skal se pa. Men for Sierpinski-trekanten ser vi av symmetrien at vi kan sette
pL=p2 = % og fa et fikspunkt. Og siden vi vet at det kun finnes ett fikspunkt
er arbeidet med a bestemme overgangssannsynlighetene ferdig.

P1=p2=%

Tidsskaleringsfaktoren \ :

Det som gjenstar, er a bestemme er tidsskaleringsfaktoren A. Det vi lurer pa
er hvor mye lenger tid virrevandringen bruker pa & na punkt 1 eller 2 nar vi
beveger oss pa figur 3.2.2 i forhold til figur 3.2.1. Pa den opprinnelige trekanten
gar vi rett fra 0 til enten 1 eller 2. Denne vandringen bruker dermed bare ett
steg. Om vi sier at ett steg tar tiden ¢, bruker denne vandringen tiden ¢ pa &a
komme i mal. Vandringen pa den andre figuren bruker apenbart lenger tid siden
den ikke kan komme i mal pa kun ett steg. Vi ma derfor finne ut hvor mange
steg vandringen i gjennomsnitt bruker pa a komme i mal.

La S; veere gjennomsnittlig tid vandringen bruker fra punkt 4 til enten punkt
1 eller 2, dvs mengden {1,2}. Malet er & finne ut er hvor lang tid vandringen i
gjennomsnitt tar fra punkt 0 til {1,2}, i figur 3.2.2, altsa Sy. Men for & ga fra 0
til {1,2} ma vi innom noen andre punkt pa veien. Og for a finne ut hva Sy er
ma vi derfor ta en omvei om disse andre S;-ene og sette opp et likningssystem.
For a tydeliggjgre hva som menes kan vi se pa 5,, altsa gjennomsnittlig antall
steg fra punkt a til {1,2}. Fra a gar vi til enten 0,b, ¢ eller 1. Uansett hvor vi
gar har vi gatt ett steg og derfor brukt tiden t, sa S, =t + noe mer.

Med sannsynlighet % havner vi i punkt 1, og om vi havner i 1 er vandringen
ferdig. Sa dette gir ikke noe bidrag til S,. Med sannsynlighet i gar vi tilbake
til punkt 0, og derfra vil vandringen bruke tiden Sy pa a komme i mal. Dette
gir oss et bidrag pa %. Tilsvarende er det sannsynlighet i for a ga til de to
andre punktene, b og ¢, ogsa. Totalt blir dermed den gjennomsnittlige tiden
vandringen bruker fra a til {1,2} gitt ved

Pa samme mate setter vi opp likninger for de andre punktene. Det gir oss
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fglgende likningssystem:

Sa=t+5+g+§
szt+§f+é“+4c
Se=t+—L+7

Dette er et likningssett med fire linesert uavhengige linkinger med fire ukjente.
Vi kan derfor sette opp en matrise og radredusere for a finne svaret. Dette er
metoden vi vil bruke pa de andre fraktalene, men akkurat her finnes det en enda
raskere vei til mal. Vi utnytter symmetrien i at gjennomsnittlig antall steg til
{1,2} ma veere den samme fra bade a og b, altsa er S, = Sp. Gjor vi dette far
vi:

So=t+5S,
Videre far vi da

1
SC:t—|-§Sa og S.=25,—5

Setter vi disse lik hverandre far vi:
1
t+ §Sa =258,-5

= S, =4t

Dette gir oss videre
Sp=4t, S.=3t, Sop=>5¢t

Av disse er det kun den siste vi er interessert i, Sy = 5t. Virrevandringen bruker
altsa fem ganger sa lang tid pa a ga fra 0 til {1, 2} nar vi beveger oss pa forste ite-
rasjon kontra den opprinnelige trekanten. Dette betyr at tidsskaleringsfaktoren
ma veere

A=5
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3.3 Vicsek-fraktalen

Overgangssannsynlighetene:

Vicsek-fraktalen starter med et kvadrat. Dette erstattes av fem kvadrater med %
sa lange sidekanter som plasseres slik figur 3.3.1 viser. I hvert steg av prosessen
erstattes hvert kvadrat med fem nye kvadrater skalert med % I figur 3.3.2 er de
fgrste iterasjonene av Vicsek-fraktalen illustrert.

Figur 3.3.1: Konstruksjon av Vicsek-fraktalen

' 1 Y3 iYq
L L
] [ ]
O ]
o4 Ooda

FO F 1 Fl
Figur 3.3.2: De fgrste iterasjonene av Vicsek-fraktalen

I det opprinnelige kvadratet starter vi i et av hjgrnene og kan bevege oss til
de tre andre. Vi tenker oss at vi starter i nedre venstre hjgrne, og kaller dette
punktet for 0. Derfra kan vi ga langs hver av sidekantene for & komme til to av
de andre hjgrnene. Siden disse er helt symmetriske, gir vi dem samme navn: 1.
Vi kan ogsa bevege oss langs diagonalen og komme til punkt 2. Vi lar p; veere
sannsynligheten for & ga langs hver av sidekantene og havne i punkt 1 og ps
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veere sannsynligheten for & ga langs diagonalen og havner i punkt 2.

»o

Qy:'

Figur 3.3.3: Vandringen pa F° gar fra punkt 0 til 1 eller 2

Siden sannsynlighetene ma summere til 100% far vi altsa et krav om at
2p1 + p2 = 1. Dette kan vi utnytte til a ga fra to ukjente til én. Vi setter ps = p
og far

2pi+p=1

p1= %(1 —p)

Videre ser vi sa pa forste iterasjon av Vicsek-fraktalen. Malet er & bestemme p
slik at sannsynligheten for at en virrevandring som starter i 0 fortsatt har like
stor sannsynlighet for & havne i henholdsvis punkt 1 og 2 som fgr. For a forenkle
dgper vi igjen to punkter som er helt symmetriske i denne situasjonen til samme
navn. I figur 3.3.4 er for eksempel alle punkter med navn d identiske med tanke
pa hva vi er interessert i. De er alle helt like i form av hvor sannsynlig det er at
en virrevandring fra dette punktet skal havne i 1 eller 2.
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Figur 3.3.4: Navnsetting av punktene i F'!

Virrevandringen starter i punkt 0 og fortsetter helt til den treffer enten
punkt 1 eller 2. La ¢; veere sannsynligheten for at en vandring fra punkt ¢ ender
opp i punkt 2, uten a ga innom punkt 1. Fra punkt 0 gar vandringen med
sannsynlighet p til punkt 2 og £ (1 — p) til hvert av de to punktene med navn a.
Dermed far vi at uttrykket for go blir:

g0 = (1 —=p)qa + pa»

Tilsvarende kan vi se at fra punkt a kan vi ga til punkt 0 eller punkt b, men ogsa
til det andre punktet med navn a. Igjen gar vandringen langs hver sidekant med
sannsynlighet %(1 —p) og langs diagonalen med sannsynlighet p. For vandringen
fra a far vi derfor:

do = 3(L=p)go + pga + 3(L — p)a

Slik kan vi sette opp likninger for alle ¢;-ene. For a tydeliggjore enda mer gar
vi gjennom hvordan utrykket for g. ser ut. Dette er illustrert i figur 3.3.5 (husk
at po = p og p1 = %(1 — p) ). Punkt e er hjgrne i to forskjellige firkanter, vi
kaster derfor fgrst en rettferdig mynt slik at vi gar til hver firkant med sannsyn-
lighet % Om vi gar til den midtre firkanten gar vi igjen langs diagonalen med
sannsynlighet p og langs hver sidekant med sannsynlighet %(1 — p). Totalt gar
vi dermed til punkt b med £ og punkt ¢ med %(1 —p). Om vi gar til den andre
firkanten har vi igjen %(1 —p) for a ga langs hver sidekant, sa vi gar til punkt f
med %(1 —p). Og vi gar langs diagonalen med sannsynlighet p, sa fra punkt e
gar vi til punkt 2, og dermed i mal, med sannsynlighet £. Totalt far vi dermed:

ge = 3 (1= p)ge +pa) + 3 (1 — p)gy +p)
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Figur 3.3.5: Fra punkt e kan vandringen ga seks veier

Om vi star i punkt d eller ¢ ser vi at virrevandringen kan ga til punkt 1. Men
vi har satt at ¢; er sannsynligheten for at vandringen ender i punkt 2 uten a ga
innom punkt 1. Sa for disse punktene vil dette ikke gi noe bidrag, eller om du
vil sa kan vi si at ¢; = 0, slik at p- g1 = 0. Totalt sett far vi fglgende likninger:

q = (1= p)ga + pa
Ga=351—p)go+pga+351—pa

@ =% (pg0 + (1 = p)ga) + 5 (1 = P)gc + pae)

g =5 ((1—p)ga) + 5 (3(1 —p)as + pge + 3(1 = p)ge)
ga = 5(1 = p)ge + Pga

e = 5 (1= p)ge + pas) + 5 (1 — p)gs + p)

qr = 3(1 = p)ge + pas + 5(1—p)

Med et lite stykke arbeid kan vi systematisere disse likningene litt og lgse lik-
ningssystemet med matrisereduksjon. Vi multipliserer sa vi blir kvitt brgkene,
lgser hver likning for konstantleddet, og sorterer de andre leddene alfabetisk.
Gjor vi alt dette far vi fglgende likningssystem:
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0=—qo+ (1 —p)ga + P

0=q0—2¢.+ ¢

0=pg0+ (1 —=p)ga — 2q5 + (1 — P)qc + Pge
0=(1-p)g+ (20 —4)ge +2(1 = p)ga + (1 — p)ge

0=q.+ —2qq
—p=pg + (1 —p)ge + —2¢c + (1 — p)gy
1= de — 2qf

Dette likningssystemet kan representeres med fglgende matrise, der konstant-
leddene lagt i siste kolonne:

Figur 3.3.6: Matriserepresentasjon av likningssytemet

-1 1-p P 0 0 0 0 0
1 —2 1 0 0 0 0 0
p 1l—p =2 1—-p 0 P 0 0
0 0 1—-p 2p—4 2—-2p 1-—p 0 0
0 0 0 1 -2 0 0 0
0 0 D 1-p 0 -2 1—-p —p
0 0 0 0 0 1 -2 -1

For & finne lgsningen pa likningssystemet radreduserer vi matrisen. Dette gir
oss folgende:

Figur 3.3.7: Radredusert matrise

1

1000000 -z
0100000—%
0010000—ﬁ
0001000?5;_14
0000 100 gy
0000010;})—_24
000000 1 325

Fra den radreduserte matrisen ser vi en del interessante resultater. For det
forste ser vi at gy = ¢, = qp. Altsa er sannsynligheten for a havne i punkt 2 den
samme enten vi star i punkt 0, a eller b. Dette er riktignok ikke sa overraskende
siden den eneste maten a komme seg til punkt 2 fra 0 eller a er a ga innom
b. Sa disse sannsynlighetene burde vare like uansett hva vi setter p til a veere.
Selve poenget med all denne jobben var a bestemme ¢, og fra den radreduserte
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matrisen ser vi at: 1 1

T3p—4 4-3p
Dette forteller oss sannsynligheten for at vandringen fra 0 ender opp i 2, uten a

ga innom punkt 1. Malet vart er at denne sannsynligheten skal veere den samme
som fgr, derfor krever vi at gg = p.

qo =

qgo =P

1 —

4—3p_p
1=p(4-3p)

3p*—4p+1=0

1
=p=1 eller p:§

Vi har to mulige Igsninger for p. Den fgrste, p = 1, svarer til at virrevandringen
kun beveger seg langs diagonalen. Da er det klart at sannsynligheten for & ende
opp i punkt 2 er 100% samme hvor mange mindre kvadrater vi skal bevege oss
pa. Dette er ikke av interesse siden denne vandringen ikke vil kunne bevege
seg pa hele fraktalen. Det bryter ogsa med kravet om at p; > ps. Den andre
lgsningen, p = %, tilsvarer at vandringen beveger seg langs diagonalen % av
gangene, dett gir videre:

m=31-p) =3

slik at hver av de to sidekantene ogsa har sannsynlighet %

Vi har na funnet fikspunktet for overgangssannsynlighetene, nemlig p; = ps = %
For & dobbeltsjekke at dette er et fikspunkt kan vi vise at dette valget oppfyller
kravene vare. Vi gnsker at sannsynligheten for & havne i punkt 2 er den samme
for begge vandringene: For den fgrste er den p, = % og for den andre har vi

P2 = qo = ﬁ = —L1 = 1. Pa samme mate er sannsynligheten for at vi

4-33

3
havner i punkt 1 i det forste tilfellet gitt ved 2p; = % og i det andre tilfellet har
vi2pp=1—qg=1— % = % Kravet 2p; +p2 = 1 er ogsa oppfylt. Vi har dermed
funnet fikspunktet vart for overgangssannsynlighetene

(p1,p2) = (%:%)

Tidsskaleringsfaktoren ) :

Det som gjenstar, er & finne tidsskaleringsfaktoren A. For virrevandringen pa det
opprinnelige kvadratet gar vandringen rett fra punkt 0 til {1, 2}. Den bruker kun
ett steg, som vi kan si at tar tiden ¢. For virrevandringen pa forste iterasjon av
Vicsek-fraktalen er det apenbart at vandringen bruker flere steg pa a na {1, 2}.
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Om hvert steg fortsatt tar tiden ¢ vil denne prosessen ta mye lenger tid. Vi ma
derfor finne tidsskaleringsfaktoren slik at disse vandringene i gjennomsnitt tar
like lang tid. For a fa til dette benytter vi samme teknikk som pa Sierpinski-
trekanten.

La S; veere gjennomsnittlig tid en vandring fra punkt ¢ bruker pa a treffe {1, 2}.

Vi lar fortsatt ett steg ta tiden t. Fra 0 gar vi ett steg og havner % av gangene i

punkt a, og % av gangen i punkt b. Nar vi havner i punkt a vil vandringen bruke
tiden S, derfra og i mal, og tilsvarende S, fra punkt b og i mal. Uttrykket for
So blir derfor:

So=t+ 25,4 35
Siden p; = ps = % har alle veiene fra punkt 0,a,d og f samme sannsynlig-

het, nemlig % Derimot har alle veiene fra b, ¢ og e sannsynlighet % siden disse

punktene tilhgrer to minimale kvadrater. Her er figur 3.3.5 til god hjelp for &
forsta utrykkene som settes opp. Fra punkt ¢, d, e og f kan vandringen komme
i mal. For eksempel gar vandringen fra punkt f til punkt 2 med sannsynlighet
%. Dette vil ikke gi noe bidrag til uttrykket Sy siden det betyr at vandringen
har kommet i mal og ikke skal videre. Ellers kan vandringen ga til f eller e fra
f. Utrykket for Sy blir derfor:

Sp=t+1S.+ 15y
Setter vi opp alle uttrykkene for i € {0, a,b,c,d, e, f} far vi:

So=1t+355.+ 35
Sa=t+ 35 + 35+ 35
Sy=t+£S0 + 35+ 35+ §Se
Se=t+ ¢S + $S:+ 5Sa+ 35,
Si=t+ 35+ 354
Se=t+§Sy+ 35:+ 35¢
Sp=t+1S.+15;

Her har vi syv likninger med syv ukjente, som vi igjen kan lgse med en matrise
og radreduksjon. Vi gjgr grovarbeidet med a manipulere likningene og far:

—3t = =350 + 25, + Sp

—3t =59 — 25, + Sp

—6t = S + 25, — 65y + 25, + S.

—6t = Sp — 5S. + 254 + Se

—3t=S5.—-25,
—6t = S, +25. — 65, +25f
—3t =S5, —25¢
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Dette gir oss folgende matrise:

Figur 3.3.8: Matriserepresentasjon av likningssystemet

-3 2 1 o o0 0 o0 =3t
1 -2 1 o o0 0 o0 =3t
1 2 -6 2 0 1 0 -6t
0 0 1 =5 2 1 0 —6t
0o 0 O 1 -2 0 0 =3t
0 0 1 2 0 -6 2 -6t
o o0 0 0 O 1 -2 =3t

Vi radreduserer matrisen og far:

Figur 3.3.9: Radredusert matrise

100 0 0 0 O 15¢
01 00 0 0 0 15¢
001 0 00 0 12¢
00 01 O0O0O0 7t
00 001 0 0 5t
00 0O0O0OT1O0 7t
000 O0O0O0 1 b5t

Fra den redreduserte matrisen far vi at Sy = 15¢. Det vil si at virrevandringen
pa de fem sma kvadratene bruker 15 ganger sa lang tid pa a na ytterpunktene
{1,2} som vandringen pa det opprinnelige kvadratet. Altsa ma vi sette tids-
skaleringsfaktoren til A\ = 15 for at de to vandringene skal ta like lang tid. Av
resultatene ser vi ogsa et par andre interessante ting: Sy = S, = 15¢, vandringen
tar med andre ord like lang tid fra punkt 0 og a. Om vi gar fra 0 til a har vi
sann sett ikke kommet noe naermere mal. Dette kan modelleres ved at a ga fra
0 til a egentlig er det samme som a bli staende i 0, alternativt kan vi navngi
de to punktene likt. Tilsvarende ser vi bade at S. = S. = Tt og Sq = Sy = 5t.
Dette skyldes symmetrien fra p; = ps = %, sa det er egentlig ikke noen forskjell
pa de tre sma kvadratene som er knyttet til midtkvadratet gjennom henholdsvis
¢ og e. Men hovedresultatet fra denne delen er altsa tidsskaleringsfaktoren for
Vicsek-fraktalen:

A=15
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3.4 Pentagon

Overgangssannsynlighetene:

Femkantfraktalen (ogséa kjent som Sierpiriski pentagon) konstrueres som illust-
rert i figur 3.4.1. Man starter med én femkant, denne erstattes sa med fem
mindre femkanter, den gra femkanten i midten er altsa ikke med. Denne proses-
sen gjentas pa nytt og pa nytt pa hver femkant som oppstar, og det er grensen
av denne prosessen nar vi fortsetter den i uendeligheten som er selve fraktalen.

Figur 3.4.1: Konstruksjon av femkantfraktalen

Igjen gjelder det & veere smarte med navnsettingen nar vi skal se pa virre-
vandringene. Det forste vi vil se pa er hvordan vi beveger oss pa den opprinnelige
femkanten. For & utnytte symmetrien mest mulig sier vi at vi starter pa toppen,
som vi kaller punkt 0. Derfra kan vi bevege oss langs kantene til de to punktene
kalt 1 med sannsynlighet p; eller pa tvers av femkanten til de to punktene kalt
2 med sannsynlighet ps, som illustrert i figur 3.4.2.
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Figur 3.4.2: Sannsynligheter for a ga til punkt 1 og 2

Dermed blir sannsynligheten for & havne i 1 gitt ved 2p; og sannsynligheten
for & havne i 2 er 2po. Vi krever derfor at 2p; + 2ps = 1. For 4 komme ned til
én variabel dgper vi om py = p, som videre gir oss p; = % —p.

Nar vi na beveger oss over pa fgrste iterasjon, dvs de fem femkantene i figur
3.4.1, vil vi igjen gi tilsvarende punkter samme navn. Dette gir oss navnsettingen
illustrert i figur 3.4.3.

Figur 3.4.3: Navnsetting og sannsynligheter fra punkt b

56



La g; veere sannsynligheten for at en virrevandring fra punkt ¢ ender i 2, uten
a ga innom 1. Det vi gnsker a finne her er dermed ¢y som er sannsynligheten for
at vandringen ender i 2 nar vi gar fra 0. Den vil vi at skal veere det samme som
for vandringen pa den opprinnelige femkanten, altsa gg = 2ps. Fgr vi kommer
dit ma vi igjen sette opp likningene for hver av g;-ene slik at vi kan lete etter
dette fikspunktet.

Fra punkt 0 gar vi til @ med sannsynlighet 2p; og til b med sannsynlighet 2p,
(husk at ps = p og p1 = % —p). Derfor far vi at

90 = 2(3 — P)qa + 2P

Noen av punktene tilhgrer to femkanter. I disse tilfellene kastes en rettferdig
mynt slik at vi gar til hver femkant med sannsynlighet % Sannsynlighetene for
de ulike veiene fra punkt b er illustrert i figur 3.4.3. Fra figuren ser vi at ¢, er
gitt ved:

®=590+50+50a+50+ 5+ 5+ 5q

Fra b kan vandringen ga til punkt 1 med sannsynlighet Z2. Men dette gir ikke
noe bidrag til g, siden vandringen skal ende i 2 uten & ga innom 1 fgrst. Nar vi
igjen benytter at po = p og p1 = % — p far vi:

@ =3P+ (3 —P)ta+pda+ (3 —P)a) + 3 (5 —P)ee +pda+ (3 — D))

Vi setter opp alle uttrykkene for ¢;-ene pa denne maten. Her er figur 3.4.3 til
god hjelp.

3 — D)o + 2pqs
—P)qo + Pda + 1% + (5 — D)@

@ =3 (g0 + (5 = P)a + 140 + (5 —P)0) + 5 (3 = P)ge +Paa + (5 — P)ge)
G = (3 — P)ab + Pga + Pge

qa = pas + pde + (3 — P)e

ge =35 ((3 =)@+ e+ (3 —p)aa) + 3 (3 —p)ay + (3 — p)gg + pan +p)
ar = (3 —P)ge +pag+ (3 —p)an +p
49 = (3 — P)ge + pay +pan + (3 — p)
an = pge + (5 — P45 + gy + (5 —P)

)

0 =2
(

Herfra kan vi igjen sortere og manipulere likningene. Hovedsakelig bestar dette
i a lgse dem for konstantleddet og sortere de andre leddene alfabetisk. Gjor vi
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dette far vi:

0= —qo+ (1 —2p)qa + 2pqs
0=(1-2p)go+ (2p—2)qa + @

0 =2pqo + qa + (=3 = 2p)qp, + (1 — 2p)qc + 2pqq + (1 — 2p)qe

0=(1-2p)gp — 2¢c + 2pqq + 2pqe
0 = 2pgy + 2pgc — 2qa + (1 — 2p)qe

—2p = (1 —2p)qy + 2pgc + (1 — 2p)qq — 4qe + (1 — 2p)qs + (1 — 2p)qy + 2pan

—2p = (1 —2p)ge — 2q5 + 2pqy + (1 — 2p)qn
2p — 1= (1-2p)ge + 2pqs — 2q4 + 2pqp
2p — 1 = 2pqe + (1 — 2p)qy + 2pqy — 2qu

Vi har na et likningssystem med ni linezert uavhengige likninger og ni ukjente,

sa vi setter nok en gang opp en matrise og radreduserer.

Figur 3.4.4: Matriserepresentasjon av likningssytemet

-1 1-2p 2p 0 0
1-2p 2p—2 1 0 0

2p 1 -3-2p 1—-2p 2p

0 0 1-2p -2 2p

0 0 2p 2p -2

0 0 1-2p 2p 1-2p

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0
0
1—-2p
2p
1—-2p
—4
1—-2p
1-2p
2p

Vi radreduserer matrisen, dette gir oss folgende:
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Figur 3.4.5: Radredusert matrise

10000000025’2';—_23)

0010000000 53

0001000000 2%

000100000 —s2tt

2(2p—3)
000010000 1
000001000 1
000000100 ki
00000O0GOT1O0 3

5(p—1)
0000000012(2’;_3)

Fra den radreduserte matrisen far vi altsa hovedresultatet:
_ 3p-—2
©=50p—3)

For vi gar videre er det interessant a legge merke til at noen av ¢;-ene ikke
avhenger av p. Vi far nemlig ¢4 = %, Qe = % 0g qg = %. Igjen ser vi ogsa at
qo = qa = qp, sannsynligheten for a komme til punkt 2 er altsa den samme om
vi star 1 punkt 0, a eller b. Fra figur 3.4.3 ser vi at dette gir mening siden vi ma
innom punkt b pa veien, sa om vi star i 0 eller a sa vil vi fgr eller siden komme
til punkt b. Det vi videre gnsker er a velge p slik at vi far et fikspunkt.

For at vi skal ha et fikspunkt ma sannsynligheten for a havne i henholdsvis
1 og 2 veere den samme na som pa den opprinnelige femkanten. I den opprinne-
lige var sannsynligheten 2p for a havne i punkt 2, mens den na er gq. Vi setter
de lik hverandre og lgser for p:

qo = 2p
3p—2
329 = 2P

3p—2=4p(2p - 3)
0=_8p?—15p+2
15 /161

:—ii
“P= 16T 16

Dette gir p &~ 0.1446 og p ~ 1.7305. Den siste lgsningen kan forkastes da dette
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er en sannsynlighet stgrre enn 1. Vi far altsa:

15 V161
_ 0 VIO 0144
P=16 15 01440

som lgsning. Videre finner vi p; ved a bruke p; = % —p. Dette gir oss overgangs-
sannsynligheten p; og ps for femkant fraktalen:

V161 =7

T 0.3555
15 —+/161
= BV

Det som mangler er & finne tidsskaleringsfaktoren for femkantfraktalen.

Tidsskaleringsfaktoren \ :

P& samme mate som i de tidligere eksemplene lar vi S; veere gjennomsnittlig tid
en virrevandring bruker fra punkt ¢ og i mal. Her er ¢ € {0,a,b,c,d,e, f,g,h}
og malet for vandringen er hjgrnene i den opprinnelige femkanten, dvs mengden
{1,2}. I likningene benytter vi na p; og ps for a gjere det mer oversiktlig, men
disse har altsa verdiene vi nettopp fant.

So = £+ 2154 + 2p2Ss
Sa =t +p1So + p2Sa + p2Sp + p1.Sp

Sy =t+ 1 (p1Sa +p2S0 + p2Sa + p1.S) + & (p1.Sc + P2Sa + p1Se)
Se =1+ p1Sp + p2Sq + p2Se

Sqg =1+ p25p + p2Sc + p1Se

Se =t+ % (p1Sb + p2Sc + p1Sa) + 5 (p1Sf + P1.Sg + P25k)
Sp=1t+pi1Se +p2Sy + p1Sh

Sg =1t+p1Se +p2Sf + p25n

Sp =t + p2Se + p1Sy + P25,
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Nok en gang sorterer vi likningene litt, der vi utnytter at p; + ps = %
—t = =50 +2p1Sa + 2p2Sy
—t=p1So0 + (p2 — 1)Sa + 35
—2t = paSo + 55 + (P — 2)Sb + p1Se + p2Sa + p1Se
—t =p1Sp — Se + p2Sa + p2Se
—t = paSp + p2Sc — Sa + p1Se
=2t = p1Sp + p2Se + p1Sq — 2S5 + p1.Sy + p1Sy + p2Sh
—t = p1Se — Sy +p2Sg + 1Sk
—t = p1Se +p2Sy — Sg + p2Sh
—t = paSe + 1Sy +2Sg — Sh

For a forenkle kan vi sette vi ¢ = 1. Vi setter ogsa inn at po = p og at p; =
% —p2= (% —p).
—1=—S)+2(3 —p)Sa + 2pSs
~1=(3-p)S+(p—1)S + 35
—2=pSo+ 35+ (3 =p) —=2)Ss + (3 = p)Sc + pSa + (3 — p)Se
~1=(3 —p)Sy — Sc + pSa + pSe
—1=pSy +pSc — Sa+ (5 —p)Se
—2=(3 —P)Sp +pSc + (5 — )54 — 25+ (5 —p)S; + (3 — P)Sy + PSh
—1=(3—p)S—S;+pSy+ (5 —D)Sh
—1= (3 —p)Sec +pSs — Sy + pSi
—1=pSc+ (3 —p)Ssr +pSy — Sh

Vi manipulerer likningene litt sa vi unngar brgker. Det gir fglgende likningssys-
tem:

—1=-Sp+ (1 —-2p)S, + 2pSy

—2=(1-2p)So + (20 — 2)Sa + S

—4 =2pSy+ Sa + ((=3 —2p)Sp + (1 — 2p)Sc + 2pSq + (1 — 2p) S,
—2=(1-2p)S, — 25, + 2pSy + 2pS.

—2 =2pSy + 2pS. — 254+ (1 — 2p) S,

4= (1-2p)S) + 208, + (1 — 2)S4 — 45, + (1 — 2p)Sy + (1 - 20)S, + 25,
—2=(1-2p)Sc — 257+ 2pS, + (1 —2p) Sy,

—2=(1-2p)Se + 2pSy — 2S5, + 2pSi,

—2=2pS. + (1 —2p)Sy + 2pS, — 25
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Fra dette kan vi sette opp folgende matrise:

Figur 3.4.6: Matriserepresentasjon av likningssytemet

-1 1-2p 2p 0 0
1-2p 2p—2 1 0 0

2p 1 -3-2p 1—2p 2p

0 0 1-2p -2 2p

0 0 2p 2p -2

0 0 1-2p 2p 1-2p

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0
0
1—-2p
2p
1—-2p
—4
1—-2p
1—-2p
2p

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0
1-2p 1—2p

-2 2p

2p —2
1-2p 2p

o O o oo

2p
1—-2p

2p

-2

-1
-2
—4
-2
-2
—4
-2
-2
-2

Igjen gnsker vi a fa matrisen pa radredusert trappeform slik at vi enkelt kan
hente ut verdien for Sy. Men med sa mange likninger er vi over grensen av hva
diverse online matrisekalkulatorer kan takle, og de fleste kalkulatorene gir be-
skjed om at kalkulasjonen tar for lang tid. Det naermeste noen av kalkulatorene
kommer er & fa matrisen pa trappeform (og ikke redusert trappeform).

Figur 3.4.7: Matrise pa trappeform. Det er kun én matrise, men den er sapass
stor at den ma deles i to for a fa plass pa siden
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Selv om matrisen ikke er pa redusert trappeform, kan vi fortsatt hente ut
relevant informasjon. Fra nederste rad ser vi at vi kan finne sammenhengen

mellom S} og p. Nederste rad forteller oss nemlig at:

5(2p—3)(4p> —2p—1
M=yl =2-1 g, — 70 — 55p

Dette kan vi lgse for S}, slik at vi far et uttrykk for S, som kun avhenger av p:

(70 — 55p) (p+1)
502p—3)(4p*—2p—1)

Sp =

Deretter kan vi fra nest nederste rad finne Sy uttrykt ved S, og p. Videre finner
vi Sy uttrykt ved Sy, S, og p. Slik fortsetter vi for alle S;-ene. Dette gir oss

folgende uttrykk:

(70 — 55p) (p+ 1)
5(2p—3)(4p*-2p—1)
~ (2p—3)(19p—16) (2p—-3)(11p+1)
T - 1) (2 —2p—1)  2(p+1)(9p—11)""
(76p* — 178p + 96) (p—1) (28p* + 6p + 3)

Sy =

S’_

(—56p* + 56p> + 20p — 17)

P 4(4pP —20p2 +8p+7) 2(4pP — 2002 +8p+7) 7
2 (31 —29p) 22p-1)(2p-3) o  2(2p—1)(2p—3)

4 (4p3 —20p% +8p+17)

h

—4p (2p — 3)

T (20p2 +2p+17) (202 +2p+17) 7 T (—20p2 + 2p+17)"7

p+1) S
(4p2—2p—1) 2
_ ap-1) 2pBE-2) o (W41
T 2174 (2-12-4" (p-17°_4

1—-2 1-2
Ps +pS,+ Ps.

Sq=—

€

7
Sb:§+

So =1+ (1—2p)Sa+2pSs

(—20p2 + 2p 4+ 17)

Vi er ute etter verdien til Sy. Av det siste uttrykket ser det ut som vi bare har
gatt i sirkel siden vi har fatt tilbake det samme utrykket for Sy som vi begynte
med. Men siden vi na har S kun uttrykt ved p kan vi sette inn verdien for p,
nemlig p = 15_17‘({@ og finne ut hva Sy, er. Denne verdien bruker vi sa for a finne
verdien til Sy. Dette gir oss sa verdien Sy, og sa videre helt til vi finner verdiene
til Sy og S,. Disse bruker vi til a4 finne verdien til Sy. Nar vi gjgr dette, far vi
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fglgende verdier:

Sh =~ 4.34625816

Sg ~ 4.447439794
Sy ~ 5.249015305
Se &~ 5.797636733
Sq =~ 5.046652038
S =~ 5.49803061

Sy = 8.245076526
S, ~ 10.49409183
So ~ 10.84428877

Dette betyr altsa at virrevandringen bruker omtrent 10.844 ganger sa lang tid
pa & nd mengden {1,2} nar vi gar pa ferste iterasjon av femkantfraktalen som
pa den opprinnelige femkanten. Vi har dermed funnet tidsskaleringsfaktoren for
den Brownske bevegelsen pa femkantfraktalen:

A =10.844
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3.5 Usymmetrisk Sierpinski

Overgangssannsynlighetene:

Til na har vi sett pa vandringer som har en stor grad av symmetri. I alle tilfellene
har det kun eksistert ett fikspunkt for sannsynlighetene vare. Vi skal na se pa et
litt annet tilfelle der vi ikke har den samme symmetrien. Dette arbeidet ble forst
gjort av japaneren Takashi Kumagai [KUM93]. Vandringen vi skal utvikle vil
igjen bevege seg pa Sierpinski-trekanten. I den opprinnelige trekanten gar vi til
punkt 1 med sannsynlighet p, som vi kan kalle a ta et steg til hgyre. Tilsvarende
gar vi til punkt 2 med sannsynligheten ¢, som vi kan si at er a ta et steg til
venstre, som illustrert i figur 3.5.1. Her ma bade p og ¢ veere ikke-negative og
de ma summere til 1.

v

Figur 3.5.1

Forelppig er situasjonen identisk som vandringen vi konstruerte pa Sier-
pinski-trekanten tidligere. Forskjellen oppstar nar vi i neste steg ser pa sannsyn-
lighetene pa fgrste iterasjon av fraktalen. Nar vi tidligere har statt i et punkt
som tilhgrer to trekanter har vi kastet en rettferdig mynt slik at vi beveger oss
til hver trekant med sannsynlighet % Na vil vi isteden bruke sannsynlighetene
p og g for a bestemme hvilken trekant vi skal ga til. Om vi star i et punkt som
tilhgrer to trekanter vil vandringen bevege seg til den hgyre trekanten med sann-
synlighet p og til den venstre trekanten med sannsynlighet ¢. Nar vi sa har valgt
trekant beveger man seg igjen til hgyre pa den trekanten med sannsynlighet p og
til venstre med sannsynlighet ¢. Dermed er for eksempel sannsynligheten for &
ga til venstre i den hgre trekanten gitt ved pq. I figur 3.5.2 ser vi fgrste iterasjon
av Sierpinski-trekanten. Om vi star i punkt a har vi valget mellom to trekanter.
For a ga til punkt 1 ma vi forst velge trekanten til hgyre og sa ga til hgyre pa
denne trekanten, altsd pp = p?. Tilsvarende er de resterende mulige veiene fra
a illustrert i figur 3.5.2.
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Figur 3.5.2: Sannsynlighetsfordeling fra punkt a

Det forste som er verdt a sjekke er at disse sannsynlighetene summerer opp
til 1, hvis ikke er det noe galt med oppsettet vart. Vi vet fra fgr at p+q =1 og
benytter dette til & se at

PHpet+ap+ =p"+2p0+ ¢ =(p+qp+q =1

Vi setter tilsvarende opp sannsynlighetene for vandringene fra punkt b og c.
For a tydeliggjgre: Vi ser alltid fra punktet og inn mot trekanten nar vi skal
bestemme hva vi mener med hgyre og venstre. Sa fra punkt b ligger 0 langs den
hgyre veien i trekanten til hgyre. Alle veiene og deres tilhgrende sannsynligheter
er illustrert i figur 3.5.3.
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Figur 3.5.3

Det vi er ute etter er fortsatt a bestemme overgangssannsynlighetene slik
at vi far et fikspunkt. Det vil si at sannsynligheten for at vandringen stopper i
henholdsvis punkt 1 og 2 er den samme enten vi beveger oss pa den opprinne-
lige trekanten eller pa fgrste iterasjon. Siden vi har brukt opp bokstaven ¢ lar
vi na E; veere sannsynligheten for at en vandring som starter i punkt i ender
opp i punkt 1, uten & ga innom punkt 2. Altsa er Fy sannsynligheten for at
vandringen havner i 1 fra 0. Vart mal er a fa Ey = p.

For vi starter a sette opp likningene kan vi merke oss at det allerede finnes
en apenbar lgsning, nemlig a sette p = ¢ = % Da blir valget mellom hgyre og
venstre trekant igjen symmetrisk og tilsvarende myntkastet vi benyttet tidligere.
Valget mellom hgyre og venstre arm i hver enkelt trekant er da ogsa likt som
vandringen vi konstruerte pa Sierpiriski-trekanten tidligere. Siden dette ogsa er
et fikspunkt for vandringen vi konstruerer her, kan det tenkes at det ikke fin-
nes andre fikspunkter. Men siden denne vandringen ikke har samme krav til
symmetri gjennom bruken av myntkast kan det ogsa tenkes at det finnes flere
fikspunkt. Vi etter opp likningene for F;-ene og leter etter flere fikspunkt.

Ey =pE. +qE)

Eq. =p* + ¢°Eo + qpEy + pqE.
Ey = p*Eo + pgEq + qpE.

E. = q* + qpEq + pqEy

Vi utnytter at ¢ = 1 — p og lgser likningene for konstantleddet slik at vi far
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fglgende:
0=—-Ey+pE,+(1—-p)Ep
—p*=(1-p)’Ey— Eq+p(1—p)Ey + p(1 — p)E:
0=p"Eo+p(l—p)Eq — Ey+p(1 - p)E.
—(1=p)*=p(1—p)E,+p(1—p)E, — E.

Dette representerer vi med en matrise som vi sa kan radredusere for & finne
Igsningen var:

Figur 3.5.4: Matriserepresentasjon av likningssystemet

-1 p 1—p 0 0
(1-p?* -1 p(l-p) p(l-p)  —p°

p»  p(l-p -1  p(l-p) 0

0 p(l—p) pl—p -1  —(1-p)p?

Figur 3.5.5: Radredusert matrise
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Fra den radreduserte matrisen far vi ut at Eg = p. Vi kan altsa sette p til a
veere hva vi vil, og sannsynligheten for a havne i punkt 1 fra 0, altsa Ey, vil bli
lik p uansett. Alle valg av p vil dermed gi oss et fikspunkt. Sannsynligheten for
a havne i punkt 2 fra 0 er den komplementaere hendelsen til a havne i 1, dvs.
1—FEy =1—p=gq. Dermed ser vi tydelig at vi ogsa havner i punkt 2 med sam-
me sannsynlighet, nemlig ¢, enten vi beveger oss pa den opprinnelige trekanten
eller pa forste iterasjon. Vi kan altsa velge oss p € (0,1) og fa et fikspunkt for
overgangssannsynlighetene.

Tidsskaleringsfaktoren \:

Selv om denne vandringen apenbart har en annen struktur enn de vi har sett
pa tidligere, og gir oss uendelig antall fikspunkt, kan vi likevel fullfgre ved & se
om vi kan finne tidsskaleringsfaktoren. Siden vi kan sette p til hva vi vil og fa
et fikspunkt er det naturlig a tenke at tidsskaleringsfaktoren vil avhenge av p.
Om vi for eksempel setter p = 0.99 vil vandringen bruke veldig fa steg fra 0 til
{1, 2} siden den vil ga til hgyre nesten hver gang. Vi lar et steg ta tiden ¢t = 1 og
lar S; veere gjennomsnittlig tid vandringen bruker fra punkt ¢ til {1,2}. Dette
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gir oss fglgende likninger:

So=1+pS, +qSp

Sa =14 ¢*So + pqSy + pgSe
Sy =1+ p*So + pgSa + pqSe
Se =14 pqSa + pqgSe

Vi bruker at ¢ = 1—p for a komme oss ned til én variabel og sorterer linkingene:

—1=—=S04+pSa+ (1 —p)Sp

—1=(1-p)*So — Sa +p(1 —p)Sy + p(1 — p)S.
—1=p*So + p(1 —p)Sa — Sy + p(1 — p)S.
—1=p(1-p)Sa+p(1—p)S, — S,

Nok en gang benytter vi oss av radreduksjon av matriserepresentasjonen av
likningssytemet for a finne Sy

Figur 3.5.6: Matriserepresentasjon av likningssystemet

-1 P 1—p 0 -1
(1-p? -1 p(l-p) p(1-p) -1
p»  p(l-p -1 p(l-p) -1
0 p(l1—=p) p(1-p) -1 -1

Figur 3.5.7: Radredusert matrise
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Fra den radreduserte matrisen far vi som ventet at Sy avhenger av p:

—2p? +2p + 2
5o) = 5 opr1

For a sjekke at dette stemmer overens med vandringen vi arbeider med kan vi
se hva Sy blir dersom vi setter p = % slik som i den opprinnelige vandringen pa
Sierpinski-trekanten.

So(3) =5
Vi ser altsa at for p = % far vi samme resultat som tidligere. Vi kan ogsa se hva

vi far om vi setter p = 1:
So(1) =2
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Dette stemmer ogsa siden p = 1 tilsvarer a ga til hgyre hver gang: forst fra 0 til
a og sa fra a til 11 figur 3.5.3. Dermed kun to steg. Tidsskaleringsfaktoren for
denne vandringen blir dermed avhengig av p:

—2p% +2p+2
o2p2—2p+1
Skriver vi om uttrykket litt til A = —1+ ﬁ ser vi at \ er stgrst for p = %,
som tilsvarer den symmetriske vandringen. Dette gir ogsa intuitivt sett mening.
Nar p = % sprer vandringen seg mest mulig. Mens for alle andre valg av p har vi
en tendens til & ga oftere enten til hgyre eller venstre, og vandringen vil derfor

bruke kortere tid pa & na {1,2}.
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4 Avslutning

I denne oppgaven har vi sett pa to temaer fra matematikken: fraktaler og Brown-
ske bevegelser. Vi har vist hvordan fraktaler kan konstrueres, og sett pa hvordan
man kan beregne dimensjonene til slike objekter. Deretter studerte vi hvordan
man konstruerer Brownske bevegelser pa fraktaler. Her var det hovedsakelig
to ting vi méatte beregne for & konstruere den ene naturlige Brownske beve-
gelsen pa en fraktal. Nemlig overgangssannsynligheter og tidsskaleringsfakto-
ren A. Disse har vi beregnet for tre forskjellige fraktaler: Sierpinski-trekanten,
Vicsek-fraktalen og femkantfraktalen. Avslutningsvis sa vi hvordan overgangs-
sannsynligheter og tidsskaleringsfaktoren ser ut for en konstruksjon som ikke
fglger denne samme symmetrien.
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